Statistik

Aufgabe 1 Es sei 2 ={1,2,3,4} und
S={0.{3}, {4}, {1,2},{3,4},{1,2,3},{1,2,4}, Q}.

a) Zeigen Sie, dak S eine o-Algebra ist.

b) Geben Sie ein Erzeugendensystem von S an.

Aufgabe 2 Sie holen einen Freund vom Flughafen ab. FErfahrungsgeméf ist
das Flugzeug in 70% aller Fille verspétet, falls es regnet, und in 20% aller
Fille, falls es nicht regnet. Der Wetterbericht prophezeit eine Regenwahr-
scheinlichkeit von 40%. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf das Flugzeug

Verspatung hat? Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dafk es regnet, falls das
Flugzeug Verspatung hat?

Aufgabe 3 Drei Kugeln K1, K2, K3 werden auf vier Urnen U1,U2,U3, U4 ver-
teilt.

a) Geben Sie aufgrund des Prinzips der Gleichwahrscheinlichkeit einen geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) fiir dieses Zufallsexperiment an.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A ="K1 liegt in U3", B ="In jeder Urne liegt hochstens eine Kugel".

Aufgabe 4 Auf einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) soll die Zu-
fallsvariable
X = (Xn>1§n§N Q- Q/ = {O, 1,2}N (1)

das Zufallsexperiment "Tagesproduktion von N Taschenrechnern” beschreiben,
X, beschreibt dabei wiefolgt den Zustand von Taschenrechnern, 1 <n < N:

0, Taschenrechner defekt,
Xn(w) =< 1, Taschenrechner ok, Gehduse defekt, (2)
2, Taschenrechner und Gehéause ok.

Driicken Sie mit Hilfe der Zufallsvariablen X,, folgende Ereignisse aus:
1. Der n-te Taschenrechner ist voll intakt.
2. Kein Taschenrechner ist ok.

3. Mindestens ein Rechner ist nicht ok oder am Gehéuse beschiadigt.



Aufgabe 5 Die Zufallsvariable X sei Poisson-verteilt mit Parameter A = 9. Ge-
ben Sie unter Verwendung der Ungleichung von Chebyschev-Markov mitkx = 2

eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dal X Werte zwi-
schen 4 und 14 annimmt.

Aufgabe 6 Die Linge der in einer (vom Konkurs bedrohten) Fabrik hergestell-
ten Schrauben sei normalverteilt mit ¢ = 3 [cm| und 0 = 0.2 [cm|. Eine
Schraube wird als unbrauchbar betrachtet, falls sie langer als 3.1 cm oder kiir-
zer als 2.8 ¢cm ist. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dals eine produzierte
Schraube dem Ausschuft zuzurechnen ist?

Aufgabe 7 Seien o, f € R mit o # 5.

a) Man gebe Bedingungen fiir die Parameter o und 8 an, so daf

flz;a,B) := { TGle P —emr), 2 € (0,00)

-
0, sonst
eine Dichtefunktion ist.

b) Man berechne den Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x;2,1).

Aufgabe 8 a) (X1, X2) sei N (pq, Xq)-verteilt mit

5 0
5o (30).

Sind X; und X5 unkorreliert? Sind sie unabhéngig?

b) (X3, X4) sei N (pg, Xo)-verteilt mit

5 1
m= (1)

Sind X3 und Xy unkorreliert? Sind sie unabhéngig?
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Aufgabe 9 In Baden-Wiirttemberg wurden in den Jahren 1996-1999 218 674
Madchen und 231 432 Jungen geboren. Entscheiden Sie mit Hilfe des zentra-
len Grenzwertsatzes, ob diese Zahlen die Hypothese "beide Geschlechter sind
gleichwahrscheinlich” unterstiitzen.

Aufgabe 10 Finden Sie geeignete statistische Modelle fiir die folgenden Zufalls-
experimente:

a) Eine zufillige diskrete Zeit x € N wird beobachtet (z. B. eine Wartezeit), die
als geometrisch-(m)-verteilt angenommen wird mit einem unbekannten Wert
7 €]0,1].

b) Jetzt wird das Zufallsexperiment ina) n > 2 mal unabhéngig durchgefiihrt,
also z.B. Wartezeiten in n gleichartigen Situationen beobachtet (wobei die
Unabhéngigkeit unterstellt wird).

Aufgabe 11 Zwei verschiedene Fertigungsmethoden sollen hinsichtlich einer quan-
titativen Produkt-Charakteristik verglichen werden. Aus der Fertigung unter
Methode 1 wird eine Stichprobe vom Umfang n; entnommen und aus der
Fertigung unter Methode 2 eine Stichprobe vom Umfang n,. Die beobach-
teten Werte der Produkt-Charakteristik seien mit x1,...,2,, und y1,...,Yn,
bezeichnet. Die Schwankungen der Werte innerhalb der beiden Stichproben
werden auf Zufallseinfliisse zuriickgefiihrt. Geben Sie ein geeignetes Normal-
verteilungsmodell an.



Statistik

Aufgabe 12 Stellen Sie sich vor, ein Unternehmen muss Insolvenz anmelden und
bietet allen Beschiftigten an, unter Zahlung einer Abfindung freiwillig auszu-
scheiden oder nicht (mit einem gewissen Risiko, dass spéter - dann allerdings
ohne Zahlung einer Abfindung - gekiindigt wird). Nehmen wir an, dass jeder
Beschiftigte sich mit derselben Wahrscheinlichkeit 7 (jedoch unabhéngig von
den anderen) fiir das freiwillige Ausscheiden entscheidet.

Zuerst wird eine kleinere Anzahl von n Beschiftigten vor die Entscheidung
gestellt, um Aussagen iiber den Wert des unbekannnten Parametersn treffen
zu konnen.

a) Die einzelnen Entscheidungenz, ..., x, konnen als Werte von n unabhéngi-
gen B(1, ) identisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,, aufgefasst werden,
wobei 7 €]0, 1[ der unbekannte Parameter sei. Berechnen Sie die Likelihood-
funktion fiir n = 10 auf Grund der Beobachtungen xy = 1, x5 = 0, 3 = 0,
1’420, .7}5:1,.T6:0,$7:1, x8:O, IQIO, .%‘10:]..

b) Betrachten Sie die Zufallsvariable Y = >~ | X;. Wie wir wissen, ist YV’
B(n,)-verteilt. Also kénnen wir y = Y | z; als beobachteten Wert von Y’
auffassen. 7 €]0,1[ ist der unbekannte Parameter. Berechnen Sie die Like-
lihoodfunktion in diesem Modell.

c) Welcher Wert von 7 ist auf Grund der Beobachtungen plausibler: 0.3 oder
0.57

Aufgabe 13 Die Anzahl der Verkehrstoten pro Woche in einem Landkreis sei
Poisson-(\)-verteilt. Fiir die letzten 15 Wochen ergaben sich folgende Anzah-

len:
020110040012100.

Schitzen Sie den unbekannten Parameter A der Anzahl von Verkehrstoten pro
Woche in dem Landkreis mittels Maximum-Likelihood-Methode.

Bitte wenden



Aufgabe 14 Die Fachschaft mochte vor den bevorstehenden Hochschulwahlen
die voraussichtliche Wahlbeteiligung schitzen. Auf dem Weg zur bzw. von
der Mensa befragt jeder der sechs Mitarbeiter solange andere Informatik-
Studenten, bis er jemanden trifft, der angibt, nicht zur Wahl zu gehen.

X bezeichne die Anzahl der Studenten, die iiberpriift wurden, bis ein po-
tenzieller Nichtwahler gefunden wurde. Eine sinnvolle Verteilung von X ist
beispielsweise die geometrische Verteilung mit dem Parameter1 — ¢, d. h.

Py(X =i)=9"1-(1-9), i€N.

Die unbekannte Grofe ¥ kann dabei als die gesuchte prozentuale Wahlbeteili-
gung interpretiert werden.

Man bestimme auf der Basis der ermittelten Stichprobenwerte
312321215323

einen Maximum-Likelihood-Schatzwert fiir 4.
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Aufgabe 15 In der Qualitatsabteilung eines Gliithlampenherstellers wurde fol-
gender Versuch durchgefiihrt: 100 Glithlampen desselben Typs wurden zufillig
aus der Tagesproduktion entnommen und die Lebensdauern [in h| wurden er-

mittelt. Das arithmetische Mittel der beobachteten Lebensdauern betrug 5488
h.

a) Wie lautet das statistische Modell, wenn Sie die Lebensdauer einer Gliih-
lampe dieses Typs als exponential{\)-verteilt annehmen?

b) Berechnen Sie eine ML-Schétzung fiir den unbekannten Parameter\.

Aufgabe 16 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien u. i. v. N'(y, 1)-normalverteilt
mit Erwartungswert p und bekannter Varianz o? = 1. Es liegen die Beob-
achtungsdaten (Realisierungen) z1,...,x, von Xi,..., X, vor. Geben Sie
eine ML-Schiatzung fiir den unbekannten Parameter ;1 in Abhéngigkeit von
Ti,...,T, an.

Aufgabe 17 Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, seien u. i. v. gleichverteilt {iber
dem Intervall [0, ¥]. Gegeben seien die Realisierungenzy, ..., x, von Xi,..., X,.
Berechnen Sie eine ML-Schétzung fiir den unbekannten Parameter? in Ab-
hangigkeit von x1, ..., z,.

Aufgabe 18 In der folgenden Tabelle sind fiir sechs verschiedene Monate jeweils
der Hypothekenzinssatz (¢;) [in %| und das Volumen (y;) [in Mrd.] eingehender
Auftriage im privaten Hausbau dargestellt:

Monat ¢
1

~+

i Yi
3.0
3.2
2.9
2.3
2.0
2.0

S Ot W N
O 0~ ~ Tt

a) Bestimmen Sie auf Grund der Daten eine Regressionsgerade fiir das Auf-
tragsvolumen in Abhingigkeit vom Hypothekenzinssatz.

b) Berechnen Sie die Residual Sum of Squares.

c¢) Treffen Sie basierend auf der Regressionsgeraden eine Vorhersage iiber das
Auftragsvolumen, wenn der Hypothekenzinssatz 7.5% betrigt.
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Aufgabe 19 10 zufillig ausgewahlte Konjunkturexperten haben fiir das néch-
ste Jahr unabhéngig voneinander folgende Vorhersagen fiir das prozentuale
Wachstum des Bruttosozialprodukts gemacht:

2.2, 2.8, 3.0, 2.5, 2.4, 2.6, 2.5, 2.4, 2.7, 2.6.

Wir nehmen an, dies sei eine Realisierung im normalverteilten statistischen
u. i. v. Modell ((Xl, . ,Xlo),ﬁ = (/L,O'Q) € R x R>O7 P(M,U2),X¢ ~ N(/L,O’z))
Geben Sie erwartungstreue Schéitzungen fiir die folgenden reellen Parameter
an:

a) (¥) = p,
b) 7(¥) = 0?,
c) 7(¥) = Varyg(X) (Varianz des Stichprobenmittels).

Aufgabe 20 Sei ((Xi,...,X,),Y € O, Py x) ein statistisches u. i. v. Modell.
Der Wert des Parameters () = FEy(X;) sei bekannt.

a) Betrachten Sie den folgenden Schiitzer fiir 0?(9) = Vary(X;):

i=1
Zeigen Sie die Erwartungstreue des Schitzers.

b) Zeigen Sie, dass der Schitzer

fiir 02(9) = Vary(X;) nicht erwartungstreu ist.

Bitte wenden



Aufgabe 21 Die Preise fiir einen Liter Normalbenzin an den Tankstellen einer
grofen Stadt werden als unabhéingig und identisch normal{ s, o2)-verteilt an-
genommen, wobei 02 = 0.1 bekannt sei.

Zwei unabhéngige Stichproben vom Umfang m bzw. n fiir die Preise seien
verfiigbar. Die Stichprobenmittel * bzw. y sollen zu einer einzigen Schitzung
fiir den erwarteten Preis p pro Liter kombiniert werden.

a) Wihlen Sie ein geeignetes statistisches Modell und zeigen Sie, dass die
folgenden Schitzer erwartungstreu fiir den Parameter p sind:

i = (Xt oo, X, Vi, Y,) =

1 _ _
g = fio( X1, ..., X, Y1,...,Y,) = X Y),
firo = f1a( X7, ) 1 ) m—l—n(m +nY)

b) Berechnen Sie die Varianzen der beiden Schétzer. Welcher ist effizienter?

¢) Berechnen Sie konkrete Schétzungen fiir p auf Grund der Beobachtungsda-
ten Z = 0.969 (m = 10) und g = 0.975 (n = 6).

Aufgabe 22 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien stochastisch unabhéngig und
auf [0, \] gleichverteilte Zufallsvariablen mit unbekanntem Parameter A >
0. Betrachten Sie das u. i. v. Gleichverteilungsmodell (X, ..., Xo,, A €
R>Y Py x,).-

(a) Man zeige, dass S := %(Xl + ...+ Xo,) ein erwartungstreuer Schétzer fiir
A ist.

(b) Ein weiterer erwartungstreuer Schitzer T hat die Varianz Vary(T) = 2.
Fiir welchen Schétzer entscheiden Sie sich? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 23 Seien (X1,...,X0,0 € O, Py x,) ein statistisches u. i. v. Modell
und

7:0 =R, I pu(v) = Ey(Xy).

Wir betrachten den Schiitzer i(X;,..., X10) = X fiir v(9). Die folgenden
Werte seien Realisierungen der Stichprobenvariablen:

3,7,6,2 6, 5 4,9, 7, 4.

Berechnen Sie den estimated standard errorese(fi*) fiir die angegebene Stich-
probe.

Aufgabe 24 Sie gehen an zehn aufeinander folgenden Tagen zum Bicker, um
Semmeln zu kaufen. Dabei zdhlen Sie jeweils die Kunden, die vor Thnen an-
stehen und erhalten die folgenden Ergebnisse:

3,7,6,2,6,5,4,9, 7, 4.

Wir nehmen an, dass dies eine Realisierung im statistischen u. i. v. Poisson-
Modell (Xi,...,X10,A € R”Y Py x, ~ Poi(\)) ist. Fiir den unbekannten
Parameter A = F,(X;) betrachten wir den Schiitzer A(X) = X. Berechnen

A

Sie ese(A*).

Aufgabe 25 Eine Fabrik stellt Fernseher her. Sie wollen die mittlere Lebens-
dauer eines Fernsehers ermitteln und untersuchen deshalb 10 Fernseher. Als
mittlere Lebensdauer dieser Stichprobe erhalten Sie 5.3 [Jahre|. Wir nehmen
an, dies sei das Stichprobenmittel einer Realisierung im statistischen u. i. v.
Exponentialverteilungs-Modell (X7, ..., X109, A € R7% Py x, ~ Exp()\)). Wir
betrachten den Schitzer i(X) = X fiir F)(X;). Berechnen Sie ese(i*).

Aufgabe 26 Gegeben sei das lineare Regressionsmodell (Y1, ...,Y,, (a,c,0?) €
R? x R™Y Pyy, ~ N(y(t;),0?)), Yi,...,Y, unabhingig und y(t;) = at; + c,
1=1,...,n.

a) Zeigen Sie, dass die ML-Schétzer a fiir @ und ¢ fiir ¢ erwartungstreu sind.

Bitte wenden



b) Nun betrachten wir die Situation aus Aufgabe 18: In der folgenden Tabelle
sind fiir sechs verschiedene Monate jeweils der Hypothekenzinssatz(t;) [in %]
und das Volumen (y;) [in Mrd.] eingehender Auftrige im privaten Hausbau
dargestellt:

Monat 2 | t; v,
1 6 3.0

5 3.2

3 7 2.5

4 7 2.3

5 8 2.0

6 9 2.0

Berechnen Sie ese(a*), ese(¢*) und ese(y(to)*) fiir to = 7.5.
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Aufgabe 27 Es sei Z eine exponentialverteilte Zufallsvariable, Py ~ Exp()).
Sei a €]0, 1].

a) Geben Sie fiir p €]0, 1[ das p-Quantil 2, an.
b) Geben Sie p; an, so dass gilt

Plza <Z<p)=1-a,

c) Geben Sie pq, p3 an, so dass gilt

P(Z <py)=1-a, Plps<Z)=1-a.

Aufgabe 28 Die Grofe der an einem Rechnernetz per FTP iibertragenen Da-
teien werde jeweils als A (u, 0?)-normalverteilte Zufallsvariable angenommen
mit unbekanntem Erwartungswert . Man gebe fiir die Stichprobe z1, ..., x5
mit

144, 136, 156, 147, 143, 180, 176, 121, 137, 155, 191, 162, 133, 148, 140, 179

ein konkretes 95%-Konfidenzintervall fiir x4 an.

Aufgabe 29 Ein neues Medikament gegen das HIV-Virus soll hinsichtlich seiner
Wirksamkeit getestet werden. Je mehr T-Helferzellen sich nach der einwo-
chigen Behandlung im Blut befinden, desto besser ist das Medikament. Fiir
15 Patienten wurde jeweils die Anzahl der T-Helferzellen pro Mikroliter Blut
vor (y;) und nach (z;) einwochiger Behandlung mit dem neuen Medikament
festgestellt (1 =1,2,...,15):

yi\415 507 389 677 560 359 402 500 461 534 540 390 457 576

460

zi‘441 490 423 698 530 394 472 510 451 581 495 421 424 580

a) Berechnen Sie unter der Annahme, dass yi,...,y15 Werte von u. i v.
normal-(u1, 07)-verteilten Zufallsvariablen sind, 95%-Konfidenzintervalle fiir
p1 und o3

b) Berechnen Sie unter der Annahme, dass z1,..., 215 Werte von u. i. v.
normal-(fi2, 03)-verteilten Zufallsvariablen sind, 95%-Konfidenzintervalle fiir
po und o3,

Bitte wenden

490



Aufgabe 30 Aufdem Bogen zur "Evaluation der Lehre HT03” findet sich folgen-
der Satz, der zum Ausfiillen des Bogens auffordert: "Eine statistisch relevante
Aussage [...] ergibt sich nur bei ausreichender Beteiligung”.

Um die Aussage des Satzes zu prézisieren, betrachten wir speziell eine Frage,
bei der Sie 5 Alternativen fiir Thre Antwort haben. Diese Alternativen interpre-
tieren wir als Noten auf einer Notenskala von 1 (sehr gut) bis 5 (mangelhaft).

Wir nehmen an, dass n Studenten unabhéngig voneinander die Frage beant-
worten. Die Wahl einer Note sei fiir jeden Studenten identisch normal{, o%)-
verteilt. Unabhéingig vom Umfang n der Stichprobe seien das Stichproben-
mittel Z = 3.2 und die Stichprobenvarianz s> = 1.7. Geben Sie fiir jeden
der folgenden Werte von n ein 90%-Konfidenzintervall fiir den unbekannten
Erwartungswert p an:

n=>5 10, 20, 4l.
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Aufgabe 31 Ein Grofhdndler hat eine grofe Lieferung eines bestimmten Pro-
duktes erhalten. 300 Stiick werden zuféllig aus der Lieferung ausgewahlt und
kontrolliert. Davon waren k = 4 mangelhaft.

a) Bestimmen Sie ein (approximatives) 95%-Konfidenzintervall fiir den wahren
Anteil der mangelhaften Stiicke in der Lieferung.

b) Sei n die Anzahl der kontrollierten Stiicke. Wieviele Stiicke miissten min-
destens kontrolliert werden, wenn gesichert werden soll, dass die Linge des
Konfidenzintervalls hochstens 0.01 betragt? Wir nehmen an, dassk/n kon-
stant ist mit k/n = 1/75.

c) Antworten Sie, ohne die Berechnung noch einmal durchzufiihren: Wenn
ein hoheres Konfidenzniveau gesichert werden soll, ist dann das entsprechende
Konfidenzintervall kleiner oder groker als das in a) berechnete?

Aufgabe 32 In der Qualitdtsabteilung eines Glithlampenherstellers wurde fol-
gender Versuch durchgefiihrt: 50 Gliithlampen desselben Typs wurden zufillig
aus der Tagesproduktion entnommen und die Lebensdauern [in h| wurden er-
mittelt. Das arithmetische Mittel der beobachteten Lebensdauern betrug 5488
h. Wir nehmen an, die Lebensdauer einer Glithlampe sei exponentialverteilt
mit Parameter A und interpretieren die Entnahme der 50 Glithlampen als Rea-
lisierung im u. i. v. Exponentialverteilungs-Modell.

a) Geben Sie ein 90%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert (\) der
Lebensdauer einer Gliihlampe an.

b) Geben Sie eine untere 90%-Konfidenzschranke und eine obere 90%-Konfi-
denzschranke fiir () an.

Aufgabe 33 Die Lingen der in einem industriellen Prozess produzierten Me-
tallstéibe sind unabhiingig und normal{j, o%)-verteilt mit (bekannter) Varianz
0% = 3.24. Von Interesse ist auf Grund einer Stichprobe vom Umfangn die
Konstruktion eines 99%-Konfidenzintervalls der Intervalllinge 1[mm] fiir den
Parameter p.

Im u. i. v. (u,0?)-Normalverteilungsmodell mit bekannter Varianzo? ist ein
(1 — o)-Intervallschéitzer I fiir o gegeben durch

I= (X — UI_%U X + it

Jn

Dabei bezeichnet u,, fiir p € (0, 1) das p-Quantil der Standardnormalverteilung.

Wie groft ist n zu wahlen, um ein 99%-Konfidenzintervall zu erhalten? Ist
dieses Problem 18sbar, wenn o2 unbekannt ist?
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Aufgabe 34 FEin neues Medikament mit unbekannter Erfolgswahrscheinlichkeit
m werde an 10 Patienten unabhingig voneinander getestet. Ein zugelassenes
Medikament habe eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 60%. Es soll entschieden
werden, ob 7w gréfer als 0.6 ist. Es soll also zwischen den beiden Alternativen

Hy:7w<06und Hy:7™> 0.6
entschieden werden.

Sei Y der Anteil der Patienten, bei denen das Medikament erfolgreich wirkt.
Betrachten Sie folgende Entscheidungsregel: "Entscheidung fiir Hy, falls ¥ <
0.6, ansonsten fiir H;”. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, sich fiir Hy zu
entscheiden, wenn die (unbekannte) Erfolgswahrscheinlichkeit bei 40%, 60%
bzw. 80% liegt?

Aufgabe 35 Ein Unternehmen méchte die Qualitéit einer groken Lieferung von
Bauelementen untersuchen. Die Lieferung kann aus Kosten- und Imagegriin-
den nur akzeptiert werden, wenn der Anteil 7 der mangelhaften Teile in der
Lieferung hochstens 20% betrdgt (Nullhypothese); andernfalls wird die Liefe-
rung zuriickgewiesen. Da aus Zeit- und Kostengriinden natiirlich nicht jedes
einzelne Bauteil iiberpriift werden kann, wird die Entscheidung wie folgt ge-
troffen:

Fine Stichprobe von n = 10 Bauteilen (zufdllig mit Zuricklegen aus der Lie-
ferung ausgewdhlt) wird auf Mdangel untersucht und die Anzahlz der mangel-
haften Teile wird festgestellt. Die Lieferung wird zurickgewiesen, fallsx > 2;
andernfalls wird die Lieferung akzeptiert.

a) Formulieren Sie eine Nullhypothese Hy, eine Gegenhypothese H; und eine
Entscheidungsfunktion in der Sprache der Statistik.

b) Beschreiben Sie verbal die Fehler 1. Art und 2. Art. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, sich fiir Hy zu entscheiden, wenn die Lieferung genau 10%
(20%, 30%) mangelhafter Teile aufweist? Welches Signifikanzniveau hat der
Test?

c) Die Stichprobe enthalte + = 5 defekte Teile. Ist damit der statistische
Nachweis fiir das Vorliegen einer mangelhaften Lieferung erbracht?

d) Das Unternehmen mochte aus o. g. Griinden méglichst die Akzeptanz einer
“schlechten” Lieferung verhindern. Deshalb wird eine Testprozedur bendotigt,
die sicher stellt, dass eine ”schlechte” Lieferung nur mit einer Wahrscheinlich-
keit von hochstens 5% angenommen wird. Leistet obige Testprozedur das?
Formulieren Sie ggf. ein anderes Testproblem.
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Aufgabe 36 Ein Zigarettenhersteller wirbt damit, dass seine neue Light-Zigarette
"im Durchschnitt nicht mehr als 4 mg Kondensat (Teer) enthélt”. Um dies zu
iiberpriifen, wurde eine Stichprobe vonn = 25 Zigaretten untersucht. Es ergab
sich ein mittlerer Teergehalt vonz = 4.08 mg und s = 0.3 mg. Die Teergehalte
werden allgemein als unabhingig und identisch normalverteilt angenommen.

a) Zeigen die Daten signifikant (zum Niveau oo = 0.05), dass die Aussage des
Zigarettenherstellers falsch ist? Ein Statistikprogramm gibt fiir diesen Test
auf Grund der vorliegenden Daten einen p-value von 0.098 aus. Was heifst
das? Sind die Daten signifikant zum Niveaua = 0.17

b) Wie sind Null- und Alternativhypothese zu wihlen, wenn herausgefunden
werden soll, ob die Daten siginifikant zeigen (zum Niveaua = 0.05), dass die
Aussage des Zigarettenherstellers korrekt ist?

Aufgabe 37 Die Verhiltnisse X1, ..., X,, von Monatsschlussstand zu Monatsan-
fangsstand des DAX fiir die Monatei = 1,...,n werden als unabhéingig und
identisch logarithmisch-normal-(y, o%)-verteilt angenommen, d. h. die trans-
formierten Zufallsvariablen Yi,...,Y, (wobei Y; := In(X;) fir i = 1,...,n)
werden als identisch normal-(y1, o%)-verteilt angenommen.

Angenommen, Sie wollen in den DAX investieren. Auf Grund einiger Berech-
nungen haben Sie jedoch entschieden, dass dies nur in Frage kommt, falls der
Wert des unbekannten Parameters p grofer ist als -0.02.

Fiir die 12 Monate des Jahres 2002 ergaben sich die folgenden Wertezy, ..., 212
der Zufallsvariablen X, ..., Xio:

1.056, 0.914, 0.939, 1.075, 0.977, 0.989, 0.956, 0.896, 0.830, 1.058, 1.094, 1.034.
Testen Sie zum Niveau o = 0.05:
Hy:p < —0.02 gegen Hy : p > —0.02.
Aufgabe 38 Benutzen Sie einen “guten” Test (aus der Vorlesung), um in der
Situation von Aufgabe 35 auf Grund der Beobachtungz = 1 zum Niveau 0.05

zu testen:
Hy:m>0.2gegen Hy : m <0.2.

Bitte wenden



Aufgabe 39 Wir betrachten die Daten aus Aufgabe 29: Fiir 15 Patienten wurde
jeweils die Anzahl der T-Helferzellen pro Mikroliter Blut vor ;) und nach (z;)
einwOchiger Behandlung mit einem neuen Medikament gegen HIV festgestellt
(i=1,2,...,15):

yi‘415 507 389 677 560 359 402 500 461 534 540 390 457 576 460

441 490 423 698 550 394 472 510 451 581 495 421 424 580 490

Zi

Die Daten werden auch dem Kassenverband zur Verfiigung gestellt. Dort
will man natiirlich das Medikament nur zahlen, wenn es wirklich wirkt. Wir
nehmen an, dass vy, ..., y15 Werte von u. i. v. normal-(u;, 0?)-verteilten Zu-
fallsvariablen sind und zy, . . ., 215 Werte von u. i. v. normal-(ys, 03)-verteilten
Zufallsvariablen. Zeigen die Daten signifikant zum Niveaua = 0.1, dass das
Medikament wirkt, dass also p1 < po gilt?



Statistik

Aufgabe 40 Betrachten Sie das statistische Modell mit einer hypergeometrisch-
(N, s,n)-verteilten Zufallsvariablen X, wobei N und n bekannt sind (N,n €
N,n < N) und s € {0,1,..., N} der unbekannte Parameter ist. Betrachten

Sie als Schétzer fiir s: N

$(X)=—X.

30 =
a) Zeigen Sie die Erwartungstreue des Schétzers und leiten Sie die folgende
Formel fiir seine Varianz her:

(N —n)s(N —s)

N = )n , fir alle s.

Varg(s) =

b) Angenommen N = 20, n = 10 und der Wert x = 4 wird beobachtet. Geben
Sie die Schitzung an, die § liefert und bestimmen Sie ese(§*).

Aufgabe 41 X; und X, seien unabhéingige und in (0, \) gleichverteilte Zufalls-
variablen mit unbekanntem A > 0.

a) Man zeige, dass S := X; + Xo und T := 3 - min{ X, X5} erwartungstreue
Schétzer fiir A sind.

b) Wenn Sie die Wahl haben zwischen S und 7', fiir welchen Schétzer entschei-
den Sie sich? Begriinden Sie Thre Entscheidung.

Aufgabe 42 Fine statistische Datenerhebung hatn = 30 reelle Daten x4, .. ., 23
ergeben mit £ = 9.95 und s = 1.64. Die Daten zq,...,x3 werden als Werte
von w.i.v. normal-(u,o?)-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst, wobei y und
o? unbekannte Parameter sind.

a) Berechnen Sie eine untere 99%-Konfidenzschranke fiir .
b) Berechnen Sie eine obere 99%-Konfidenzschranke fiir o2.

c¢) Liefern die Daten Signifikanz zum 1%-Niveau fiir die Alternativhypothese
H, des Testproblems

Hy: p>10.5 gegen Hy @ p < 10.57

Bitte wenden



Aufgabe 43 Betrachten Sie das statistische u.i.v. Modell ((Xy,...,X,),0 €
(0,00), Py x,) wobei die Dichtefunktion von Py x, gegeben ist durch

Y2771 falls0 <z < 1

fo:R=Rz— { 0, sonst

Es liegen Beobachtungsdatenzy, ..., z, € (0,1) vor. Stellen Sie die Loglikelihood-
Funktion auf und geben Sie die ML-Schitzung ¥* an.

Aufgabe 44 Eine Datenerhebung hat die folgenden Lebensdauern von 12 gleich-
artigen Glithlampen ergeben (aufgerundet auf volle [h]):

2888, 849, 213, 1580, 1560, 1774, 225, 2752, 722, 517, 2025, 7T91.

Wir unterstellen das statistische u.i.v. Modell mit 12 geometrisch{r)-verteilten
Zufallsvariablen. Berechnen Sie die ML-Schitzung fiirm und schitzen Sie auch
die mittlere Lebensdauer u(m) = E,(X;) sowie die Varianz o%(7) = Var,(X;).

Aufgabe 45 Fiir die folgenden n = 8 Beobachtungsdaten unterstellen wir das
statistische u.i.v. Normalverteilungsmodell (X1, ..., X3), (i, 0?) € R x R>?,
P(IJ"O'Q):X'L ~ N(/J” 0-2))

1.641, 4.845, 3.251, 3.497, 2.371, 3.39, 2.714, 4.368.

a) Ergeben die Beobachtungsdaten eine Signifikanz zum 5%-Niveau fiir die
Alternativhypothese H; des Testproblems

Hy:p<2gegen Hy : > 27
b) Berechnen Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir o2.

Aufgabe 46 Betrachten Sie das statistische u.i.v. Normalverteilungsmodell
(X1,...,X0n),(0,0%) € {0} xR>?, P p2) x, ~ N(0,0%)), wobei 0 > 0 der un-
bekannte Parameter ist. Angenommen, es liegen Beobachtungswertex, ..., x,
€ R vor. Stellen Sie die Loglikelihood-Funktion auf und leiten Sie eine Formel
fiir die ML-Schéitzung o2 her.

Aufgabe 47 In einer oberbayerischen Flaschenabfiillfabrik wird regelméafig iiber-
priift, ob die mittlere Fiillung 1o = 500[cm?] betrigt. Zur Uberpriifung werden
20 Flaschen untersucht. Wir interpretieren dies als Stichprobe im u.i.v. Nor-
malverteilungsmodell. Es gelte 7 = 498.39 und s> = 11.7. Entwerfen Sie einen
Signifikanz-Test mit Signifikanz-Niveau o = 0.05 bzw. o = 0.01, um festzu-
stellen, wann die Anlage neu eingestellt werden muss. Wird die Nullhypothese
abgelehnt?



10.

Kurztest Wahrscheinlichkeitstheorie

. Fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) gilt P(§2) = D
. Fiir zwei disjunkte Ereignisse 4, B gilt P(A| |B) = P(A)| |P(B).
Fiir zwei stochastisch unabhéingige Ereignisse A, B gilt P(AD B) = P(A)D P(B).

Fiir zwei beliebige Ereignisse A, B gilt P(A\B) = P(A) — P(B). Richtig?
[Ja/Nein}

Seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (M, S’) ein Mefraum und X :
1 — M eine Zufallsvariable. Fiir C' € §" bezeichnet

{XEC}::{WEQ:I:U»,

und dies ist ein Ereignis, d. h. ein Element von D

. Die Wahrscheinlichkeit fiir drei Erfolge ist binomial-verteilt. Sinnvoll? .

Gegeben seien N Kugeln, darunter genau s rote. Dann ist die Anzahl der
roten Kugeln in einer Stichprobe vom Umfangn beim zufilligen Ziehen

a) mit Zuriicklegen | | -( | )-verteilt und

-(
Seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (M,S’), (N,S8”) Mefraume
und X : Q — M, Y : Q — N Zufallsvariablen.

a) ohne Zuriicklegen | )-verteilt.

a) X und Y heifen stochastisch unabhéngig, wenn fiir alle‘ ‘ und ‘ ‘

gilt

P Y[ =Pl )L IPOT )
b) Sind X und Y absolutstetige reelle Zufallsvariablen mit Dichte f; bzw.
f2, so gilt fiir die gemeinsame Dichte f

Rl I I g \-

Der Wert der Indikatorvariablen /4 (z) ist genau dann gleich 1, Wenn:|7
und sonst D

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist definiert als

P(A|B) := % falls|



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Welche Namen haben die folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen?

a) P(X =k)= (})r*(1 —m)" | | -(] | )-Verteilung,

b) P(X =k) = k,e - ’ ‘—(’ ‘)—Verteilung.

Fiir eine stetig verteilte reelle Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F
gelten

a) F(x) = P(CI),
b) P(X =/ Jund
c) Pla<X<b)=F( |)-F( .

Fiir eine relle Zufallsvariable X mit Erwartungswert E(X) und Varianz
Var(X) gilt

Var(X)=[___ |-}

Fiir eine stetig verteilte nichtnegative Zufallsvariable X mit Verteilungs-
funktion F' gelten

a) E(X) = [ =,
b)EX? Ll de

Fiir eine absolut—stetlge reelle Zufallsvariable X mit Dichtefunktion f gelten
Sy e —
b) B(X?) = f e

Fiir eine absolut-stetige reelle Zufallsvariable X mit Dichtefunktion f und
Verteilungsfunktion F' gelten

a) [ fpdy=] |,
b) [“ fdy=] ],
) [, fwdy =] |,

Welche Namen haben die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit den folgen-
den Dichtefunktionen?

a) f(r) = —75=exp (— (x;‘f;)Q): | | -( | )-Verteilung,

b) f(x) =X e g (2): | | -( | )-Verteilung.




Blatt 1

Statistik

Aufgabe 1 Es sei 2 ={1,2,3,4} und
S ={0.{3}, {4}, {1,2},{3,4},{1,2,3},{1,2,4}, Q}.

a) Zeigen Sie, dafs S eine o-Algebra ist.
b) Geben Sie ein Erzeugendensystem von S an.

Aufgabe 2 Sie holen einen Freund vom Flughafen ab. Erfahrungsgemif ist das
Flugzeug in 70% aller Félle verspitet, falls es regnet, und in 20% aller Fille,
falls es nicht regnet. Der Wetterbericht prophezeit eine Regenwahrscheinlich-
keit von 40%. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dal das Flugzeug Verspa-
tung hat? Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf es regnet, falls das Flugzeug
Verspitung hat?

Aufgabe 3 Drei Kugeln K1, K2, K3 werden auf vier Urnen U1, U2, U3, U4 ver-
teilt.

a) Geben Sie aufgrund des Prinzips der Gleichwahrscheinlichkeit einen geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) fiir dieses Zufallsexperiment an.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A ="K1 liegt in U3", B ="In jeder Urne liegt hochstens eine Kugel".

Aufgabe 4 Auf einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) soll die Zu-
fallsvariable
X = (Xp)icnen : Q2 — Q= {0,1,2}" (1)

das Zufallsexperiment "Tagesproduktion von /N Taschenrechnern” beschreiben,
X, beschreibt dabei wiefolgt den Zustand von Taschenrechner n,1 <n < N:

0, Taschenrechner defekt,
Xp(w) =< 1, Taschenrechner ok, Gehiuse defekt, (2)
2, Taschenrechner und Gehéuse ok.

Driicken Sie mit Hilfe der Zufallsvariablen X,, folgende Ereignisse aus:
1. Der n-te Taschenrechner ist voll intakt.
2. Kein Taschenrechner ist ok.

3. Mindestens ein Rechner ist nicht ok oder am Gehéiuse beschidigt.



Aufgabe 5 Die Zufallsvariable X sei Poisson-verteilt mit Parameter A = 9. Ge-
ben Sie unter Verwendung der Ungleichung von Chebyschev-Markov mit x = 2
eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dalt X Werte zwi-
schen 4 und 14 annimmt.

Aufgabe 6 Die Linge der in einer (vom Konkurs bedrohten) Fabrik hergestell-
ten Schrauben sei normalverteilt mit ¢ = 3 [em] und ¢ = 0.2 [cm]|. Eine
Schraube wird als unbrauchbar betrachtet, falls sie linger als 3.1 cm oder kiir-
zer als 2.8 cm ist. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine produzierte
Schraube dem Ausschufs zuzurechnen ist?

Aufgabe 7 Seien o, € R mit a # 3.

a) Man gebe Bedingungen fiir die Parameter o und 3 an, so daft

b (e=Fr _ gmory g€ (0, 00)
. f— a—0 ) )
f(x’ 057/8) N { O7 SOIlSt

eine Dichtefunktion ist.

b) Man berechne den Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x;2,1).

Aufgabe 8 a) (X, X5) sei N (1, 3)-verteilt mit

5 0
s=(04)

Sind X; und X5 unkorreliert? Sind sie unabhéngig?

b) (X3, Xy) sei N (p2, Xg)-verteilt mit

5 1
5o (31).

Sind X3 und X, unkorreliert? Sind sie unabhéngig?



