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Vorlesungsskripten – deutsch – bilingual deutsch/englisch

Allgemein zur Sprachsignalverarbeitung
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Speziell zu Kapitel 1 (weitere Quellenangaben)
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Stimmbänder, Stimmritze (Glottis)

Velum

Lippen

Zunge

Gaumen

Nasenraum
Mundraum

Rachenraum
(Pharynx)

������� ����	�
�(��	�

����� ����	�
�(��	�

Unterkiefer

#�	
�	��
���
�	�
���	
� ����	
[���>�*��
�
���
��������
����7

9



gsv_1.6

�����
���	
� �
�
����

���



���
���
�

�����
���

�����

�

�

�

�
���
��

����
��������	����	�	
���
��	
	��)	��	�
*��	��������	�

Transient: Übergang Vokal-Plosivlaut-Vokal

Stimmlos: Frikativ

Stimmhaft:
Vokal mit Übergang zu Sonorant

100 ms/Zeile
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kontinuierlich (”analog”)

abgetastet

digital
(abgetastet und quantisiert)
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Darstellung als Zeitfunktion s(t)
� allgemein: Augenblicksamplitude
� in Luft: Schalldruck
� in Mikrofon und Verstärker:

elektrische Spannung
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s(t) � � ��� s(t1), s(t2), ��� � (1.2)

t1t1 t2 t3 t4 t5



s(n) := s(nT) ;
 

n � –� ��� –1, 0, 1 ��� +� [ganzzahlig]
T : Abtastintervall (1.3)
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Darstellung als Zeitfunktion s(t)

Abtastung: Darstellung als
abgetastete Zeitfunktion

s(t) � s(nT) � s(n)
(bei gleichförmiger Abtastung)

T
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s(n) := s(nT) ;
 

n � –� ��� –1, 0, 1 ��� +� [ganzzahlig]
T : Abtastintervall

(1.3)
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Signal @��A
��B������ ��	��	!��A
��B
C7�BD C7�BD

Sprachsignal guter Qualität 7.5 16
10 22.05

Sprachsignal minderer Qualität 5 11.025

Sprachsignal Telefonqualität 3.4 8

Musiksignal HiFi mindestens 15 32

CD 16 44.1

sonstige digitale Tonaufzeichnung (DAT) 16 48
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Darstellung als Zeitfunktion s(t)

Quantisierung:
Darstellung im Rechner
als Zahlenfolge

Darstellung als
abgetastete Zeitfunktion s(n)

s(n) � [s(n)]Q

T
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s

q

s
e

[s]Q

s Eingangssignal
Eingangssignal

quantisiert
q Quantisierungsstufe

e Quantisierungsfehler

[s]Q
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Signal "��	�F�&��C��	D �	
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Sprachsignal Telefonqualität 8 28=256

Sprachsignal guter Qualität
Musiksignale, CD 16 65536

Audiosignale im Studio 20–24 >200000

Bildsignale (”True Color”) 24 224
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Darstellung als Zeitfunktion s(t)
� allgemein: Augenblicksamplitude
� in Luft: Schalldruck
� in Mikrofon und Verstärker:

elektrische Spannung

Darstellung im Rechner
als Zahlenfolge

Darstellung als
abgetastete Zeitfunktion

s(t) � s(nT) � s(n)
(bei gleichförmiger Abtastung)

s(n) � [s(n)]Q � k(n) � q � k(n)

(bei gleichförmiger Quantisierung)

T

q
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Einheitsimpuls Einheitssprung Sinusförmiges Signal
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n � 0
n � 0 s(n) � �
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 0
n � 0

x(n) � cos(�0 n+�0 )
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Laut (Phonem)
Silbe

Wortteil: Stamm, Präfix, Suffix (Morphem)
Wort

Wortgruppe (Satzglied, Phrase)
Satz

Satzgruppe
. . . .
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Informationsebene Repräsentation
Akustik Sprachsignal
Parameter Quellen- und Vokaltraktparameter
(Akustik/)Phonetik Realisationen von Phonemen (”Phone”) oder

anderer phonetischer Einheiten
(Phonetik/)Phonologie Phoneme oder entsprechende elementare

Einheiten (z.B. Silben)
Lexikalische Ebene Morpheme oder Wörter bzw. deren

Realisierung
Syntaktische Ebene Wortgruppe und/oder Satz
Semantische Ebene Inhalt und Bedeutung einer Aussage
Pragmatik ”Umfeld” oder ”Weltmodell”, in das die Aussage

eingebettet ist.
Prosodie Betonung, Sprechmelodie, Dauer (Rhythmus)

und Intensität einzelner Laute, Silben etc.
Individuelle Merkmale Klangfarbe der Stimme, Dialekt, Tonfall,

Stimmung, Wortwahl und Sprechstil
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”Graphem-Phonem-Konversion”

Sprechererkennung und -verifikation

Syntaktische/semant. Analyse
”Nachschlagen”

Klassifizierung
Segmentierung

Sprachanalyse
”Etikettieren”
Spracherkennung
Sprachverstehenssysteme (”Speech Understanding”)

Vocoder

Akustische Synthese
Verkettung

Codierung

Sprachsynthese vom Text (TTS)

�
��
�


��	���
�	

�
��
�
�

�����
�


�����
�
�

����������

����
�������

�����

���
�

�����

����� �����
�����

�	����
�����

�����

”Phonetischer” Vocoder
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Vorlesungsskripten – deutsch – bilingual deutsch/englisch

Allgemein zur Sprachsignalverarbeitung
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Speziell zu Kapitel 1
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Unter einem System verstehen wir eine Vorrichtung, die nach einer
bestimmten Rechenvorschrift S ein Signal x eindeutig in ein Signal y
umwandelt. Hierbei wird x als Eingangssignal, y als Ausgangssignal
bezeichnet. Die Signale x und y können Funktionen der gleichen
unabhängigen Variablen sein; dies ist jedoch nicht unabdingbar. S wird
gelegentlich als Transformationsvorschrift oder Systemoperator
bezeichnet. Das Ausgangssignal y heißt auch Systemantwort bezüglich des
Eingangssignals x.

SYSTEM

S

x(n) y(n)

Eingang Ausgang
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Systeme der (Sprach-)Signalverarbeitung werden durch vier
grundlegende Eigenschaften charakterisiert, die das Verhalten
eines Systems entscheidend beeinflussen:

� Linearität
� Zeitinvarianz
� Stabilität
� Kausalität
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Ein System ist linear, wenn es das Superpositionsprinzip erfüllt. Das
heißt, wenn

 

dann ist das Superpositionsprinzip erfüllt, wenn gilt

(2.3)

k1 und k2 sind hierbei Konstante. Legt man also an den Eingang eines
Systems die (gewichtete) Summe zweier Ursachen an, so addieren
sich am Ausgang die zugehörigen Wirkungen.

Systeme, die das Superpositionsprinzip nicht erfüllen, werden als
nichtlinear bezeichnet.
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y1 (n) � S�x1 (n)� sowie y2 (n) � S�x2 (n)�

k1 y1 (n) � k2 y2 (n) � S�k1 x1 (n) � k2 x2 (n)� ;
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Ein System ist zeitinvariant, wenn ein gegebenes Eingangssignal x(n)
zu allen Zeiten auf das gleiche Ausgangssignal y(n) führt; d.h., wenn

dann gilt auch

(2.4)

unabhängig von der (als beliebig, aber fest angenommenen) Verzöge-
rung k.

Erfüllt das System diese Bedingung nicht, so wird es als zeitveränder-
lich oder zeitvariant bezeichnet.
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y(n) � S{x(n)} ,

y(n–k) � S{x(n–k)} ,
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Ein System ist (theoretisch) stabil, wenn es auf jedes wertemäßig be-
schränkte Eingangssignal x(n) mit einem beschränkten Ausgangssi-
gnal y(n) reagiert:

(2.5)

Diese Stabilitätsbedingung ist für wertkontinuierliche Systeme notwen-
dig und hinreichend.
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(2.6)

|x(n)| � Mx � |y(n)| � My ; Mx, My endlich .

x(n) � 0 für n � n1 ergibt y(n) � 0 für n � 	 .
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Ein System ist kausal, wenn jeder Abtastwert des Ausgangssignals
y(n) nur von zeitlich zurückliegenden, höchstens aber gleichzeitigen
Abtastwerten des Eingangssignals x(n) abhängt:

y(n) = y [ x(k), k = ... (1) n ]  . (2.7)

Anders ausgedrückt: Sind alle Abtastwerte eines Eingangssignals x(n)
Null für n<n0 , so kann auch das Ausgangssignal für n<n0 keine von
Null verschiedenen Abtastwerte besitzen.
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Kurzzeitsignal
w Gewichtungsfunktion (Fensterfunktion)

gsv_2.7 �������
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n

Q

K

s(n)

w(q–n)

sK(n, q)

n=q

K Fensterlänge
Q Messintervall

(Parameterabtastintervall)

sK
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In der Sprachsignalverarbeitung gebräuchliche Werte sind:
� für das Messintervall Q: 5 bis 25 ms
� für die Fensterlänge K: 20 bis 50 ms.
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sK(n, q) �
s(n) w(q–n) ; n � q–K+1 (1) q

sonst (zunächst) undefiniert, d.h. beliebig.
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1) Das Signal wird als einmaliger Vorgang angesehen. In diesem Fall
werden die Signalwerte außerhalb des Fensters zu Null gesetzt
(”stationärer” Ansatz).

2) Das Signal wird als periodischer Vorgang angesehen. In diesem Fall
wird es außerhalb des Fensters periodisch fortgesetzt; die Periode ist in der
Regel gleich der Fensterlänge K [ist sie größer, so muss mit Nullwerten auf-
gefüllt werden] (”synchroner” bzw. ”periodischer” Ansatz).

3) Das Signal wird als Ausschnitt aus einem zeitvarianten Vorgang an-
gesehen (”nichtstationärer” Ansatz). Werden Signalwerte außerhalb des
Fensters gebraucht, so nimmt man die Originalwerte.

Das Kurzzeitsignal ist zunächst nur innerhalb des Fensters definiert:sK

sK

sK

sK

(2.9)
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In der Physik sind Energie (Arbeit) und Leistung vor allem aus Mechanik und
Elektrizitätslehre wohlbekannt:

H�)������#����	%�����	"�����	I����	)��	��"J �3
�4����

H����@���#����	
��#�.�"	"�����	�(���.�"	)��	����)#�F�@�J

Energie und Leistung sind verbunden durch die ebenfalls wohlbekannte Be-
ziehung

H
��#�.�"	"�����	*���"��	�.���	?���J �3
�3��

oder umgekehrt

H*���"��	"�����	
��#�.�"	)��	?���J �3
�3��

E � F 
 s ;

P � U 
 I ;

P � E�t ;

E � P 
 t ;
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Ein Grundgesetz der Elektrizitätslehre ist das Ohm’sche Gesetz, das die
Größe des elektrischen Widerstandes definiert,

H�����#����	"�����	�(���.�"	�.���	����)#�F�@�J �3
�=�

Der Widerstand ist eine Materialkonstante und nicht abhängig von Strom
oder Spannung.

Mit Hilfe des Widerstandes gelingt es, Energie bzw. Leistung durch eine der
Größen U bzw. I auszudrücken; die Beziehung wird quadratisch:

�3
�>�

Diese Beziehungen sind in dieser Form zunächst für den (einfachsten) Fall
definiert, dass alle beteiligten Grundgrößen (Kraft, Spannung, Stromstärke
und insbesondere auch die Leistung) keine Funktionen der Zeit sind.

U�I � R ;

P � U 
 I � I2 
 R � U2�R .
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Ist die elektrische Spannung eine Funktion der Zeit, so errechnet sich bei-
spielsweise die in einem Verbraucher während des Zeitintervalls (t2–t1) um-
gesetzte elektrische Energie zu

E � �
t2

t1

u(t) i(t) dt .

Der Effektivwert für u(t) ist definiert als der Gleichspannungswert Ueff, der bei
gleichem Widerstand R die gleiche (mittlere) Leistung ergibt wie u(t); dies be-
deutet insbesondere auch gleiche Energie im betrachteten Zeitintervall:

E � �
t2

t1

u(t) i(t) dt � Ueff 
 Ieff 
 (t2–t1) � I2eff 
 R 
 (t2–t1) �
U2

eff

R

 (t2–t1) .
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Akustische Signale breiten sich in Luft wie in jedem den Schall leitenden
Medium in Form von Schallwellen aus.

An jeder Welle sind zwei physikalische Größen beteiligt; bei der Schallwelle
sind dies der Schalldruck p und die Schallschnelle v.

Der Schalldruck p gibt an, wie sich durch einen Schall am Ort der Messung
der Luftdruck (bzw. allgemein der Druck des Mediums, in dem sich eine
Schallwelle bewegt) ändert. Gemessen wird er in Pascal (Pa). In der älteren
Literatur ist auch noch die Einheit Mikrobar (�b) zu finden.

1 Pa = 1 N/m2  = 10 �b .
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Die Schallschnelle v gibt die Geschwindigkeit an, mit der sich ein Luftteil-
chen infolge eines Schallereignisses bewegt. Bei beliebiger Wellenausbrei-
tung ist v ein Vektor; bei dem uns in der Sprachsignalverarbeitung aus-
schließlich interessierenden Fall der ebenen Welle (d.h., einer Welle, die
sich nur in einer Richtung ausbreitet – im Unterschied etwa zu einer sich
kugelförmig nach allen Richtungen ausbreitenden Welle) kann v als skalare
Größe v dargestellt werden.

Nicht zu verwechseln ist die Schallschnelle mit der Schallausbreitungs-
geschwindigkeit (oder kurz Schallgeschwindigkeit) c, mit der sich die
Schallwelle als Ganzes ausbreitet. Während die Schallschnelle vom Schall-
druck abhängt (und damit von der Schallintensität bzw. Lautstärke), ist die
Schallgeschwindigkeit eine Materialkonstante; in Luft beträgt sie

c 
 340 m�s .
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Entsprechend dem Ohm’schen Gesetz in der Elektrizitätslehre kann auch in
der Akustik eine Widerstandsgröße gebildet werden; sie ist im allgemeinen
Fall definiert als Schallfeldimpedanz

[Einheit N s/m3  oder Pa s/m]          �3
�5�

und kennzeichnet die akustischen Eigenschaften des Übertragungsme-
diums. Für eine ebene Welle im Ausbreitungsmedium Luft gilt

�3
�5��

Diese Größe wird Schallkennimpedanz genannt. Auch sie ist eine Material-
konstante und lässt sich für jedes Schallübertragungsmedium angeben.

Übertragungsmedien mit niedriger Schallkennimpedanz (beispielsweise
Luft oder andere Gase) werden als schallweich, solche mit hoher Schall-
kennimpedanz (z.B. Flüssigkeiten oder feste Körper) als schallhart be-
zeichnet.
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Z0 := p � v

Zs � Z0 � 414 N s�m3 � 414 Pa s�m .

gsv_2.150
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Definition für Leistungs- und Energiegrößen [lg � Zehnerlogarithmus]
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L := 10 lg (P�P0) [dB]

Definition für Amplitudengrößen, wie den Schalldruck p, als
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L := 20 lg (p�p0) [dB]

p0 � 20 �Pa

Diese Definitionen ergeben übereinstimmende Werte für Leistung und Am-
plitude.
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uK (q) := 1
K

�
q

n=q–K+1

s2
K (n, q)�Kurzzeiteffektivwert �3
34� 

Kurzzeitleistung �3
3�� PK (q) := 1
K

�
q

n=q–K+1

s2
K (n, q)

Kurzzeitenergie �3
33� UK (q) := �
q

n=q–K+1

s2
K (n, q)

Betragsmittelwert �3
3=� | sK (q) | := 1
K

�
q

n=q–K+1

| sK (n, q) |

Amplituden �3
3>� ��

(Spitzenwerte)

Ab (q) :� max [|sK(n, q)|] , n � q–K+1 (1) q

A+(q) :� max [ sK(n, q)] , A–(q) :� min[ sK(n, q) ]

Ass(q) :� max [ sK(n, q) ] � min[ sK(n, 12q) ]
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0.80.60.40.2

P P

1.81.61.41.2
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P P P

t [s]2.62.42.2
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P P
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#	����	�

0

uK (q) := 1
K

�
q

n=q–K+1

s2
K (n, q)� � 1

100

 1002� � 100� � 10

Effektivwert

Betragsmittelwert | sK (q) | := 1
K

�
q

n=q–K+1

| sK (n, q) | � 1
100


 100 � 1

Amplituden (Spitzenwerte)

����2�@�������������,,�����"
�������9

�
�5��
����/��
�
�����1
���
����������
��*=�������!���"��
<

sK(n, q) � �
��
�

�

100

0

n=q

sonst
; K=100

Ab(q) � A+(q) � Ass(q) � 100

Signal [Einzelimpuls im Fenster]
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sD (n) 
 s(n) � s(n–1)
Differenziertes Signal
��((��A�)����	�.���	1�����	�
	2����#�

QS :=
| sD (q) |

2 | s(q) |
[Betragsmittelwert]
differenziertes Signal und Signal

HN (q) :� 1
K
�q

n=q–K+1

xS (n)

&���� � �
��
�

�

�4���� #"��H
���J � #"��H
��!��J

������ #"��H
���J � #"��H
��!��J

Relative
Nulldurchgangshäufigkeit

Quotient Amplitude

�3
39�

�3
35�

�3
3��
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Quelle Filter
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Anregung

Amplitude

Signalformung
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Periodizität
Klangfarbe
der Stimme

Amplitude

Vokaltrakt Ab-

�(����#�"���

strahlung

Anregung

Amplitude

Signalformung
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Periodizität

Rauschen

Klangfarbe
der Stimme

Amplitude
Stimmhaft

Korrektur

Amplitude
Stimmlos

Vokal-
trakt

Abstrahlung

�(����#�"���

#��� �������2���
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Vorlesungsskripten – deutsch – bilingual deutsch/englisch

Allgemein zur Sprachsignalverarbeitung
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Der zeitliche Verlauf eines reinen Tons (Sinuston) ist durch eine
Kosinus- oder Sinusfunktion beschrieben,

�A
��

xg(t) ist gerade, xu(t) ungerade; ist die Kreisfrequenz; diese
ist durch die Beziehung

�A
5�

mit der Frequenz bzw. der Periode der Schwingung verbunden.

xg (t) � Ag cos �0 t ; xu (t) � Au sin �0 t ;

�0 � 2�f0 � 2��t0

�0

xr(t) � xrg(t) � xru(t) ; wobei
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Kosinus- und Sinusanteil lassen sich zusammenfassen,

�A
C�

	 �A
6����

� Ag cos �0t � Au sin �0t � A cos (�0t � �)

A � A2
g � A2

u� sowie � � arc tan
Au

Ag
.

xr(t) � xrg(t) � xru(t)

A ist die Amplitude der
resultierenden Schwingung;
� deren Phase.
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In der Akustik verstehen wir unter einem Ton eine i.A.
nichtsinusförmige periodische Schwingung xP(t) mit der Periode t0.
Eine solche Schwingung lässt sich durch Zerlegung in eine Reihe als
Summe von (i.A. unendlich vielen) Sinoidalschwingungen exakt
darstellen.
Die zugehörige Reihe heißt (nach einem ihrer Entdecker, dem
Mathematiker JOSEPH B. FOURIER, benannt) Fourierreihe.
Die einzelnen Sinoidalschwingungen, die die Glieder der Reihe
ausmachen, sind in ihren Frequenzen nicht beliebig wählbar. Ist t0 die
Periode der Gesamtschwingung, und gilt nach wie vor f0=1/t0 , so
können die Glieder der Reihe nur Frequenzen von

�A
@�

annehmen. Anteile jeder anderen Frequenz würden die Bedingung
verletzen, dass xP(t) mit der Periode t0 periodisch ist.

0, f0 , 2f0 , 3f0 , ��� mf0 ��� , m ganzzahlig
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Teil-
schwingung

1.

2.

5.
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Signal xP(t) als Fourierreihe dargestellt:

��

Jedes Glied der Reihe lässt sich in einen Kosinus- und einen Sinusanteil
zerlegen; Kosinus- und Sinusanteil getrennt zusammengefasst,

�A
�����

Hierbei ist xPg(t) der gerade Anteil von xP(t); xPu(t) der ungerade Anteil.
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�aig �
�
aiu ,/8� ai �
� �i ��������+��
�
 xP(t) /����8�

�
�������8������
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xP(t) �
a0

2
� a1 cos (�0t+�1) � a2 cos (2�0t+�2)

� ��� � am cos (m�0t+�m) � ���

xPg(t) �
a0

2
� a1g cos�0t � a2g cos 2�0t � ��� � amg cos m�0t � ���

xPu(t) � a1u sin�0t � a2u sin 2�0t � ��� � amu sin m�0t � ���

�A
��
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Für analoge Signale:

�A
�����

�A
���

Für digitale Signale [Summenorthogonalität]:

�A
�D��

�A
�D��

�A
�D��

�
2�

0

cos kx cos mx dx � �
2�

0

sin kx sin mx dx � �
�	



�

�

0

k � m

k � m

�
2�

0

cos kx sin mx dx � 0


N–1

n=0

cos k � 2�n
N

cos m � 2�n
N

� �
�	



�

N�2

0

k � m

k � m


N–1

n=0

sin k � 2�n
N

sin m � 2�n
N

� �
�	



�

N�2

0

k � m

k � m


N–1

n=0

cos k � 2�n
N

sin m � 2�n
N

� 0



�
2�

0

cos kx cos mx dx � �
2�

0

�
�
�
1
2

[ 1 � cos 2kx ]�
�
�
dx ��

�
�
x
2
� 1

4k
sin 2kx�

�
�

2�

0

� �
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0

�
2�

0

cos kx cos mx dx � �
�	



�

�

0

k � m

k � m

cos kx cos mx � 1
2

[ cos(k–m)x � cos(k+m)x ]

�
2�

0

cos kx cos mx dx � �
2�

0

�
�
�
1
2

[ cos(k–m)x � cos(k+m)x ]�
�
�
dx

���
�

�
1

2(k–m)
sin (k–m)x � 1

2(k+m)
sin (k+m)x��

�

�

2�

0

� 0

k=m
k≠m

�A
���



�
2�

0

sin kx sin mx dx � �
2�

0

�
�
�
1
2

[ 1 � cos 2kx ]�
�
�
dx ��

�
�
x
2
� 1

4k
sin 2kx�

�
�

2�

0

� �
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0

�
2�

0

sin kx sin mx dx � �
�	



�

�

0

k � m

k � m

sin kx sin mx � 1
2

[ cos(k–m)x � cos(k+m)x ]

�
2�

0

sin kx sin mx dx � �
2�

0

�
�
�
1
2

[ cos(k–m)x � cos(k+m)x ]�
�
�
dx

���
�

�
1

2(k–m)
sin (k–m)x � 1

2(k+m)
sin (k+m)x��

�

�

2�

0

� 0

k=m
k≠m

�A
���
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Beispiel Kosinus k=5; m=5; A=100

       100.0

       100.0

         0.0

xP(n) � A cos (k·Q)

cos (m·Q)

xP(n) cos (m·Q)

2
N

n
r=0

xP(r) cos (m·Q)

0 N–1n

sin (m·Q)

xP(n) sin (m·Q)

[Q � 2�n�N]

2
N

n
r=0

xP(r) sin (m·Q)



2
N

n
r=0

xP(r) cos (m·Q)
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Beispiel Sinus k=5; m=5; A=100

0

xP(n) � A sin (k·Q)

cos (m·Q)

0 N–1n

sin (m·Q)

       100.0

        50.0

         0.0

       100.0

       100.0

xP(n) cos (m·Q)

xP(n) sin (m·Q)

[Q � 2�n�N]

2
N

n
r=0

xP(r) sin (m·Q)
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Beispiel Teilschwingung k=5; m=5; A=100; �=�/6

0

xP(n) � A cos (k·Q � �)

cos (m·Q)

0 N–1n

sin (m·Q)

xP(n) cos (m·Q)

xP(n) sin (m·Q)

[Q � 2�n�N]

       100.0

        86.6

        50.0

2
N

n
r=0

xP(r) cos (m·Q)

2
N

n
r=0

xP(r) sin (m·Q)
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Beispiel Teilschwingung k=5; m=6; A=100; �=�/6

0

xP(n) � A cos (k·Q � �)

cos (m·Q)

0 N–1n

sin (m·Q)

xP(n) cos (m·Q)

xP(n) sin (m·Q)

[Q � 2�n�N]

       100.0

         0.0

         0.0

2
N

n
r=0

xP(r) cos (m·Q)

2
N

n
r=0

xP(r) sin (m·Q)
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�

0

�
t0

0

cos k�0t cos m�0t dt � �
t0

0

sin k�0t sin m�0t dt � �
�	



�

t0�2

0

k � m

k � m

amg � 2
t0
�
t0

0

xP(t) cos m�0t dt , m � 1 (1) ���

amu � 2
t0
�
t0

0

xP(t) sin m�0t dt , m � 1 (1) ���

Orthogonalitätsbedingung verallgemeinert:

Hieraus Berechnung der Fourierkoeffizienten getrennt für den
geraden und den ungeraden Anteil der Zeitfunktion:

a0 � 2
t0
�
t0

0

xP(t) dt

�A
��� ��



Signal xP(n) als Fourierreihe dargestellt:

��

Jedes Glied der Reihe in geraden (Kosinus-) und ungeraden (Sinus-) Anteil
zerlegen; Kosinus- und Sinusanteil getrennt zusammengefasst,
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Summenorthogonalität

Hieraus Berechnung der Fourierkoeffizienten:


N–1

n=0

cos k � 2�n
N

cos m � 2�n
N

� �
�	



�

N�2

0

k � m

k � m


N–1

n=0

sin k � 2�n
N

sin m � 2�n
N

� �
�	



�

N�2

0

k � m

k � m

amg � 2
N

N–1

n�0

x(n) cos m � 2�n
N

, m � 0 (1) N
2

amu � 2
N

N–1

n�1

x(n) sin m � 2�n
N

, m � 1 (1) N
2

–1 ; a0u � 0

�A
�D�

�A
�5�
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Bei unserer geometrischen Reihe ist dies leicht möglich. Wir berech-
nen eine endliche geometrische Reihe nach der Summenformel

sk �
k

n=0

qn �
1 � qk+1

1 � q

Ist nun |q|<1, so kann die Zahl k der Glieder gegen � streben:
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s �
�
n=0

qn � lim
k��

1 � qk+1

1 � q
� 1

1–q
; |q| � 1
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Unsere geometrische Reihe ist absolut konvergent für |q|<1.
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0

exp( jx) � e jx � cos x � j sin x ; j � –1�

cos x � e jx � e–jx

2
� Re�e jx�

��# �

! #�� �

��

2)

� !�

sin x � e jx � e–jx

2j
� Im�e jx�

�

Der Wert ejx markiert einen
Punkt auf dem Einheitskreis (um
den Ursprung) der komplexen
Zahlenebene.
Rückrechnung in Kosinus bzw.
Sinus:

�A
�C�

�A
�6�



1

t

t

cos� �
cos�0t �

Re �exp ( j�0t)�

�=�0t

�=�0t
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exp(j�)=exp(j�0t)
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0

exp ( jx) � e jx � cos x � j sin x ; j � –1�

Der Nachweis erfolgt über den Ansatz der Taylorreihe. Hierbei sagen uns
die Konvergenzbedingungen der Taylorreihe für die Exponentialfunktion
und die trigonometrischen Funktionen, dass die vorgenommenen
Operationen erlaubt sind. Nachstehend die Formeln; die Taylorentwicklung
erfolgt für alle Funktionen f(x) um den Punkt x=0 [MACLAURIN-Formel].

���� � ��D� � ���D���
� "�D��
5F

�5 � ��� �
�����D�

�F
�� � ��������)�4��G��"��9��������

ex � 1 � x � x2

2!
� x3

3!
� x4

4!
� x5

5!
� ��� ; |x| � �

ejx � 1 � jx � x2

2!
� j x

3

3!
� x4

4!
� j x

5

5!
� ��� ; |x| � �

cos x � 1 � x2

2!
� x4

4!
� ��� ; sin x � x � x3

3!
� x5

5!
� ��� ; |x| � �
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ec � ea�jb � ea � ejb � ea � (cos b � j sin b)

Es sei c � a � jb . Dann ist

Der erste Term ea hat ein reelles Argument und ist deshalb reell und
stets positiv. Der zweite Term ejb hat ein rein imaginäres Argument und
ist nach der Eulerschen Formel zu behandeln; dementsprechend
zerfällt er in einen reellen Kosinusanteil und einen imaginären
Sinusanteil.
Ist c eine Funktion der Zeit, so können wir damit eine exponentiell
gedämpfte oder anklingende Schwingung darstellen:

e(��j�)t � e�t � ej�t � e�t � (cos�t � j sin�t)



gsv_3.35 %����	�����
�!���	2	�
7���	�0

�����

2)���

� � ����� � ! 2)���

������	%��#�

�)�"��8��
%��#�

G�������"
�5��=��
�����������������������

,����
��2���������
���"��
������������
���
�0������,���/��������
����
�����=��
�
�
�,�
�&���������������=��
��������������

�����

2)���

(�#���G
������	%��#�

D

� � H�H��!�

�

H�H

I��#����.�"	��	:����#�#����	4���������� I��#����.�"	��	�����:����������

a � Re(a) � j Im(a) � |a| (cos�� j sin�) � |a| ej�

|a| � (Re(a))2 � (Im(a))2�
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c2 :� a2 � jb2 � �a2
� ej�2

c � c1 � c2
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� �c1
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Insbesondere gilt   j2 � –1 ; j3 � –j ; j4 � 1 .
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k

��
�

�

m � 0, 1, ��� , k–1
� �� � H�H�� !���

# �� � H�H�� !���5����

Insbesondere gilt

1� ��1 ; –1� ��j ;
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;
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Signal xP(n) als Fourierreihe dargestellt:

��

Darstellung nach geradem und ungeradem Anteil:

�A
�A�

Koeffizienten:
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amg cos 2�nm
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amg
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N

� exp
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X(m) :�
N–1

n=0

x(n) exp
–2�jnm

N
; x(n) � 1

N

N–1

m=0

X(m) exp
2�jnm

N

Wir spalten die Klammerausdrücke auf und definieren neue Koeffizienten

Wegen der Periodizität der trigonometrischen Anteile mit N

kann der Index m von 0 bis N–1 laufen; dies ergibt die diskrete
Fouriertransformation; entsprechend auch ihre Umkehrung
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X(m) :�
N–1

n=0

x(n) exp
–2�jnm

N
; x(n) � 1

N

N–1

m=0

X(m) exp
2�jnm

N

(Komplexes) Spektrum:

Amplituden- und Leistungsspektrum:

|X(m)| :� X2
g(m) � X2

u(m)� ; P(m) :� X2
g(m) � X2

u(m) � |X(m)|2

Logarithmiertes Amplituden- und Leistungsspektrum:

L(m) :� 10 lg P(m) � 20 lg |X(m)|

Phasenspektrum:

�(m) :� arctan
Xu(m)
Xg(m)

Gerader und ungerader Anteil:

x(n) � xg (n) � xu (n) � X(m) � Xg (m) � jXu (m)
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55�
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m=0

m=1

12 dB

0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.
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m=0

m=1

12 dB

0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.
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m=0

m=1

12 dB

0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.
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m=0

m=1

�5	�1

0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.

n=0 n=N–1

gsv_3.480

�
':��G�

2)(.�#

7	�� �����!�	�
���
��	���	�
>�	�"�
�



gsv_3.49 7	�� �����!�	�
���
��	���	�
>�E�������
�������$M�<��
���8�
��
��
�

0

m=0

m=1

12 dB

0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.

�
':��G�

�(�.�"
n=0 n=N–1



m=0
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0

Frequenz: linear
Frequenz: linear
Frequenz: logar.

Amplitude: linear
Amplitude: logar.
Amplitude: logar.
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sK(n, q) �
s(n) w(q–n) ; n � q–K+1 (1) q

sonst (zunächst) undefiniert, d.h. beliebig.

Die Spektralanalyse erzwingt den periodischen Ansatz:
Das Signal wird als periodischer Vorgang angesehen. In diesem Fall
wird es außerhalb des Fensters periodisch fortgesetzt; die Periode ist gleich
dem Transformationsintervall N.
Ist N größer als die Fensterlänge K, so muss mit Nullwerten aufgefüllt
werden. Dann ist das Spektrum überabgetastet:

Das Kurzzeitsignal ist zunächst nur innerhalb des Fensters definiert:sK

sK

xT (k) :�
sK (k, q)

0

k � 0 (1) K–1 ; entspricht n � q–K+1 (1) q

k � K (1) N–1 .

Spektrale Auflösung aus Abtastfrequenz F des Signals und N:

�f � F � N [in Hz bzw. kHz] �A
5��

�A
5��
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SYSTEM

S

u(n) y(n)

Eingang Ausgang

	
��������4�������,�
����S
����-�
���
������#����
�����
�
1���
����
������&� 8���� ���� ?���
� #,����/���"�
��� n� ���� #,����8���� y(n)� ���
#����
�����
�
����������
��2���
�"��
������*���
8����@��"� ��
�����
������ ��
� #,����8���� u(n)A� �
�� ���� �������
� 2����
��
����� ���
-�
��
�����
�
��������
�������E����
�����������S
,�����
���

Wir nehmen an, dass das System S kausal ist. Dann ist

y(n) � S { u(k), k � ��� (1) n } �5
��
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SYSTEMU(m) Y(m)

Eingang Ausgang

Damit geht die Verknüpfung des Ausgangssignals y(n) mit dem
Eingangssignal u(n) und seiner gesamten Vergangenheit über in die
Verknüpfung genau eines Spektralwertes U(m) des Eingangssignals mit
dem zugehörigen Spektralwert Y(m) des Ausgangssignals:

S � H(m) :�
Y(m)
U(m)

oder Y(m) � H(m) � U(m)

S � H(m)

Wir nehmen weiterhin an, dass
das System S linear ist.
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Periodizität
Klangfarbe
der Stimme

Amplitude

Vokaltrakt Ab-

�(����#�"���

strahlung

N���G��8��������
,����	9���G��8��������

P(m) G(m) V(m) R(m)

A )���

S(m) � P(m) � G(m) � A � V(m) � R(m)

� P(m) G(m) V(m) R(m) A
�A
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� Rückschluss auf V(m): Bestimmung der Vokaltraktparameter,

Formantanalyse
� Rückschluss auf P(m): Bestimmung der Sprachgrundfrequenz
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� Glättung durch gewichtete Mittelwertbildung im Spektrum (Ab-
schnitt 4.1): Spektrales Tiefpassfilter; Wirkung der Periodizität
wird entfernt.

� Glättung durch Cepstrum (Abschnitt 4.2): Trennung der Kom-
ponenten durch spektrale Filterung

� Beeinflussung des Spektrums durch Veränderung der Fenster-
länge K bei der Spektralanalyse (Abschnitt 4.3)
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log [P(m)·V(m)] = log P(m) + log V(m)

%)(���.���#(�3��.)

��"�����)�����#	
��#�.�"##(�3��.)

@���:��

�
���������"�
�
��
�2��������
��������������+"���
������
���
�@���,�������/��������
�������������,����
������

�����������������"��
�
�����+��
�
�



gsv_4.9 ��	�����	
��%�����
���
�
+	������
�	�����	�

0

��" K�L�K1C0 1C0 � 2�������� 1C0



gsv_4.100

��"���	H7�	)#I �(�3��.)

H3!?I

F

H�JI
98F

� 8 :

+�(#��.)

> �F H)#I

+�(#��.)	"�������� �(�3��.)	"�"�@����/�"�"�@������	��#�

��	�����	
��%�����
���
�
+	������

-	����	�



gsv_4.11 �����	
�	�
dT=T0
0

�������������
�����?�"�����
������+"��/�&� ���� ��
� -�
�
���
���� �������/�� �� ��� +"������
��"� ��
�����&� ������ ,��
dT=T0=1/F0�E

�

	��+"�������
�
������
������6�����
�#�"
�����
�/��,�
��,��
��
�@���"�
���
�����F�2�

�����������*
����������+"�������
��������
��;��

�!�"�!F



gsv_4.12 &	�
�����	.	
�����������
��	���
-	����
���
!���	

0

� ln |S(m)| � j�(m)

ln S(m) � ln �|S(m)| e j�(m)� � ln |S(m)| � ln �e j�(m)�

3�)(��M�#
�(�3��.)

%)(���.��� 
�(�3��.)

���#�� 
�(�3��.)

6)�"��@�����
H��(�@#�������
���#�� 
#(�3��.)I

��������
H��(�@#�������
%)(���.��� 
#(�3��.)I

�����
�������#�"
�����
�"�������2������,���,�����&� ��
���;������&���������������
��

���:��
���2�
��
��
�/��G�


�����/��2����
�



B���#�"���	H6)(.�#���"�I

�

��������	�(�3��.)

�

J����"##(�3��.)

�

6)�"��@�����	�(�3��.)

�

���#��#(�3��.)

�

J����"##(�3��.)	�����	��##��	
�"�����).#�

�

�G�3����#���)����	��	B����������

!F

5����=0�
�������
��
����	�"�
��������

,���d=0�

��	�����
���
+	������
	��	�
/���������	



*��
�
���
�����+"�������
�
�����,����
�
'�
���
��	�����
���
��	���������

0

$�) *
 ���
����
����//����"�����
���������2�������
5����
2���,�
��
�

$�. *
 ���
����
�+"�����
�������
������
?�"������7�������
�

$�( ���,�
������@����>��8��
/�������

�
���+"����������
�
��A�����,����
$�(�) ��	�����	
���
�	����
�	
"���0����
��	�
���

1	��,-�����	��	,�	�	��
�	�
2�
���
��	��	
����

$�(�. 7����
������
�������




.gsv_4.140

Die Bandbreite �f ist im Frequenzbereich definiert als das
Frequenzband, innerhalb dessen die spektrale Energie auf einen
Wert von 50% des Maximalwertes abgeklungen ist.

Dies entspricht einem Abfall von 3 dB und einem Rückgang der
Amplitude auf
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f

3 dB

�f|X(f)|x(t)

1� (2)� � 0, 7071 .
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Je größer die Dämpfung einer Schwingung, desto höher die Bandbreite
ihres Spektrums und umgekehrt.
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^
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�t � �f 	 1

Für die Gauß’sche Glockenkurve:
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