Quantum Computation

Aufgabe 1 Es sei (C,+,-) der Korper der komplexen Zahlen mit den in der
Vorlesung definierten Verkniipfungen + und -. Es bezeichne

R := {(a,0)|a € R}.

Zeigen Sie:
a) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
b) (R\{0},) ist eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 2 Seien i := (0,1) € C die imaginére Einheit in C und z € C. Berech-
nen Sie Realteil und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:

a)

S @B g () 4(1:;;)_(3){ )

3+ 2

b) 1 1
() 5G+2), ()5 (-2, ()=

Aufgabe 3 Sei z € R. Driicken Sie die Winkelfunktionen
sin(nz) und cos(nz), n € {2,3,4}

durch sin(z) und cos(x) aus.
Hinweis Rechnen Sie in C!

Aufgabe 4 Seien M # () eine Menge, (G, o) eine Gruppe, F die Menge aller
Abbildungen von M in G. In F sei eine innere Verkniipfung % definiert wie
folgt:

*: FxF — F, (f,9) — [*g,

wobei (f % g)(z) := f(z) o g(x) fiir alle z aus M. Man zeige: Mit * als innerer
Verkniipfung ist F' eine Gruppe. Ist F' kommutativ?
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Aufgabe 5 Seien V ein Vektorraum iiber einem Koérper K (K = R oder K =
C), ferner v € V und w := 1 % v, wobei 1 € K das neutrale Element der
Multiplikation bezeichnet. Warum ist der folgende ,Beweis“ des Vektorraum-
Axioms (V 2), (iv):

lxv=w
aus den iibrigen Axiomen falsch?

,Beweis*
Ilx(1xv)=(101)*xv=1x%v,

1xw=w. q. e. d.?

Aufgabe 6 Es seien V ein Vektorraum und < e, >: V' x V' — K ein Skalarpro-
dukt. Die zugehorige Norm sei wie in der Vorlesung definiert. Zeigen Sie, daf
fiir alle z,y € V und alle A € K folgendes gilt:

a) ||z 20, [z} =0z =0,

b) [IAal| = ][],

&) llz+yll < 1ol + llyll

Hinweis zu c) Es gilt | < z,y > | < |[|z]|]ly]]. Zum Beweis kann man
z:=<ux,r>y— <y,r>x definieren und < z, z > berechnen.

Aufgabe 7 Wir betrachten den Vektorraum R?® iiber dem Kérper der reellen
Zahlen R sowie die beiden Abbildungen

a)

< e, 0> RIxR SR,
< x,y >g:= (201 + 22) 2y1 + v2) + (21 — 23) (11 — y3) + 33,

b)
< e, 0> R X R — R,

<z,y >ri= (221 + 22)Qu1 + 12) + (21 — 23) (Y1 — ¥3).

Werden durch < e, e >g oder < e, ® > Skalarprodukte im R?® definiert?

Bitte wenden



Aufgabe 8 Sei V' der Vektorraum (!) iiber K (K = R oder K = C) der auf [0, 1]
stetigen Funktionen.

V= A{f1f:[0,1] = K, [stetig}
mit der komponentenweisen Addition
+: VXV =V (f+9)(x) = f(z) +g(z) Vo el0,1]
und der Skalarmultiplikation
x :KxV =V, (Axf)(x)=Af(x) VX €K, Vx €]0,1].
a) Man zeige: Durch
< fg>= /01 f(x)g(x)dz

wird auf V' ein Skalarprodukt definiert. Ist V' mit diesem Skalarprodukt ein
Hilbertraum?

b) Sei nun K = C. Wir definieren f(¢) := t+iVt € [0, 1] und g(t) := tVt € [0, 1].
Es gilt also f,g € V. Berechnen Sie den Winkel zwischen f und g.
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Aufgabe 9 Man priife die folgenden Vektoren desR* auf lineare Abhiingigkeit:

a)

2 0 3 D

—2 1 0 —2

a) = 3 a9 = 0 as ‘= 1 ayq = 9

0 -2 4 3

b)

2 0 3 )

—2 1 0 —1

b1 = 3 b2 = 0 b3 = 1 b4 — 4

0 —2 4 2

Aufgabe 10 Wir betrachten den Vektorraum R? iiber dem Korper der reellen
Zahlen R mit dem Skalarprodukt

<o, 0> RXxR® SR, <,y >= (2x1+x2) (2y1+y2)+(x1—23) (Y1 —Y3) +T3Y3-

Untersuchen Sie, ob die folgenden drei Vektoren eine Orthonormalbasis desR?
bzgl. < e, e > bilden:

Aufgabe 11 Man zeige: Im reellen Vektorraum V' der auf dem abgeschlossenen

Intervall I := [—m, | definierten stetigen reellen Funktionen sind die Funktio-
nen fi, fo, f3 linear unabhéngig, wobei

fi(z) = €7,

folz) = e,

fg(l’) = 1.

Aufgabe 12 Es seien n € Ny und
Py :={f|f:R— Rmit f(z) =) aa", a, €R}.
v=0

P, ist ein Vektorraum iiber R. Man gebe eine Basis und die Dimension von
P, an.



Quantum Computation

Aufgabe 13 Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Welche sind lineare
Automorphismen?
a) f:R? — R? mit f(z1,79) := (22,0);
b) f:R* = R® mit f(z1,72) = (z1 + 3,29 — 2);
¢) f:R* = R mit f(x,25) := (xlmg,wl + To);
d) f:R? — R® mit f(z1,79) = (¥1 — 22, 21 + Ta).

Aufgabe 14 Seien E die (d,d)-Einheitsmatrix und A, B zwei (d, d)-Matrizen,
so dak E — AB =: M invertierbar ist, also eine Inverse M ! besitzt. Man
ermittle die Inverse von N := E — BA.

Aufgabe 15 In einem Hérsaal befinden sich n € N Studenten. Wie groft ist die
Wahrscheinlichkeit, dafs
a) mindestens zwei am selben Tag,
b) genau zwei am selben Tag und alle anderen an verschiedenen Tagen
Geburtstag haben, wenn Schaltjahre nicht beriicksichtigt werden? Es gelte die
unrealistische Annahme der Gleichverteilung.
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Aufgabe 16 Betrachten Sie den C-Vektorraum V aus Aufgabe 8 mit dem dort
erklarten Skalarprodukt < e, e >. Seien vy, vy € V geméf vy (t) = exp(—i 27t),
vo(t) = exp(i2nt) fiir 0 < ¢t < 1 und H := {\v1 + Aava]| A1, A2 € C}.

a) Uberlegen Sie sich, daf (H, < e, e >) ein Hilbertraum der Dimension 2 und
dak B := {vy,v2} eine Orthonormalbasis von H ist.

b) Welche der folgenden Vektoren aus V' sind Elemente von H, welche sind
sogar ¢-Bits? Bestimmen Sie gegebenenfalls die zugehorige Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf B.

(i)  f(t):=1 fir 0<t<1,
(i1) g(t) :=sin(2nt) fir 0<t <1,
(i43) h(t) :=+2g(t) fir 0<t<1.

Aufgabe 17 Betrachten Sie den komplexen Hilbertraum H = C? mit dem ka-
nonischen Skalarprodukt.
?1) Zeigen Sie, dak By := {%(1,2‘), %(—1,@')} eine Orthonormalbasis von H
18t.
b) Beschreiben Sie den Hilbertraum H®? und die zu B; gehorige Orthonormal-
basis {e1, €s, €3, €4} von H®? gemif Definition 2.2. (H®? kann in naheliegender
Weise mit C* identifiziert werden.)
c) Die folgenden Vektoren sind Multi-g-Bits in H®?(= ¢?). Begriinden Sie
dies und bestimmen Sie jeweils die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf Bi:

11 1

= =, —,0).

27 27 \/57 )

d) Bearbeiten Sie die Aufgabenteile b) und c), wenn Sie in a) By durch die

kanonische Basis By = {(1,0),(0,1)} ersetzen.

u:=(1,0,0,0); vi=(
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Aufgabe 18 Es gelten die Bezeichnungen von Definition 2.2.
a) Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, durch eine bijektive Abbildung
€ {v, v} — {e1,...,ean} jedem Symbol y € {vy,v2}" ein Basiselement e;
zuzuordnen?
b) Es sei ¢ : {v1,v2}° — {e1,...,e3} die in der Vorlesung festgelegte Abbil-
dung. Bestimmen Sie

(7/) C(Uh V2, U1, V2, Ul); (M/) C(/U27 U1, U3, U1, U2>‘

c) Jedem y € {vy,v2}" wird eine natiirliche Zahl n(y) € {0,...2" — 1} folgen-
dermafen zugeordnet:

y=(vi,...,v,) —nly) =Y _(i; —1)2"7, i; € {1,2}.
=1
Es sei ¢* : {v1,v2}® — {e1,...,es}, Yy — en)+1. Geben Sie (*(y) fiir alle
y € {v1, v} an.

Aufgabe 19 Sei H ein Hilbertraum mit einer orthonormalen Basis{vy, vo}. Wie
iiblich werden v := 0 und vy := 1 gesetzt. Wir definieren

CNOT : {v1,v}* — {v1,12}?, (2,y) — (zmod2, (z + y) mod?2).

Geben Sie die zu CNOT gehorende Matrixdarstellung beziiglich der geméf
Definition 2.2 gewihlten Basis in H®? an.

Aufgabe 20 Seien My, ., n €N, die in der Vorlesung eingefiihrten Hadamard-
Matrizen. Offenbar ist fiir jedes n € N My, . eine quadratische relle Ma-
trix mit 2" Zeilen und 2" Spalten. Zeigen Sie durch vollstidndige Induktion
nach n, daf fiir alle n € N My, , orthogonal (also auch unitér) ist, d. h.
MHa.mMﬁa.,n = F gilt; dabei bezeichnet £/ die Einheitsmatrix der Dimensi-
on 2",

Bitte wenden



Aufgabe 21 Sei M € c** gemifk

1 1 1 1

11 i =1 —i
M_§1—1 1 -1
1 —i —1

Zeigen Sie

a) M ist unitdr und impliziert daher bzl. der kanonischen BasisB = {e, €2, €3, €4}
ein Gate F : Sjg2 — Siee.

b) Fiiri = 1,2,3,4 ist F(e;) ein Multi-q-Bit, welches die Gleichverteilung auf
B impliziert.
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Aufgabe 22 Seien H ein zweidimensionaler Hilbertraum mit orthonormaler Ba-
sis {v1,v2} und B : {v1,v2}" — {v1,v2}™, m,n € N, eine n-stellige Boolsche
Funktion. Uberlegen Sie sich, daf die in der Vorlesung definierte zugehorige
Funktion B bez. der wie iiblich gewshlten Basis in H®("*™) durch ein unitire
Matrix reprasentiert wird.

Aufgabe 23 Geben Sie fiir die folgenden Boolschen Funktionen analog zur Vor-
lesung Matrixdarstellungen an sowie Multi-q-Bits, bei denen der Effekt der
Quantenparallelitat auftritt.

a)
B {vy, v2} — {v1,v2}, b — b+tvy;
b)
B : {U17U2}2 - {U17U2}, (51,52) > bo;
c)

B: {Ul,Ug} — {Ul,'UQ}Q, b— (b‘T’Ul,b‘T_'UQ).

Aufgabe 24 Sei Q := {e;,...,eg} wie iiblich eine orthonormale Basis in H®?.
a) Wihlen Sie eine Partitionierung von €2

(i) Ey = {ea,es}, By :={e1,eq,e5}, B3 := {es, €6, €7, €5}

(i1) Ey :={ea,e3}, By :={e1,eq,65}, B3 :={er,es};
(17i) By = {ea,e3}, By :={e1,eq,65}, B3 := {es, e7,€5};

b) Seien p := 0.6 und e € S}0s ein Multi-g-Bit, das auf P(Q2) eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung impliziert mit

P({ei}) = ( Zj 1 )p“(l —p)T i=1,...8.

Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten P(Ey), k = 1,2, 3, fiir die in a) gewéahlte
Partition an.

c) Das Einheitsintervall wird wie in der Vorlesung beschrieben zerlegt. Ein
Zufallszahlengenerator liefert p = % Was ist das Ergebnis der Messung, die

der gewidhlten Partition entspricht?
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Aufgabe 25 Wir betrachten den in der Vorlesung beschriebenen Algorithmus
von Deutsch und Josza: Sei

B: {vl,v2}2 — {vy,v9}

eine Boolsche Funktion, von der bekannt ist, dak sie entweder konstant oder
ausgeglichen ist. GGeben Sie die einzelnen Schritte des Algorithmus explizit an.

Aufgabe 26 Es seien n € N und v € C" ein Vektor in Spaltendarstellung mit
|lvll = 1, wobei || o || die vom kanonischen Skalarprodukt induzierte Norm

bezeichne. Wir definieren
T:=FE —2w"
mit v} =7;,1=1,...,n; v* sei ein Vektor in Zeilendarstellung.
a) Man zeige: T* =T.
b) Bestimmen Sie 7.
c¢) T wird auch als Spiegelungsmatrix bezeichnet. Geben Sie eine geometrische
Interpretation des Namens an.

Aufgabe 27 Wir betrachten den Algorithmus von Grover: Gegeben ist eine
unstrukturierte Datenbank mit 2" Eintrigen, die durch die orthonormale Basis
{e1,...,eam} des Hilbertraums H®" représentiert werden. Gesucht wird der
Eintrag, der e; entspricht. Seien

1 &
Q= \/ﬁ kz::l €Lk,
k#j
a) Schreiben Sie z; als Linearkombination von v und f.
b) Berechnen Sie M (a« + b3) fiir a,b € R.
c¢) Veranschaulichen Sie die Wirkung der Grover-Iteration in dera—f—Ebene.
d) Uberlegen Sie sich, nach wievielen Iterationen des Algorithmus die gesuchte
Komponente eine grofse Wahrscheinlichkeit darstellt.

Aufgabe 28 Gegeben sei eine unstrukturierte Datenbank mit 16 Eintrdgen, die
durch die orthonormale Basis {ey, ..., e} des H®* reprisentiert werden. Ge-
sucht sei der Eintrages. Berechnen Sie die ersten 5 Iterationen des Algorithmus
von Grover.



