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1 Einfiihrung und Uberblick

Kapitel 1

Einfiihrung und Uberblick

1.1 Der Begriff ‘Operations Research’

Mit dem Namen ‘Operational Research’ wurde erstmals 1937 in England eine Gruppe von Wissen-
schaftlern der britischen Streitifite bezeichnet, die deriigstigsten Einsatz von Radargten fir
Luftwarnsysteme berechnen sollteaWWend des zweiten Weltkriegs wurden Methoden des ‘Ope-
rations Research’ (US-amerikanisch) von den Allierten utaoptimale Strategien im Luftkampf

und fur die optimale Zusammenstellung von Gelégen verwendet,NIM73, Nie84, Run8§
Zim92].

Nach dem zweiten Weltkrieg wurden mit dem Aufkommen der elektronischen Datenverarbeitung
die Verfahren des OR in der Wirtschaft und an Univétgih verfeinert und in zahllosen zivilen
Bereichen angewendet. Die Vorstellungen abeilldar, was Operations Research ist, gehen weit
auseinander.

Typische Eigenschaften des OR, zu deutsch auch Unternehmensforschung oder Optimalplanung
genannt, sind:

1. Es werden EntscheidungeiirfEntscheidungsprobleme vorbereitet.
2. Dabei handelt es sich um ‘optimale’ Entscheidungen.

3. Es werden mathematische Methoden eingesetzt.
Im weiteren betrachten wir also die Anwendung von mathematischen Methoden zur Vorbereitung

optimaler Entscheidungen. In der Regel werden diese Entscheidungen mittels numerischer Pro-
gramme berechnet.

1.2 Modellierung und Methodik

Eine allgemeine schematische Vorgehensweise des OR ist in Abbildardargestellt. Ein zu
|losendes Problem muss dazu in ein mathematisches Préblertnagen werden.

e Das Realproblem ist das zur Entscheidung anstehende Problem deatRedit Maximie-
rung des Gewinns.
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Abbildung 1.1: Schematische Vorgehensweise (nach [MM?73])

e Auswahl eines problembezogenen Ausschnitts der Readith. ndglichst aller fir das Pro-
blem relevanten Realtatbastde in Ablangigkeit der mglichenEntscheidungsalternati-
ven.

e Formulierung eines mathematischen Modells, in dem die problemrelevanten dathest
und ihre Zusammerdnge idealisiert beschrieben werden.

e Ubertragung der Fragestellung des Realproblems auf das Modell durch Beschreibung als
Formalproblem, z.B. Maximierung einer bestimmten Variablen. Zu einem Modell kann es
verschiedene Formalprobleme geben (z.B. Maximierung des Gewinns oder des Umsatzes).

e Numerische Berechnung debsung(en) des Formalproblems.

e Rickibertragung als @sung des Realproblems, d.h. Angabe der optimalen Entscheidungen.
Kritisch fur den Erfolg der Methodik ist

¢ die Erfassung aller relevanten Realtatbase und ihrer tatehlichen Zusammeaginge (oft
durch ein interdiszipliares Team) und

¢ ihre formale Beschreibung in einem mathematischen Modell.

Haufig werden leider Einscnkungen bei der Modellbeschreibung in Kauf genommen, um be-
kannte Losungsverfahren anwenden zinken (‘Methodenorientierung’), anstatt gegebenenfalls
neue Verfahren zu entwickeln (‘Problemorientierung’).
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1 Einfiihrung und Uberblick

Beispiel 1.1 (Auslegungsoptimierung (eines Kraftwerks))
Typisch fur dieEntwurfsphaseeiner industriellen Anlage ist die folgende Problemstellung:

Die Grundstruktur der Anlage ist festgelegt, aber es sind noch Entscheidubegedie Feinstruk-
tur zu treffen, z.B. die Auswahl von Komponenten aus einem Vorrat potentiell einsetzbarer Anla-
genkomponenten, uritber die Auslegungswerte der technischen Parameter dieser Komponenten.

Im Beispiel der Verschaltungsstruktur degkeschaltplans (Abbilduriy2) eines fossil befeuer-
ten Kraftwerks sind die wesentlichen Komponenten:
e die Feuerung die Uberhitzten und unter starkem Druck stehenden Dampf erzeugt (‘Frisch-
dampf’).

e die Turbine(n), wo sich der Dampf entspannt und dabei die Turbinenschaufeln in schnel-
le Rotation versetztUber eine gemeinsame Achse wird so der Generator angetrieben und
elektrischer Strom erzeugt.

e der Kondensator, in dem der entspannte Dampf wieder zu Wasser kondensiert wird, das
erneut in die Feuerung geleitet wird.

D, - >

W .
—W\[\—\I\\P\[\\N<-|S/\I\I\—\I\—\I\—Y
| W L ‘ 7w —w o w

B  Befeuerung A Anzapfungen

FD Frischdampf W Warmetauscher

ZU Zwischeniberhitzung S Speisewasserbehélter
Dampfturbine K  Kondensator

T
G Generator

Abbildung 1.2: Optimale Auslegung der Vorwérmstrecke in Kraftwerken

Diese Hauptstruktur des Kraftwerks heil3t Wasser-Dampf-Kreislauf. Zuttarig des Wirkungs-
grads zapft man zészlich an verschiedenen Stellen der Turbine(n) teilentspannten Dampf ab,
der Uber Warmetauscher zur Vo@vmung des Wassers genutzt wird (‘Speisewasser-aona
strecke’). Dies erbiht zwar den Wirkungsgrad, verursacht aber hohe InvestivkositreArfzap-
fungen und Viirmetauscher. Der besbgliche Abgleich solcher konkurrierenden Effekift auf

ein Optimierungsproblem:
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¢ (Entscheidungs-)Variable:

a) Strukturentscheidungen:

wieviele Anzapfungen?

welche Subkomponenten pro Anzapfung?
Subkomponenten als getrennte Apparate?

— wenn getrenntwo eingefangt in der Verschaltung?

Jeder dieser Strukturentscheidungafitisich durch eine ganze Zahl codieren; kbei
Entscheidungen ergibt sich ein EntscheidungsvekoiZX.

b) reellwertige (Auslegungs-)Variable:

— pro Anzapfung: Anzapfdrucky ist zu wahlen.
bein Anzapfungenp € R".

— pro Warmetauscher: @digkeitd; ist zu wahlen.
beim Warmetauschern: @digkeitsvektod € R™.

e Zielfunktion:
Die Auslegungsentscheidung soll die (betriebswirtschaftlichen) GesamtkasteinefEr-
zeugung einer kWh Strom minimieren (‘Stromerzeugungskosten’).

F(d, p,d) = Investkostenantei+ Brennstoffanteil

auf ein Jahr umgelegte Investkosten Brennstoffpreis pro kWh zugéhrter Warme
7S — ~=
KostenAnlagéd, p, d) - Annuitat N b
Peletr(d, P, 0) - hyanr n(d,p,9)
A ~~ g W
jahrliche erzeugte Nettoleistung Wirkungsgrad

e Nebenbedingungen:

a) fur Strukturentscheidungen:
Sehr viele technische Randbedingungen.

b) fur reellwertige Variable:
Aus physikalischen Gnden niissen die Anzapfdicke streng geordnet sein:

Ppr<pz2<...<pPn

Unter Beiicksichtigung eines Mindest-Druckabstandgsergeben sich folgendén-
gleichungsnebenbedingungen

p1—pP2+Ap <0,

<

—"

Pn-1—Pn+Ap<0.
Auch die Gadigkeitend; miissen innerhalb technischer Grenzen @eltwverden:

61jmten§ 5j < 6?ben_
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1 Einfiihrung und Uberblick

Somit ist daggemischt diskret-kontinuierliche Optimierungsproblem

min {F(d, p,d) ‘ Nebenbedingungen ahp, 6}
d,p,0

zu behandeln.

Teilgebiete des Operations Research:

Im beschéankten Rahmen der Vorlesungrinen viele Bereiche des OR nur gestreift werden Im
Folgenden wird daher eine Auswahl von Themenfeldern kurz vorgestefiteSperden wir dann
insbesondere lineare und nichtlineare Optimierungsprobletherrbetrachten.

1.3 Mathematische Optimierung

Die grundé&tzliche Aufgabe der mathematischen Optimierung besteht in der ‘optimalen’ Auswabhl
eines Elements oder einer Untermenge von Elementen aus einer gegebenen Menge anhand eines
oder mehrerer Bewertungskriterien.

Man betrachtet eine Abbildurfg: R — RX, k € N, auf einenzulassigen BereiclRC R", ne N.
F1(x)
F(x) = : , XER FKF:R—=R, i=1
F(x)
Jede Abbildunds, i =1,... k, hei3tZielfunktion .

In der skalaren Optimierung (k = 1) werden Minima vorF gesucht, veihrend in deMehrzie-
loptimierung / Vektoroptimierung (k > 1) konkurrierende Zielfunktionen abgeglichen werden
mussen (‘Pareto-Optimaéit’).

K.

9oy

k=1: mxin{F(x)‘xe R}
k>1: ,mirf {F(x) ( x € R}

Ist R=R", so spricht man vokontinuierlicher unrestringierter Optimierung (Optimierung
ohne Nebenbedingungen

Sindhj : R"— R,i=1,...,m+ p, Funktionen mit

R= {XE]R”

hi(x) <0,i=1,...,m, hj(x) =0, i:m+1,...,m+p} CR",

so heil3en didy, Nebenbedingungerund man spricht vokontinuierlicher restringierter Opti-
mierung (Optimierung mit Nebenbedingungen).

In beiden Rllen nennt mam einenkontinuierlichen zulassigen Bereich

Enthalt R € R" nur endlich viele oder af@hlbar unendlich viele Elemente, so spricht man von

diskreter Optimierung oderkombinatorischer Optimierung, undR wird diskreter zulassiger
Bereich genannt.

Im Fall R= Ry x Ry, wobeiR; C R™ ein kontinuierlicher zudssiger Bereich ist ungh, C R™ ein
diskreter zuhssiger Bereich ist, spricht man vgamischt diskret-kontinuierlicher Optimierung
(R heil3t gemischt diskret-kontinuierlicher askiger Bereich), siehe Beispiell.
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Wichtige Spezialélle: Man betrachte ein skalares kontinuierliches restringiertes Optimierungs-
problem mit linearen Nebenbedingundgn

Ist F linear, so spricht man vaimearer Optimierung .

Ist F quadratisch, so spricht man vgoadratischer Optimierung.

Diese Spezialille treten vor allem bei wirtschaftsmathematischen Fragestellungen auf. In allen
anderen Bllen spricht man vonichtlinearer Optimierung (z.B. bei Industrieanwendungen und
physikalischen Problemen).

In spateren Kapiteln werden wir haugishlich die lineare Optimierung und die (skalare kontinu-
lerliche) unrestringierte nichtlineare Optimierung vertiefen.

1.4 Graphentheorie, Netzplantechnik und Entscheidungs-
baumverfahren

Bei dieser Gruppe von Problemen unddungsmethoden des OR ist die mathematische Theorie
der Graphen das bétgte Ristzeug. Behandelt werden damit Probleme zur Bestimmuragkter

Wege, Transportaufgaben, das Traveling Salesman Problem, Zeit- und Kostenplanungen bei Pro-
jekten und vieles mehr.

Diese Thematik wird in der Vorlesung ‘Projektmanagemeatt{03 behandelt und kann ausir-
lich z.B. in [Neu75H, aber auch in iM73, Ker87, Nie84, Zim92, Run86§ Run89 nachgelesen
werden.

1.5 Lagerhaltung und Warteschlangen

Bei Lagerhaltungssystemen ist die zentrale Frage, wann und wieviel bestellt werden soll unter Be-
achtung von Angebot, Nachfrage, Lieferzeit, Lagerkosten, Lagerkapagit. Bei Warteschlan-
gensystemen befasst man sich mit der optimalen Auslegung und Steuerung von Warteprozessen,
bei denen unregelafdig Aufgaben bei einem Verarbeitungssystem eintreffen und sich bis zur Be-
arbeitung in eine Warteschlange &igén niissen. Ein Beispiel ist der Bedienungsschalter eines
Kundendienstes, bei dem z.B. eine kostenminimale Besetzungszeit berechnet werden soll ohne
Bedingungen an die Wartezeit der Kunden zu verletzen. Von grof3er Bedeutung sind Warteschlan-
gensysteme beim Entwurf von Betriebssystemen (Prozess-Bearbeitung) und anderen Informatik-
Aufgaben.

Probleme dieser Art werden i.d.R. durch stochastische Modelle beschrieben und durch stocha-
stische Verfahren behandelt. Hierbei spielt die Theorie der Markov-Ketten eine grof3e Rolle. Zur
Vertiefung sei aufliM73, Nie84, Zim92, Run89 Neu77 verwiesen.

1.6 Simulationsmethoden

Simulationsmethoden lassen sich auffassen als zielgerichtetes Experimentieren an Modellen, wo-
bei insbesondere das Verhalten der Raa(ipktionen und Reaktionen) nachgeahmt wird. Im All-
gemeinen kann ein Modell, mit welchem experimentiert wird, auch physischer Art sein (z.B. bei
Windkanalversuchen), aber im engeren Sinn werden mathematische Modelle betrachtet, die insbe-
sondere auch als Computerprogramme (Simulatoren) gegeberosaierk

6 opres2002 [23] T. E Sturm



1 Einfiihrung und Uberblick

Simulationen lassen sich auch deterministisch dututen (z.B. beim Bau verschiedenartiger phy-
sischer Modelle), aber in der Regel versteht man Simulationen als stochastische Experimente, d.h.
zufallsgesteuerte Experimente. Man spricht hier Mamte-Carlo-Simulationen.

Bekannte Beispieled mit Monte-Carlo-Simulationen zu behandelnde Probleme sind

e die Berechnung des Neutronendurchgangs durch eine PtaBefiir die Dimensionierung
des Schutzschildes von Kernkraftwerken,

e Zuverlassigkeitssimulationen von technischen Systemen mittelsts&sghleunigter Le-
bensdauerversuchgAusfallphysik),

e Lagerhaltungs- und Warteschlangenprobleme (siehe Absdhbjitt

Monte-Carlo-Simulationen lassen sich auch auf Probleme anwenden, die ihrer Natur nach nicht
stochastisch sind. Das wichtigste Beispiel ist hierbei die Berechnung bestimmter Integrale, auch
Monte-Carlo-Integration genannt.

Aufgabe:
Bei einer gegebenen Funktion
f:labj—R, abeR,a<hb,

ist (im Fall der Existenz) das Integral

gesucht.

Variante 1:

Als ein Beispiel zur Integration mittels der Monte-Carlo-Vorgehensweise betrachten wir eine ste-
tige ZufallsvariableZ, deren Realisierung ifa, b] liegen sollen, und deren Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktiong : [a,b] — R sei. Im einfachsten Beispiel kann marals gleichverteilt aufa, b
annehmen, so dass dag(ix) = 1 fiir allex € [a, b] ist.

Weiter definieren wir die Zufallsvariabh durch

L) iz~ 1@
h(x) := 90X’ Y:=h(Z)= 92
Dann gilt fur den ErwartungswettonY, dass
b b b
E(Y)ZE(h(Z))z/g(x)-h(x) dx:/g(x)-% dx:/f(x) dx=1.

1Tatsachlich wurde die Monte-Carlo-Methode in den vierziger Jahren im Zusammenhang mit Problemen der Neu-
tronenphysik entwickelt. Als #tter der Methode gelten u.a. von Neumann, Ulam und der Physiker Enrico Fermi.

2L ediglich zur Vereinfachung haben wir bei der Umformung das Riemann-Integral verwendet. Z\aéddisi
g(x) = 0 treten bei Verwendung des Lebesgue-Integrals nicht auf, so dass die Allgemeinheit der Umformung gesichert
ist.

T. E Sturm opres2002 [23] 7



Operations Research

Jetzt simulieren wily durch Simulation vorz, d.h. wir niissen in der Lage sein, unabigige
Realisierungen;, z, . . ., z, (Zufallszahlen) ger@l der Dichtey zu erzeugen. Bei € N Versuchen
ist also jeweils

f(z)

Vk:=h(z)=——--, k=1....n

Im einfachsten Fall der Gleichverteilung haben wit= ;2 f(z) furk=1,....n.
Als Naherungir | erhalten wir dann

~
~

Sl

n
Yi-
2

Jetzt stellt sich néirlich die Frage nach dé&Benauigkeitdieser Naherung.

Da die Voraussetzungen desntralen Grenzwertsatzed SS94 erfillt sind und da\mit%1 > k1 Yk
fur grof3en als Realisierung einer normalverteilten Zufallsvariable angesehen werden kariir, gilt f

grof3en:
n
P( 1 S 1] <3 Var(Y)) > 0.99
nk:]_ n

Allgemein gilt, dass um die Genauigkeit um den Faktor 10 zu verbessern (d.h. um eine Dezimal-
stelle zu gewinnen), die Anzahl der Versuche um den Faktor 1000/&egrwerden muss.

Es stellt sich die Frage, ob man durch geeignete Wahlgvdie VarianzVar (Y) moglichst klein
machen kann.
Tatsachlich ist

g =c|f(x)], xelab, c=-—

b
J 110l

unter allen ndglichen Wahleniir g diejenige mit der minimalen Varianzar (Y) (Beweis siehe
[Buc03).

Da die Bestimmung des Faktarsicht einfacher ist als die urgjongliche Aufgabenstellung, wird
man sich darauf besdnken, eine Dichte zuahlen, fir die Zufallszahlen einfach auszulosen sind
und die| f| moglichst ‘ahnlich’ ist.

Variante 2:

Ein alternative Monte-Carlo-Verfahren zubsung betrachtet die Realisierungen einer [auf]
gleichverteilten Zufallsvariable und einer auf0, c] gleichverteilten Zufallsvariable, wobei als
Zusatzannahme € f(x) < cfurx € [a, b] betrachtet wird.

Die Realisierungen(us,vi), (U2,V2),...,(Un,Vn) Sind gleichverteilte Zufallspunkte im Quader
[a,b] x [0,c]. Sei nun hierfir z die Anzahl aller Punktguy,v) fur k = 1,...,n, fur die gilt
vk < f(uk). Dann gilt (vergleiche Abbildung.3):

z
| ~ - c(b—a)
N ——
relative Haufigkeit ir vie< f (uy) Volumen des Quaders

Auch fur diese lbsungsvariante lassen sich Genauigkeitseiigaingen angeben.

Die genannten Simulationsmethoden lassen sich dudtioherdimensionale Integrale anwenden.
Monte-Carlo-Verfahren eignen sich nicht zur Erzeugung hoher Genauigkeiten, aber im Gegen-
satz zu deterministischen numerischen Verfahréohsgt der Aufwand nicht exponentiell mit der
Dimension, sondern oft nur polynomial oder sogar nur linear.
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1 Einfiihrung und Uberblick

\j

Abbildung 1.3: Monte-Carlo-Integration

Weitere Varianten der Monte-Carlo-Integration und zahlreiche sonstige Simulationsmethoden sind
z.B. in [Buc02 PZ7§ zu finden und werden auch itNgu77 MM73, Nie84, Run89 behandelt.
Die Frage, wie mafiberhaupt Zufallszahlen erzeugt, ist insbesonderiénn97, Zie7g zu finden.

1.7 Spieltheorie

In der Optimierung versuclein Akteur ein oder mehrere Ziele durch optimale Entscheidungen zu
erreichen. In deBpieltheorie werden Probleme behandelt, bei demeehrere Akteure konkur-
rierend oder kooperierend Ziele durch optimale Entscheidungen erreichen wollen. Man betrachtet
die Akteure alsSpielerin einemSpiel, die i.d.R. ihre jeweiligen Gewinne maximieren wollen.

Die Praxisrelevanz spieltheoretischer Probleme ist umstritten, da ‘Spiele’ in der Wirtschaft oder
militarstrategischen Planungen sehr komplex sind und psychologischiésEetider externe Er-
eignisse die ‘Spielregeln’ variieren oder auf den Kopf stellen. Durch eiaeigg Beschreibung

des Verhaltens der einzelnen Spieler schult die Spieltheorie allerdings daandaistfir okono-
mische, soziologische und andere Zusamnaege.

‘Die Spieltheorie ist die Wissenschaft vom Strategischen Denken'.

Das bekannteste (abeingst nicht einzige) Problem der Spieltheorie ist dagipersonen-
Nullsummenspiel Zwei Personen spielen gegeneinander in einer Folge von Partien, wobei je-
weils Spieler 1 einétrategie x € Rx und Spieler 2 eine Strategye= Ry wahlt (Rx und Ry sind

die Mengen der zéissigen Strategien)lber eine Abbildung

E: Ry xRy —R,

ist eine festéAuszahlungsvorschriftgegeben, d.h. pro Partie wiE{x, y) von Spieler 2 an Spieler
1 gezahlt E(x,y) kann naifirlich auch negativ sein). Jeder Spieler versucht seine Strategien so zu
optimieren, dass er derdbhsten Gewinn davorsgt.

Beispiel 1.2 (Neu75d)
Beim bekannten Papier-Stein-Schere-Knobalst kich die Auszahlungsvorschrift wie folgt ange-
geben:

T. E Sturm opres2002 [23] 9
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1 2 Papier Stein Schere
Papier 0 1 -1
Stein -1 0 +1
Scherer +1 -1 0

Beispiel 1.3
Die beiden Spieler haben je drei verschiedenfarbige Karten, bei denen pro Partie eine aufgedeckt
wird. Die Auszahlungsvorschrift sei dabei wie folgt angegeben:

1 2 Grin  Wei3 Lila
Schwarz 3 4 -6
Blau -1 2 0
Rot -1 -1 4

Bei dieser Art der Nullsummenspiele ist die Auszahlungsvorschrift durch eine Auszahlungsmatrix
A € R"M bestimmt (Matrixspiele).

Im Beispiell.3etwa ist

3 4 -6
A=|-1 2 0
-1 -1 4

Wahlt z.B. Spieler 1 Rot und Spieler 2 Weil3, so kgtrdie Auszahlung

A372: egAez.
—~ =~

T =Y

Die Auszahlung ist also allgemeE(x,y) := x' Ay.

Man spricht von einereinen Strategie wenn sich jeder Spieler fediif eine Wahl entscheidet,
d.h.x=g fureini € {1,...,n} undy =g fureinj e {1,...,m}.

Von einergemischten Strategievird gesprochen, wenn sich die Spieler jeweils mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeitiir eine Strategie entscheiden, z.B. wenn Spieler 1 mit 40% Wahrscheinlichkeit
die Strategiee; wahlt und mit 60% Wahrscheinlichkeidif die Strategien, denn dann giltdir die

Auszahlung
4 6 -+, (4 6
1—OelAy+1—Oesz— (10,1070,,0)Ay

g

.XT

Allgemein kann also Spieler 1 aus der (gemischten) Strategiemenge

n
Rx::{xe]R” xi>0,i=1...,n, leizl} (1.1)

wahlen und Spieler 2 aus der (gemischten) Strategiemenge

m
RY::{yeRm’ijO,j:l,...,m, Zyjzl}. (1-2)
=1

10 opres2002 [23] T. E Sturm



1 Einfiihrung und Uberblick

Bei der Definitonoptimaler Strategien wird davon ausgegangen, dass der jeweilige Gegenspie-
ler seinerseits optimal spiéltEine Strategie wird als optimal angesehen, wenn siesi#reren
Mindestgewinn maximiert.

Somit heil3tx* € Rx optimal, wenn gilt

min E(x*,y) = max min E(x 1.3
MINE(X,y) = ma min E(x.) (1.3)

———
Mindestgewinn von Spieler 1 bei Wahl van

y* € Ry heil3t optimal, wenn gilt

maxE (x min max E (X 1.4
ma> (xy") = min ma (x,y) (1.4)

N—_———
Mindestgewinn von Spieler 2 bei Wahl vgn

Satz 1.4 (Hauptsatz der Spieltheorie f. Zweip.-Nullsummenspiele (Minimax-Theorem))
Fiir jedes Matrixspiel mit einer Auszahlungsfunktion

E: RexRy =R, (xy)—x Ay,

mit A€ R™ n me N und Rx wie in (1.1), Ry wie in (1.2), gilt:
Es gibt ein X* € Ry und ein y* € Ry mit

E(X",Y") = max yrggg E(xy) = yng;Q max E(x,y). (1.5)

E(x",y") heiBt dann auch Wert des Spiels.

Beweis. Ohne Einschiankung der Allgemeinheitdanen die Komponenten vahals positiv an-
genommen werden, denn anderenfalls betrachtet man eine Konstante
o> — min i i
i=1,..,n, j:l,...,mA|’J
und definiert eine MatriB € R™M durchB; j :=A j+afirallei=1,...,n,j=1,...,m d.h. alle

Komponenten voiB sind dann positiv. Definiert malE(x y) = xTByfur xeR" undy e R™ so
folgt

ZLZXIBIM le)q ij +a)yj=E(Xy) +0‘lelzyl

Da die Verschiebung um eine Konstante an den Aussagen und Strategienanidbits nehmen
wir im Folgenden an, dass alle Komponenten ygoositiv sind.

Man betrachte nun

h(x):= min x'Ag, furxeRy.
je{1,...m}

3Bei einem nicht optimal spielenden Gegenspielénrien andere Strategien einiéhleren Gewinn versprechen.
Insbesondere psychologische Faktoren, die z.B. auch beim Schach eine Rolle spiethem kier nicht betrachtet
werden.
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Es gilth(x) > 0 nach Voraussetzung. Weiter gilt

minE(xy) = min <§ xTA@-yk) > min (kih(x)yk) = hx)-min (kiyk) —h(x)

K=1
und
h(x)= min x'Ay> minx' Ay= minE(x,
(X) joqin_ X Ay = minx: Ay = min (x.y)
Damit folgt
h(x) = minE(x,
(¥) = minE(x.y)
und somit gilt:
in E = h(x). 1.
R ol Ee) = (s 9

Mit der Variablensubstitutioz := h(x) lasst sich 1.6) als Maximierung vore umformen, wobei

die (zusitzliche) Nebenbedingurm< {nl1in }XTAej beachtet werden muss, d.h. betrachtet wird
je{L,...m

n
max{zeR z<x'Ag, j=1,....m xcR" x>0,i=1,...,n, inzl} (1.7)
i=

ZX

Zur Vereinfachung betrachte die Variablentransforméatign= X‘; furi=1,....n,d.h.

=]

U = —.
z

Dann geht{.7) Uberin

n

muin{zlui ‘ UeER" efATu>1 j=1..mu>0i= 1,...,n} (1.8)
i=

Das urspiingliche ‘Maxmin-Problem’ ist also jetzt auf ein lineares Optimierungsprobleficckur

gefuhrt worden.

Man sieht sofort, dass die Zielfunktion auf deméasdigen Bereich nach unten durch 0 be&okt
ist. Aufgrund vonA;j > 0 fur allei =1,...,n, j =1,...,m, Uberlegt man sich leicht, dass der
zulassige Bereich nicht leer ist. Mit einem Satz der linearen Optimierung £Sasuf Seiteld)
folgt, dass {.8) eine optimale bsungu* besitzt und eslicktransformiert also eix* € R" gibt mit

min E(x",y) = max min E(x,y).
min (x",y) max min (x,y)

Da Ry ein Kompaktum ist unde(x*,y) in y linear und damit stetig ist, existiert somit auch ein
y € RMmit
E(X*,¥) = min E(X",y) = max min E(X,y).
(x,§) = min E(x",y) = max min E(xy)

In vollig analoger Weiseithrt man das ‘Minimax-Problem’ auf die lineare Optimierungsaufgabe

n
max{Zvj ‘veRm, g Av<1l i=1...,nv;>0, j:l,...,m} (1.9)
\'
=1

4Wegen der Positivittsanforderungen an die Komponenten ¥ast stetsz > 0.
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1 Einfiihrung und Uberblick

zuriick und folgert die Existenz voyi € R™ undX e R", so dass

E(®y") = Mmax E(xy") = min max E(XY).
Nun gilt:
E(<,¥) =min E(x"y) <E(X,y") < maxE(xy") =E(%y").
ye

XERxX

Die Umkehrung dieser Beziehung, also

E(Xy") <EXy") <E(X.Y)

wirde den Beweis vervoldhdigen. Da dazu aber noch weiteres theoretisclisszBug aus der
linearen Optimierung benigt wird, sei zur Nachvollziehung aulNpu753 verwiesen.

U

Die beiden linearen Optimierungsprobleniegf und (.9) bezeichnet man als zueinandkrale
Probleme.

Der Beweis von Sati.4 wurde konstruktiv gefhrt mit Ausnahme der &sung der abgeleiteten
linearen Minimierungsaufgabé.@), so dass sich also ein computerdgstes Verfahren beschrei-
ben Bsst. In KapiteR werden wir uns der algorithmischer@&ung linearer Optimierungsprobleme
zuwenden.

Man bezeichnet ein Spiel dlair, wenn der Wert des Spiel&x*,y*) gleich 0 ist.
Beispiel 1.5 (Fortfuhrung von Beispiel1.3)

Um zu einer Matrix mit positiven Elementen zu gelangenpbdan wir alle Komponenten vof
um 7, d.h.

10 11 1
B=|6 9 7
6 6 11

Wie durch (.8) beschrieben, ist nun folgendes lineares Optimierungsproblersem] Ermittle
das Minimum von
ui + Uz + U3 (1.10)

unter den Nebenbedingungen

10u; +6uz +6uz > 1,
11u; +9up +6usz > 1,
up+7ux+11uz > 1,
up >0,

uz >0,

uz > 0.

Seiu* das optimale Ergebnis dieses Problems. Mit
S:=uy+Us+U3
lautet die optimale Strategie von Spieler 1 dann

uy us
* 91 * 92 *
Xl__7 X2——, X3——

S S S
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und der Wert des Spiels ist

1
E(X,y)==-7
S
1
Korollar 1.6 (Sattelpunkt)
Seien die Voraussetzungen von Satz 1.4 gegeben.
X" € Rx und y* € Ry sind genau dann optimale Strategien, wenn gilt
E(x,y") <E(X",y") <E(X",y), fiirallexe€Rx, Y€ Ry. (1.11)
(X*,y*) definieren also einen Sattelpunkt von E auf Rx x Ry.
1

Beweis siehe z.BNeu753.

Weitere Problemstellungen und vertiefende Betrachtungen zur Spieltheorie sind 2BLirbg
MM73, Zim92] zu finden.
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2 Lineare Optimierung

Kapitel 2

Lineare Optimierung

2.1 Beispiele und Problemstellung

In Abschnittl.7wurde das Zweipersonen-Nullsummenspiel auf ein lineares Optimierungsproblem
zurickgefihrt. Ein Vielzahl von weiteren insbesondere wirtschaftsmathematischen Fragestellun-
gen lassen sich ebenfalls als lineare Optimierungsaufgaben beschreiben z.B. in der Produktions-
planung, bei Investitionsproblemen, bei der Aufstellung von Finanzieruagsplund der &sung

von Transportproblemen. Die lineare Optimierung (lineares Programmieredit gietmit zu den
klassischen und bedeutendsten Teilgebieten des Operations Research.

Beispiel 2.1 (Transportproblem [RR92))

In einem festen Planungszeitraum stehen in den Angebotséften, A, die Mengenray,...,an

eines bestimmten Artikels zur Végung. In den BedarfsorteB, ..., By, werden die Mengen
b1,...,bm dieses Artikels beitigt. Die Transportkosten je Mengeneinheit vom @ytzum Ort

Bj seienc; j Geldeinheiteni(=1,...,n, j = 1,...,m), wobei die Transportkosten proportional

zu den transportierten Mengen angesetzt werden. Gesucht ist ein Transportplan mit minimalen
Transportkosten.

Wir bezeichnen mik; ; die vom OrtA; zum OrtB; transportierte Menge. Dann ist die Aufgabe,
die gesamten Transportkosten

=)

M3

Gi,i%i,j

i=1j
unter den Nebenbedingungen

m
ZX|:J§a“ |:17 7n7
j=1
n
Xi,j = bj, J=1....m,
=
X|J>O7 |:1,. 7n7]:17 7m

ZU minimieren.
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Beispiel 2.2 (RR92))
Minimiere

—3X1 — 4X2
unter den Nebenbedingungen

—X1+ X2 < 4,
X1+ 2% < 14,
4x1 + 3x2 < 36,

—x1 <0,

—X2 < 0.

P0(2,6)

P3(0,0)

Abbildung 2.1: Zuléssiger Bereich von Beispiel 2.2 (nach [RR92])

Wie in Abschnitt1.3 beschrieben, ist bei linearen Optimierungsproblemen die zu minimierende
Zielfunktion F : R" — R von der GestalF (x) = c¢'x fir einc € R". Die Nebenbedingungen
werden allgemein durch eine Menge linearer (Un-)gleichungen der Form

B,

D
<
IN IV

beschrieben. Es idiblich, die Nebenbedingungen in einer von mehrerémgliohen Standard-
formen zu schreiben. Im Beispid.2 folgt die Beschreibung der folgenden Ungleichungs-
Standardform

mxin{ch ( x € R", Ax< b} . mitAeR™ beR™ ceR" 2.1)

wobei die Ungleichungsbeziehung komponentenweise zu verstehen ist.

16 opres2002 [23] T. E Sturm



2 Lineare Optimierung

Beispiel 2.3
In unserem Beispie?.2 gilt
-1 1 4
1 2 14 3
n=2, m=2>5, A=| 4 3], b=136], c:<_4>.
-1 0 0
0 -1 0

Sinda; e R", j =1,...,m, die Zeilen vorA, d.h.

A= (ay,...,am) ,

SO heiBtaij < bj bzw. hj(x) < 0 mit hj(x) := aij— bj die j-te Nebenbedingung vor2 () und
aj = Ohj(x) heilt derGradient der j-ten Nebenbedingung. Weiter heil3t

R::{xeR”

Ax < b}

:{xeR”

a/ x < bj; j:l,...,m}:{xe]R”

hj(x) <0; j:l,...,m}

der zulassige Bereichvon (2.1). Ein x € R" heif3tzulassig wennx € R, und unzulassig wenn
xR

inaktiv, fallsa/x < by,
Die j-te Nebenbedingung heil3t i< aktiv, falls aJ-Tx = bj,
verletzt, fallsa/x> b;.

Ein xo € R" heiRtoptimale Losungvon (2.1), wennxo € Rundc' xg < c'x furr allex € R.

2.2 Eigenschaften der Problemstellung

Auf der Suche nach einem Verfahren zur Bestimmung optimaisuhgen des Problem&.()
betrachten wir zuéachst den za@ssigen Bereich.

Abbildung2.1zeigt eine graphische Darstellung desaasigen Bereichs von Beisp2l, der die
Gestalt eines zweidimensionalen Polyeders hat. Wir werden sehen, dass sich diese Beobachtung
verallgemeinerndl3t.

Die Menge{xeR“ aij: bj} der Punktex, fur die die j-te Nebenbedingung aktiv ist, be-

schreibt eine HyperebeneRl, so dase{x € R"

aij < bj} somit alle Punkte sind, die auf einer

Seite dieser Hyperebene (inklusive) liegen. {)ae R" aij < bj} = hj‘l(] —00,0]), weild man
aus der Topologie sofort, dass diese Menge abgeschlossen ist. Somit ist auch

R= {xeR”

a/ x < bj; j:1,...,m}: N {xe]R”

j=1..m

aijgbj;}

abgeschlossen. Falsauch noch beschnkt ist, dann isR kompakt.
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Definition 2.4 (Konvexitat)
Eine Menge M C R" heiBt konvex, wenn fiir alle X,y € M gilt

tx+(1-t)ye M, tel0,1].

]
Satz 2.5 (Konvexitit des zukssigen Bereichs)
Der zulissige Bereich R des linearen Optimierungsproblems (2.1) ist konvex.

]
Beweis. Seienx,yc€ R Danngiltfurallej=1,....m

a/x<bj, aly<b.
Fur jedegs € [0,1) und allej = 1,... ,mfolgt
al (tx+ (1—t)y) =ta/x+ (1—t)a/y <tbj + (1—t)b; = bj,
und somit gilttx+ (1-t)y e R.
0

Damit konnen wir die folgende Aussage herleiten.

Satz 2.6 (Existenz einer optimalen bBbsung)
Es sei R der zulissige Bereich des linearen Optimierungsproblems (2.1) und R sei nicht leer. Das

Optimierungsproblem (2.1) besitzt genau dann (mindestens) eine optimale Losung, wenn ' X auf

R nach unten beschrinkt ist, d.h. wenn es ein'y € R gibt mit ¢ x >y fiir alle x € R. -

Beweis. Ist der zubissige BereiclR beschankt, so ist er kompakt. Die stetige Funktiohx
nimmt dann auf diesem Kompaktum ihr Minimum an, d.h. es gibt eine optinizeng.

Nun betrachten wir den Fall, dagsunbeschankt ist. Von jedem Punkt € R aus gibt es dann
‘Strahlen ins Unendliche’, d.h. es gibt e R", ||| = 1, und{y e R" ‘ Yy =X+US u> O} CR,

denn anderenfalls inde das konvexR durch die Schnittpunkte aller Strahlen mit dem Rand von
R beschéankt werden.

Fur die Punktey eines jeden solchen Rliegenden Strahls gilt

>c'x, fallsc's>0, u> 0,
cTy: CT(X—i— us) = c x4+ - c's= ! =c'x fallsc's=0,

— —oo, fallsc’'s<0.

p—>oo

Da aberc'x > y vorausgesetzt ist, giliif die Richtungers aller Strahlen irR, dassc’s > 0 und
dass die Zielfunktion bereits am Ausgangspunées Strahl ihren minimalen Wert annimmt.

DaR bzw. sein Rand durch die Schnitte endlich vieler Hy@etilen beschrieben wird, gibt es ein
r >0, so das® die Vereinigung aller Strahlen mit AusgangspunktenR, ||x|| <r darstellt. Auf
dieser kompakten Menge nimrat x sein Minimum an und entlang der Strahlen gibt es keinen
Punkt, der einen kleineren Zielfunktionswettte, d.h. es gibt eine optimalé&sung.

O
Eine wichtige Rolle spielen die Ecken, die durch die Hyg@elienschnitte entstehen.
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2 Lineare Optimierung

Definition 2.7 (Ecken des zuhssigen Bereichs)
Sei R der zuléssige Bereich des linearen Optimierungsproblems (2.1). FiirXp € RseiJ C {1,...,m}
die Indexmenge der in Xg aktiven Nebenbedingungen, d.h.

ajxo=bj, j€d, alxo<bj, je{l,....m\J.
SeiJ = {]1,..., jk}. Dann heiBt xg eine Ecke von R, wenn gilt
dim(aj,, ..., aj,) = rang (aj, ..., aj,) =N,

d.h. die aj, j € J, spannen den R" auf.
Eine Ecke Xg heift nichtentartet, wenn |J| = n ist, d.h. wenn die Gradienten a; der aktiven Ne-

benbedingungen linear unabhingig sind. Anderenfalls, also |J| > n, heiBt eine Ecke Xo entartet.
]

Wie man sich leichtiberlegt, kann ein zéabksiger BereiclR maximal (':) also nur endlich viele

Ecken besitzerm( > n).
Im Fall der Beschinktheit Af3t sichR vollstandig durch seine Ecken beschreiben.

Satz 2.8 (Polyedergestalt des zassigen Bereichs)
Es sei R der zulissige Bereich des linearen Optimierungsproblems (2.1) und R sei beschrinkt* und
nicht leer. Weiter seien X*,...,xM (M € N) die (endlich vielen) Ecken von R. Dann gilt

M M
R= {XGR” X= Z)\kxk, A>0 k=1,...,M, z)\kzl},
k=1 k=1

Somit ist R ein durch die Punkte x*, ..., x™ aufgespanntes konvexes Polyeder.

Beweis. siehe z.B.Neu753
O

Satz 2.9 (Optimalitat einer Ecke des zuhssigen Bereichs)
Es sei R der zulissige Bereich des linearen Optimierungsproblems (2.1) und R sei beschrankt und

nicht leer. Dann ist eine Ecke von R eine optimale Lo6sung von (2.1). -

Beweis. Aufgrund der Kompaktheit voR besitzt ¢.1) optimale Losungen und Sei eine solche
optimale Losung.

Annahme: Es gibt keine Ecke v die eine optimale isung darstellt, d.hiif alle EckernxX von
Rgilt c"x>c"& k=1,...,M. Nach Sat2.8gibt es abeA, > 0,k=1,...,M, M ; Ax =1, und

M M M
c'x=c' (Z )\kxk) =y Ac X< > Y Mc'K=c'R

Damit ist die Annahme widerlegt, d.h. (mindestens) eine EckeRisheine optimale bsung von
(2.2).

O

1d.h. es gibt eim > 0 mit ||x|| < r fur allex€ R,
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Aufgrund des letzten Satzes wissen wir, dass wir bei der Suche nach einer optimalen Pro-
blemidsung nur die endlich vielen Ecken desaasdigen Bereichs betrachtefissen. Ein bsungs-
verfahren muss daher ‘nur’ schrittweise die Ecken absuchen. Beim Verfahren sollte aglothiv

keit die jeweils @chste betrachtete Ecke einen kleineren Zielfunktionswert besitzen als die aktu-
elle. Als physikalisches Analogon kann man sich einen auf einedgehrTischplatte abrollenden

Ball vorstellen, der sich entlang einer Begrenzung von Ecke zu Ecke beweqgt.

Zur Formulierung des Verfahrens betrachten wir eine zweite Standardform des Problembeschrei-
bung, das sogenann&mplex-Standardproblem

mxin{ch ‘ xeR", Ax=Dh, x> O}, mit AcR™ beR™ ceR", b>0, rg(A)=m. (2.2)

e Man beachte, dass aus der Voraussetzug)rg: m folgt, dassm < n. Bei nichttrivialen
Problemen istn < n.

e Falls der zuhssige Bereich nicht leer ist, dann besiZ®( immer eine Ecke.

Es gibt noch eine Reihe weiterer Standardformen, die sich jeagilvalent in andere Standard-
formen umformen lassen.

Umformung der Ungleichungs-Standardform2.1in die Simplex-Standardform 2.2
Sei alsoA € R™ b e RM ¢ € RN gegeben und das folgende Problem betrachtet

myin{éTy ‘ yeR" Ay< 6}.

Formal Bsst sich jedey; in zwei nichtnegative Anteile aufspalten, dyp.= xoj_1 — X2, wobei
X2i—1 > 0 undxz > 0. Desweiteren kann jede Ungleichung durch Eimting einer sogSchlupf-
variable zu einer Gleichung umgeformt werden, daﬁy+ Xofi+i = bJ undxXgs i > 0. Schlief3lich
missen gegebenenfalls die Glelchungenmltmullth|2|ert werden, unij > 0 zu sichern.

Beispiel 2.10

Bei praktischen Beispielerasst sich oftmals geschickter vorgehen. Wir betrachten erneut unser
Beispiel2.2bzw. Beispiel.3und formen es in die Simplex-Standardform um. Wir erhalten durch
die Einfuhrung von drei Schlupfvariablen

-3

1110 4 4

n=5 m=3 A=(1 2010, b=|[14], c=]o0
4 300 36 0

Umformung der Simplex-Standardform 2.2in die Ungleichungs-Standardform?2.1L:
Formal ist die Umformung erreicht, indem man aus jeder Gleiciaﬁlxg: bj zwei Ungleichungen

a/ x < bj und —a/ x < —bj bildet undx > 0 als—x < 0 schreibt. Auch hier kann man fialich

geschickter vorgehen (siehe obiges Beispiel).
Alle bisherigen &tze und Aussagen gelten also aughdie Simplex-Standardfora 2

Um die Verfahrensidee zu verwirklichen, ligigen wir noch eine ‘griffigere’ Beschreibung von
Ecken, die wir aus folgendem Satz erhalten.
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Satz 2.11 (Hinreichende Optimali&tsbedingungen)
Man betrachte das Simplex-Standardproblem (2.2) und einen zulissigen Punkt xo € R" dieses
Standardproblems, d.h.

Axp=Db, x9>0.

Xo ist optimal, wenn es u € R™ und v € R" gibt mit

A'u—v=—c, v>0, vix=0.
]
Beweis. Zu zeigen ist
c'xg<c'x, firallezubssigerxe R
Mit den gegebenen Voraussetzungen dgiftdlle zuhssigernx € R
T T T
—C (X—Xg) = (A u—v) (X—Xo)
=u'Ax—u'Axg—Vv'x+Vv'xg
=u'b—u'b-vix=—v' x <0
~—
>0 >0
Und damit istc"xg < c'x.
O

Die Komponenten vom undv werden dieMultiplikatoren zu den Nebenbedingungen genannt.
Uber die Betrachtung dieser Multiplikatoren werden im Simplex-Verfahren die einzelnen Ecken
berechnet.

2.3 Die (revidierte) Simplex-Methode

2.3.1 \Vorbereitungen

Mit Hilfe des von Sat2.11soll nun die Verfahrensidee, die Ecken desazslgen Bereichs (Poly-
eder) abzusuchen, ausformuliert werden. Das resultierende Verfahren getk auf George B.
Dantzig, der es in den 1940er Jahren als ‘Simplex-Methode’ entwickelt hat.

Wir betrachten zu#chst eine nichtentartete Eckeum Simplex-Standardproblerf.p). Da dort
genaun Nebenbedingungen aktiv sind und dmeGleichungsnebenbedingungen immer aktiv sind,
missen also noaln— muUngleichungen aktiv sein, d.hHifn— mKomponenten vor gilt x; = 0 und

fur die restlichen Komponenten gidt> 0. Wir werden nun allgemein (eindeutige) Multiplikatoren
ue RMundv € R" berechnen mit

Wenn dann zugzlichv > 0 erfullt ist, dann istx nach Sat2.11optimal. Falls nicht, dann werden
wir eine aktive Nebenbedingung durch eine andere ersetzen und dadurch zu einer benachbarten
Ecke gelangen.
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Die Indizes dem nicht-aktiven Ungleichungen solleBy,...,Bm heil3en, d.thj >0 fur j =
1,...,m. Diesexg; heiBerBasisvariableund dien—mrestlichen verschwindenden Komponenten
von x heil3enNichtbasisvariable Weiter betrachten wir die Indexmengen

B:={B1,.--,Pm}, N:={1,...,n}\B,
und verwenden die albkzende Schreibweise

X8,
Xg .= ,

Xg

m

und entsprechend usw., wobei die Reihenfolge der Komponenten d¢h. ., By bestimmtist.
Nach Voraussetzung gilt alsg > 0 undxy = 0.

Als nachstes seieAy, ..., A, € R™ die Spalten vor, d.h.A = (Aq,...,An). Auch hier schreiben
wir abkiirzend
Ag:= (Ag,,...,Ag,) €ER™M

Wir nehmen an, dasig vollen Rang hat, also invertierbar ist (wir werden sehen, dass dies immer
erfullbar ist). Zur sjteren Vereinfachung definiere

Di=A; = (Agl>T - <A§>_1: (Ag,-- - Ag,) | = (di,....dm),

d.h.d,...,dm sind die Spalten voD.
Mit diesen AbKirzungen schreiben wikx = b als

AX= EBAJ'XJ' + ZVAJ-X] =ApXg+ANXN = b
JE IE
Daxy = 0, folgt

Agxg =b, undsomit xg=Az'b=D"h.

Analog gilt
c'x=cgxg + CyXn = Cg Xa.

2.3.2 Bestimmung der Multiplikatoren

Nun kdnnen wir die Multiplikatoreru € R™ undv € R" bestimmen mit dem Ansatz

Zum einen ist also
0=V'X=VgXg+ VXN = Vg X8,

und daxg > 0 ergibt sichvg = 0.
Zum anderen gilt mit den Partitionierungen

() ()= (520)
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so dass wir durch komponentenweise Betrachtung erhalten

Afu= —cg,

Aﬂu —VN = —CN,
und somit

T -1
U=—<AB> CB:—DCB,

VN = CN +A,—\|FU.

Damit haben wir die gesuchten Multiplikatoren berechnet. Falls nuatziich vy > 0 gilt, so ist
x nach Sat2.11eine optimale Bsung des Simplex-Standardproble)

2.3.3 Eckenaustausch

Falls nicht giltvy > 0, dann wollen wir eind-te aktive Nebenbedingung der Eckenit k € N zu
einer inaktiven Nebenbedingung machen, g/zu einer Basisvariable machen, also von der Ecke
X zu einer neuen zaksigen Ecke gelangen. Die restlichen aktiven Nebenbedingungen sollen
erhalten bleiben.

Sei also nurk € N und
Vg < 0.

Der Ansatz zur Bestimmung deéaohsten Eckea ist
X=X—0S, mitoc>0, seR",

wobei wir s als Suchrichtung und o als Schrittweite bezeichnen.

Alle aktiven Nebenbedingungen mit Index aM§ {k} sollen aktiv bleiben, d.h. wir setzeg :=
—(ex)n, wobeig € R" derk-te Einheitsvektor ist. Es gilt dann

Xj =Xj, furje N\ {k}, X=x—-0-(-1)=02>0.

Insbesondere haben wig > 0.
Der neue Punkt muss die Gleichungsnebenbedingungeiilkm, also

b= AR = A(Xx— 0S) = AgXg — 0ABSs + AnXN — OANSN = b — 0ABSs + OA

Fur positiveo gilt also
8= (AB) 'Ac=D"A
Weiter muss der neue Punkalch die Ungleichungsnebenbedingungeiilkm, also

0<Xg=xg—0Sg, also 0sg < xg.
Zusatzlich betrachten wir noch den Wert der Zielfunktion im neuen Punkt, also
c'R=c' (x—0s) =cg (Xg — 0s8) + ¢ (XN — OS\)
=CcgXg+0 (ck— chTAk) =c'x+o <ck+AkTu>

= X+ OW.
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Wenn numsg < 0, dann bleibk — oszulassig fir allec > 0 und wegerv, < 0 geht die Zielfunktion
dann gegen-o, d.h. das Problem ist dann nach unten nicht bésudtirund es existiert keine
Losung.

Wenn aber mindestens eine Komponente s©positiv ist, dann ist der maximal zgsige Wert
fur o gegeben durch

S <] _
0 :=min Ss; > 0, j=1,. .
)
Daxg > 0, folgt 0< 0 < . Insbesondere gilt
c'R<c'x, (2.3)

d.h. an der neuen Eckenimmt die Zielfunktion einen kleineren Wert an als an der alten Ecke

Ist auch die neue Eckenicht entartet, so wird also genau eine weitere Nebenbedingung aktiv, um
die aufgegebenlete zu ersetzen. Sei daké {1,...,m} der Index mit

Xg;
ozﬁ :min{ﬁ ‘ Ss; >0, | :1,...,m}.
By B
Die Basis-Indexmenge der neuen EcaBtlsich dann wie folgt beschreiben:
Bj=pj. furj=1..mj#l, B:=k
und A A A
B:= {Br...Bn} = (B\{BH UK}, N:={1...n}\B,

Nun definiere

G = Ld,
oW
ji=dj— Sp; d|7 furj=21,....m j#I,
D:=(di,...,dm).
Dann gilt
Aﬁ_ A, = TI (dj—&d) =0, fouri,je{l,....m} i#lj#I]#Ii,
! |
- 1
Ald =Al (—d|> =0, furie{l,....m},i#l,
Bi | SBI
Agd. _Agi (di —%q) :Agidi =1, furie{l,....m}, i#l,
' |
T T i B L ,
. -:Ak(d-— d|) - — furje{l,....m}, j#I,
Ag,dj -, L
- 1
Ald =A] (_ ) - =
b w ) W
Insgesamt haben wir also A
ALD =1m,
und damit
AB
Jetzt haben wir alle Voraussetzungen, um an der Eckieder die Multiplikatoren bestimmen zu
kdnnen.
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2.3.4 Behandlung entarteter Ecken

Bisher haben wir stets nichtentartete Ecken betrachtet. Bei gut gestellten Problemen aus der Praxis
kommt der Fall der Entartung sehr selten vor, aber es lassen sigfictaBeispiele konstruieren,

bei denen in einer Ecke mehr atsNebenbedingungen aktiv sind. Dashft dazu, dass bei einer
entarteten Ecke die Basis-Indexmenge nicht mehr eindeutig isg dan auch verschwindende
Komponenten enthalten muss, die im Prinzip willkch aus der Menge aller verschwindenden
Komponenten vorx zu wahlen sind. Ebenso geht auch die Eindeutigkeit der Multiplikatoren ver-
loren.

Der kritische Fall tritt bei der Berechnung der Schrittweite
. XB] .
0 :=mins — ‘ ;>0 j=1,....m,.
SB;

ein, da nun aucly = 0 eintreten kann. In diesem Fall ist="x, d.h. man ve@f3t die Ecke nicht,
sondern wechselt lediglich die Basis. Hierbei ist zu beachten

e samtliche Moglichkeiten zu piifen, die aktuelle Ecke zu verlassen,

e beim Wechsel der Basis innerhalb der Ecke nicht eine schon untersuchte zu verwenden.

Ohne strategisches Vorgehen besteht sonst die Gefahr, durch zyklisches Austauschen von Basen
innerhalb einer Ecke in einer Endlosschleife zu kreisedghéhe Strategien sind

¢ eine Indexverwaltung, bei der alledglichkeit der Reihe nach gdidt werden,

e die Einfuhrung einer lexikographischen Ordnung, die diéghithen Basen einer Ecke in
eine Reihenfolge bringt und so einen ‘Abstieg’ innerhalb einer Ecke definiert,

e Monte-Carlo-Wahl an allen Alternativstellen (Wahl der Indikesnd|), so dass der Raum
der Moglichkeiten stochastisch exploriert wird,

e simplifizierte Strategien, die nicht alle, aber die wahrscheinlichsten kritischks\rermei-
den,

e der Verzicht auf eine spezielle Strategie, so lange ‘alles gut geht'.

Im Weiteren betrachten wir nur den Fall nichtentarteter Ecken, um den Aufwand zu reduzieren.
Fur eine vertieftere Betrachtung sei aafi\f/71, RR92 Neu753 verwiesen.

2.3.5 Zusammenfassung des Simplex-Algorithmus

Fur den Fall nichtentarteter Eckefdminen wir nun die Erkenntnisse und Herleitungen der voran-
gegangenen Abschnitte zu&implex-Algorithmus (nach George B. Dantzig) zusammenfassen.
In Algorithmus2.1wird das Verfahren vollgéindig beschrieben, wobei vorausgesetzt ist, dass eine
Ecke des zudssigen Bereichs als Startpunkt vorliegt.

Im Falle der Nichtentartung aller Ecken sieht man sehr leicht, dass der Algorithmus eine optimale
Losung produziert (falls eine existiert). Wie wir uns sclidmerlegt hatten, gibt es nur endlich viele
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Revidierte Simplex-Methode (RSM):  EingangA, b, ¢, x, 3, D; Ausgangx, 3, D;

Problemstellung:
mxin{ch ‘ xeR", Ax=D, x> 0},
wobeiAe R™ beR™ ce R", b>0, rg/A) =m.

Schritt O: Initialisierung:
Gegeben sei eine Agsige Ecke, Basis-Indize$, ...,pmundD = (di,...,dy) € R™M
B={B1,...,Bm}, D=Ag " und % = D"b, xy = 0 wird vorausgesetzt.
Gehezu Schritt 1

Schritt 1: Ermittlung der Multiplikatoren und der Suchrichtung
B:= {817-~~7Bm}, N := {1,,n}\B
u:.= —Dcg.
N 1= Cn AU
falls vy > O:

STOP mit optimaler bsungy, Indizesp und MatrixD.
L

sonst
k sei der kleinste Index mk € N undvy := min{vj ‘ j € N}.

ss:=DTA
Gehezu Schritt 2
L
Schritt 2: Ermittlung der Schrittweite
falls s < O0:

STOP: Das Problem ist nach unten nicht be&nkt.
L

sonst
a8 .
0._m|n{s?; ‘ Sg; > 0, 1_17...,m}.

| sei der kleinste Index mite {1,...,m} undo := ;%
|

Gehezu Schritt 3

I

Schritt 3: Eckenaustausch (Update)
Xk :=0;
Xg = Xg — OB, Insbesondere@( =0
1.

d = oy d; | |

dj:=dj—spdi, furj=1....m jZ#I;

B =k

Gehezu Schritt 1

Algorithmus 2.1: Die revidierte Simplex-Methode

mogliche Ecken des zassigen BereichR. AuRerdem wissen wir durcl? (3), dass bei Nichtent-
artung der Zielfunktionswert jeder berechneten Ecke kleiner ist als der der vorhergehenden. Somit
wird nach endlich vielen Schritten die Ecke mit dem kleinsten Zielfunktionswert erreicht, die nach
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Satz2.9auf Seitel9 zugleich die optimale &sung des Simplex-Standardproblerdg) ist.

Beispiel 2.12

Zur Ubung werden wir den Simplex-Algorithmus nun auf Beisgigl anwenden, welches wir in
Beispiel2.10bereits in die Simplex-Standardform gebracht hatten:

-3
10 4 4
010, b=|[14], <c=]o0
00 36 0

0

DaAdie Einheitsmatrix entt, lal3t sich eine zélssige Startecke sehr einfach aus der Problemstel-
lung ablesen, indem die Variablen, die nicht zu Einheitsvektorergehauf Null gesetzt werden
und der Rest die Komponenten vbrrhalt.

Schritt 0: Auf diese Weise lesen wir die Startecke wie folgt ab:

0
0 1 00
x=\|41, PB1:=3,B2:=4,B3:=5 D:=|{0 10
14 001
36
Schritt 1:
4 0
B:={3,45}, N:={12}, xg=|14], cg=|0],
36 0
. _ Vi o . T, . -3
u:=—-Dcg =0, (Vz)—VN.—CN+ANU—CN—<_4).
1 0 0\ /1 1
Damitfolgt k=2, w=-4, ss:=D'A=(0 1 0] (2]=(2].
0 0 1/ \3 3
Schritt 2:
X X
ﬂ:£’:4, ﬁ:g'zz @:gszlz_
%1 1 SBZ 2 3[33 3
Darausfolgt c=4, |=1
Schritt 3:

X3 4 1 0
Xo:=0=4, Xo | =xg:=xg—o0osg=[14| —-4|2|=]| 6 |.
X5 36 3 24
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Schritt 1:

1 O -1 -1
Damitfolgt k=1, ww=-7, ss:=D'A;=(-2 1 1= 3].
-3 01 4 7

Schritt 2: « 5 24
O, M_t
S, 3 S 7
Darausfolgt =2, |=2.
Schritt 3:

X2 4 -1 6
X1:=0=2, Xa | =xg:=xg—0ss=| 6 |—-2| 3 |=(0].
X5 24 7 10
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Schritt 1:

> 1 1 1 O
Damit folgt k=3, V= -3, SBZ:DTA3:§ -2 1 0

Schritt 2:
% _36_ 15 X _g
SBl 1 SB3
Daraus folgt 0 =6, |
Schritt 3:
X2
X3:=0=06, X1 X
X5
5 5
SRS SO B B I Bt
S, 53 3 5 3
1 5 0
1 11 1
d1=d1—SBd3=— 1l —==|-7]==—=1[12] =
. 3(0 35(3 15(3)
1
d2d2532d3§(1
0
1 0O 0O b5
D=-|4 -3 -7],
-1 2 3
Schritt 1:

B:={2,1,3}, N:={4,5}, XB(

5 -7 3
10

— =06.

5

=3
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1 0O 0 5 4 1 0
u:= —DCBZE 4 —3 —7 3 :g 7 5
-1 2 3 0 2

0
va\ A 01 0\1 17
(V5>—VN.—CN+ANU—(O>+(O 0 1)5 ; =zl2 > 0.

Die Optimalitatsbedingungen sind damit @lit, d.h.

X1

X2
Xopt= | X3 | =

X4

X5

QOO Pr~O

ist die optimale [bsung des Problems von Beisp?el Q Die letzten drei Variable waren eingeir-
te Schlupfvariable, so dass die optimal&sung von Beispie2.3 somit lautet

X1=6, X>=4.

2.3.6 Ermittlung einer zulassigen Startecke (Phase 1)

Nun ist noch die Frage offen, wie man allgemein zu eineragsiben Startecke kommt.
Wir erreichen dies durch die Formulierung unédung eines Hilfsproblems. Zum Simplex-
Standardproblem?2(2) betrachten wir das tknstliche Startpunktproblem (Initial Point Pro-
blem):

rQiyn{eTy‘ xeR" yeR™ Ax+y=b, x>0, y> O}, mite=(1,...,1)" e R™ (2.4)

Es gilt

e Das ProblemZ.4) ist ein lineares Optimierungsproblem i+ m Variablen, die alle eine
Nichtnegativiatsbedingung eiiflen missen.

e Eine zubissige Ecke vor2(4) ist durchx = 0 undy = b gegebef

e Die Zielfunktione'y ist nach unten durch Null besémnkt und besitzt damit nach S&t6
auf Seitel8 eine optimale Bsung.

Jetzt bringen wir Problen®?(2) durch Definition von

A £ ~._ (0 o (X
A=(Aln), b:=b, ¢&:= (e)’ X:= <y)

noch in die Simplex-Standardform

nun{éTx
X

XERMmJR:&XZO}. (2.5)

2In (2.2) warb > 0 Voraussetzung.
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Die Initialisierung des Simplex-Algorithmus 1 kann durch die ziéssige Ecke
. 0 - - - A
X:= (b)’ Bri=n+1 Bo:=n+2,....Bm:=n+m,  D:=lp,

erfolgen, d.h. Algorithmus2.1 produziert unter den gegebenen Voraussetzungen eine optimale
Losungx® mit Indizesp* und MatrixD* zum ProblemsZ.5).

X*
Fur x* =
(v

1. y* £0;

In diesem Fall besitzt das Simplex-Proble? keinen zuhssigen Punkt. \Afe ramlichX

) sind zwei Rlle zu unterscheiden:

zulassig tir (2.2), dann vare (é) mit ¥ = 0 zulassig fir (2.5), abere’y = 0 < e y* wider-
spricht der Optimaldt vony*.

2.y =0:
Dann istx* eine zubassige Ecke des Simplex-Probler2as( und die Losung von 2.2) kann
in einer zweiten Phase mit Algorithm@sl mit den Initialwerterx = x*, f = * undD = D*
berechnet werden. Im Falle der Entartung muss gegebenenfalls noch die Basis gewechselt
werden, falls darin nochilnstliche Variabletyj enthalten varen.

Enthalt A bereits Einheitsvektoren, z.B. wel durch Einfihrung von Schlupfvariablen erzeugt
wurde, so kann man sich einige oder allektliche Variable sparen (siehe Beis@iel2aus dem
vorangegangenen Abschnitt).

Bei der Betrachtung des Zweipersonen-Nullsummenspiels in Abschiditiatten wir zwei zu-
einanderduale lineare Optimierungsprobleme erkannt. Solche dualen Aussagen lasseiirsich f
jedes lineare Optimierungsproblem formulieren uadrén auf dieDualitatstheorie die wir hier
aber nicht weiter behandeliknen. Zur Vertiefung sei auRR97 oder [CW71, MM73, Neu75a
Run8@ Nie84, Zim92, Ker87] verwiesen.
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3 Unrestringierte nichtlineare Optimierungsprobleme

Kapitel 3

Problemstellung und Losungsanatze
unrestringierter nichtlinearer
Optimierungsprobleme

3.1 Mathematische Problemstellung

Gegeben ist eingielfunktion
F:R">R
(resultierend aus einem Anwendungsproblem).

Gesucht ist eix* € R" mit
F(x) <F(x), furallexeR".

Die Kurzbezeichnung der Problemstellung lautet

min {F(x)}, <mxin{F(x) ‘ xeR”}) (3.1)

XeRN
‘Minimierungsproblem ohne Nebenbedingungen’bzw. ‘Unrestringiertes Minimierungspro-
blem’.
Ein solches* heil3t einglobaler Minimierer vonF.
A Y
Fo

:

R N

x{ 4
>

Hr:\

Abbildung 3.1: Offene Umgebung
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Die Berechnung eines globalen Minimierers ist i.a. ein sehr kompliziertes Problem, so dass man
sich meist auf die Berechnung vékalen Minimierern x € R" beschankt, fir die gilt:

F(X) <F(x), furallexeU(x),
wobeiU (X) eine offene Umgebung vonist, siehe Abbildung.1
Betrachten wir dazu die folgenden Visualisierungsbeispielenmitl.
Beispiel 3.1

F: R—R, x— expXx).

Die Exponentialfunktion besitzt keine lokalen (und damit auch keine globalen) Minimierer, ist aber
dennoch nach unten durch den Wert O be&okt, siehe Abbildun@.2 Satz2.6 aus der linearen

Optimierung &sst sich alsaicht ubertragen auf nichtlineare Probleme. o

/r Foo)

Abbildung 3.2: Exponentialfunktion

Beispiel 3.2

F: R—R, X sin(x).
F besitzt unendlich viele lokale Minimierer, siehe Abbildua\@. Jeder lokale Minimierer ist zu-

gleich auch ein globaler Minimierer.
—

AF0x)

)
R N

Abbildung 3.3: Sinusfunktion
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Beispiel 3.3

F besitzt genau einen lokalen Minimierer, aber keinen globalen Minimierer, siehe Abbt&jﬂng

Abbildung 3.4: Lokaler Minimierer ohne globalen Minimierer

3.2 Optimalitatskriterien

Numerische Verfahren zur Berechnung von Minimiererndtigen Kriterien, anhand derer sie
entscheiden®nnen, ob ein Punkt € R" ein lokaler oder globaler Minimierer ist. Die definieren-
den Eigenschaften in Abschn@itl sind aber algorithmisch nicht naclifipar. Gesucht sind also
(mit dem Computer) nachpfbare Optimaliftsbedingungen, die als Abbruchkriterigir Opti-
mierungsalgorithmen dienerdknen.

Man unterscheidet zwisch@&otwendigen Optimalitatsbedingungendie ein Minimierer eriillen

muss, unchinreichenden Optimalitatsbedingungen die garantieren, dass der betrachtete Punkt
ein Minimierer ist. Da es keine algorithmisch nadhiparen Optimalitsbedingungen gibt, die
speziell globale Minimierer auszeichnen, werden vor allem Verfahren zur lokalen Optimierung
entwickelt.

Sofern die ZielfunktiorF geriigend glatt ist, lassen sich solche Opting&gbedingungen mit Hilfe

desGradienten
0F (X)
aX]_
OFx):=| : | eR"
oF (x)

0Xn

und derHessematrix(Spezialfall derdacobimatrix)

62F(x) o aZF(x)

0X10X1 0X10%n
D?F(x):= | . 1| eR™,

PF(x)  9°F(x)

aXnan_ aXnaXn

an Stellenx € R" formulieren.

Durch den GradientelF (x) wird die Richtung der $trksten Vergdl3erung der Funktionswerte
startend an der Stelbeangegeben. Folglich gibt der Vektet[lF (x) die Richtung der sirksten
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VF(x)

X _.

Abbildung 3.5: Richtung des steilsten Abstiegs

Verkleinerung der Funktionswerte vénan der Stellex an und wird daher auch alRichtung des
steilsten Abstiegdezeichnet, siehe Abbildurgys.

Ist x ein lokaler Minimierer, so erwarten wir also, ddsB (x) = 0. Dies gilt aber auchiir lokale
Maximierer.

Satz und Definition 3.4 (Optimalitatsbedingungen)
(i) Sei F: R" — R stetig differenzierbar und sei X € R" ein lokaler Minimierer von F. Dann
gilt die notwendige Bedingung erster Ordnung:

OF (X) = 0.

(i) SeiF : R"— R zweimal stetig differenzierbar und sei X € R" ein lokaler Minimierer von F.
Dann gilt die notwendige Bedingung zweiter Ordnung:

OF (X) =0, [O%F(X) ist positiv-semidefinit,
d.h. v O?F (X)v > O fiir alle v € R".

(i) Sei F: R" — R zweimal stetig differenzierbar und fiir X € R" gelte die hinreichende Be-
dingung zweiter Ordnung:

OF(R) =0, [O%F(R) ist positiv-definit,

d.h. v O?F (R)v > O fiir alle v € R™\ {0}.
Dann ist X ein lokaler Minimierer von F.
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Beweis.

Ad (i): Xxist ein lokaler Minimierer, alsé (x) < F(x) fur allex € U(x), wobeiU (x) eine offene
Umgebung vorxist. Somit gibt es ei® > 0, so dass

x+eseU(x), fiuralleO<e<dundallese S(0) = {x eR"

Ix3=1}.

Wir betrachten nun di@aylor-Entwicklung vonF bis zum ersten Glied d.h.
F(X+¢€s) = F(X)+ OF (X) "es+o(|es])),

wobei o0 dad.andau-Symbolist mit der Bedeutung

o(a)

lim —= =0.

a—0 a
Damit gilt

0 < F(x+¢&s)—F(X) =¢0F (X) s+ 0(g),
und damit
0< OF(X) s+ ?
Jetzt folgt
0< Ii?a [DF()@TSJr @] =0OF(X)'s, firallese S(0). (3.2)
€

WareOF (X) # 0, so wahle

OF (%)

s =————¢c5/(0), also
EGIR

OF(X)'s=—|OF(X)]| <0
im Widerspruch zug.2).
Ad (ii):  Wir betrachten nun die Taylor-Entwicklung bis zum zweiten Glied

_ 1
0 < F(x+¢s) — F(X) = e0F (x) "s+Z¢%s' O%F (X)s+ 0(£?)
—_—— 2
-0

Daraus folgt

o(g?)
0<s'O%F(X)s+ 2= 5"

und wir erhalten

2
0<lim |s"02F (x)s+ 22

m = =s'[?F(x)s, furallese S(0).
€

LAllgemein unter geeigneten Voraussetzungen:

F(X)=F(y)+0OF(y) (x=y)+o(Ix=yl).

2Allgemein unter geeigneten Voraussetzungen:

F(9 = F) + DF () (x-y) + 5 (- Y)EF ) (x-y)+o Ix—y12)
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Somit ist?F (X) positiv-semidefinit.

Ad (iii): Fur X gelte OF (%) = 0 und 0%F (R) positiv-definit. Wenr\ny,;, der kleinste Eigenwert
von [%F (X) ist, so gilt

s'0%F(R)S> Amin >0, firrallese S(0).

Erneut betrachten wir die Taylor-Entwicklung:

1 1 o(€2
F(%+¢s) — F(X) = e0OF (R) 's+=€2s' 0%F (R)s+0(e?) > €2 | SAmin+ o)
N—— 2 N——— 2 82
=0 2)\min 0
€|0
Somit existiert eird > 0 mit
o(g?)

1 .
7 S Z)\mim fur a"e 0< €< 6,

und folglich gilt

F(X+¢es)—F(X) > g2 (%)\min — %)\min) = %sz)\min >0, furallese $(0)undO<e<?d.
Nun ist
U(R) = {xe R" [ x=X+Yy, |y < 6} = {xe R" | x=X+¢€s, 0<e<d, se Sl(O)}

eine offene Umgebung voomit F(X) < F(x) fur allex € U (X). Also istX ein lokaler Minimierer
vonF.

O

Bemerkung: DaF (X) < F(x) fur allex € U(X) \ {X}, istX sogar eirisolierter lokaler Minimierer
vonF.

Zu den Optimalidtsbedingungendanen wir fir n = 1 wieder Visualisierungsbeispiele betrachten.

Beispiel 3.5

F:R—-R,x—x, FX=2 F'(x)=2>0.

Bei x =0 gilt F/(x) = 0 undF”(x) > 0, d.h. die notwendigen Bedingungen erster und zweiter
Ordnung sowie die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung sifitltediso istx ein Minimierer,

siehe Abbildund.6.
1

Beispiel 3.6

F: R—R, x——x%, F'(xX)=-2x, F’(x)=-2<0.

Beix= 0 gilt F'(x) = 0 undF"(X) < 0, d.h. die notwendige Bedingung erster Ordnung istlkrf
aber die notwendige Bedingung zweiter Ordnung nicht, alsddsin Minimierer, siehe Abbildung

3.7.
—
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\ T

A

Abbildung 3.6: Notwendige und hinreichende Bedingungen erfiillt

/ A

N

v
Abbildung 3.7: Notwendige Bedingung zweiter Ordnung nicht erfiillt
Beispiel 3.7

F: R—R, x—x, F'(x)=3 F’(x)=6x

Bei x = 0 gilt F/(x) = 0 undF”(x) = 0, d.h. die notwendigen Bedingungen erster und zweiter
Ordnung sind eifllt, aber die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung nicht.atlgch istx

kein Minimierer, siehe Abbildun§.8. -

Beispiel 3.8

F: R-R, x—x', FxX) =43 F/(x)=12&

Bei x =0 gilt F'(x) = 0 undF”(x) = 0, d.h. die notwendigen Bedingungen erster und zweiter
Ordnung sind effllt, aber die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung nicht. Dennocteist
lokaler Minimierer (sogar ein globaler), siehe Abbildug\§. In diesem Fall war die hinreichende
Bedingung zu scharf, um den Minimierer erkennen @arken (ldhere Ableitungen @ren hier zur

Erkennung notwendig).
1
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Abbildung 3.8: Notwendige Bedingungen erfiillt, hinreichende nicht, kein Minimierer

AN

>

Abbildung 3.9: Notwendige Bedingungen erfiillt, hinreichende nicht, dennoch Minimierer

3.3 Numerische Verfahren (lterationsverfahren)

3.3.1 Modellbildung

Im allgemeinen kann ein nichtlineares Optimierungsproblem nicht analytisobtgetrden (‘auf

einen Schlag’). Daher konstruiert man sukzessive eine Folge von einfecsazproblemen fir

die je ein Minimiererx; € R", j € N, bestimmbar ist. In der Regel verwendet man iglier die
Zielfunktion gesammelten Informationen (Funktionswerte, Gradienten, Hessematrizen, etc.), um
ein lokales Modell der Zielfunktion zu erstellen, welches dann als Zielfunktion des Ersatzpro-
blems fungiert. Aufgrund ihrer einfachen Struktur sind diese Modelle oft quadratische Polynome,
siehe Kapitel. Fur eineglobale Optimierung reichen lokale Informationen auf3er in trivialen
Fallen nicht aus, um einen globalen Minimierer zu bestimmen. Daher enthalten globale Verfahren
zusatzlichstochastische ElementéZufallssuche Monte-Carlo-Verfahren).

Nichtlineare Optimierungsverfahren erzeugen also iterativ eine Folge von PunqitéRl’, j € N,
ausgehend von einem gegebe®artpunkt xg € R", und sind dahelterationsverfahren, siehe
Abbildung3.10

Um dieKonvergenzdes Verfahrens zu sichern, sind zwei Aspekte zu betrachten:
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Abbildung 3.10: Punktefolge eines Iterationsverfahrens

1. Die Zielfunktion muss in der Regel mathematische Voraussetzungéfear{Differenzier-
barkeit, Verhalten im Unendlichen, etc.), die in Anwenduadieh oft nichtiiberptifbar oder
gegeben sind.

2. Die Verfahrensvorschrift muss so konstruiert sein, dass unter gegebenen Voraussetzungen
die Folge{xj}jeNO gegen einen Minimieretrkonvergiert (schwcher: eine Teilfolge; global:
eine stochastische Konvergenzaussage).

Konvergenzaussagen gelten in der Regelunendliche Folger{xj}jeNo, aber praktische nume-
rische Verfahren stoppen riglich nach endlicher Zeit bei Erreichung ein&isbruchkriteriums
(etwa: ‘Gradient klein genug’) mit einem Punii € R" als Approximation des Minimierers.

In Abbildung 3.11ist das allgemeine Modellierungsscheriatichtlineare Optimierungsproble-
me dargestellt. Zu bedenken ist:

e Das mathematische Optimierungsproblem ist selbst ein Modell des eigentlichen Anwen-
dungsproblems, siehe Abbildudgl (‘Ist die mathematische Modellierungaguat?’).

e Die Konvergenz der Folg{exj }jeNO gegen eine Minimierer ist oft nur unter Voraussetzungen
beweisbar, die die Zielfunktion nicht éifit (‘Konvergiert das Verfahren auch bei dieser
Zielfunktion?’).

e Die approximierte bsungxy ist von der tatachlichen Bsung ndglicherweise weit entfernt
(‘Gute Approximation erst beWl = 1070 statt beiN = 277?).

e Beantworteixy die urspiingliche Fragestellung?

Trotz aller noglichen Probleme und kritischen Fragen sind die Erfolge bei der Optimierung indu-
strieller Anwendungsprobleme hoch. Die verwendeten Verfahrgssen bei schwachen Voraus-
setzungen an die Zielfunktion robuste Konvergenzeigenschaften aufweisen.
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Abbildung 3.11: Modellierung bei nichtlinearen Optimierungsproblemen

3.3.2 Zweiphasige Optimierung

Es existieren zahlreiche nichtlineare Optimierungsverfahren, die lokale Minimierer sehr effizient
und schnell berechnerdknen (siehe Kapitel). Man geht von der Annahme aus, dass ein solches
Verfahren den zum Startpunktohstliegenden lokalen Minimierer bestimmt. Da Methoden, die
globale Minimierer suchen, stochastische Anteile enthalten, besitzen sie in der Regel schlechte
lokale Konvergenzeigenschatften.

Aus diesen dinden liegt bei der globalen Optimierung ein hybrider Ansatz naémlioh die
zweiphasige Optimierung

Phase I: Eine stochastische Methode sucht global nach Nachbarschaften von lokalen Minimie-
rern.

Phase II: Eine lokale Methode bestimmt die lokalen Minimierer, startend bei den in Phase | er-
zeugten ‘Nachbarschaftspunkten’.

Dabei kKbnnen Phase | und Phase Il auch veraokt sein, indem etwa vom stochastischen Verfah-
ren bei jedem ‘interessanten’ neuen Punkt die lokale Methode zur Berechnung des Minimierers
gestartet wird. Im primitivsten Fall kann Phase | aus einer ‘Monte-Carlo-SuchéllifgefErzeu-

gung von Punkten) bestehen. Eine weitaus performantere Methode wird Bdil&dsch99 be-
schrieben. Weitere Phase-I-Verfahren sind ‘Simulated Annealing’ und ‘Genetische Algorithmen'.

3.3.3 Line-Search-Methoden

Die grofdte und bekannteste Klasse von lokalen Optimierungsverfahren bildémdi&Search-
Methoden, die ausgehend von einem Iterationspunkden rachsten Iterationspunkt entlang einer
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Halbgeraden bestimmen:
Xj41 = Xj — GJ'SJ',

wobeiF (xj+1) < F(X;j), siehe Abbildung.12

Abbildung 3.12: Prinzip der Line-Search-Methoden

Man wahlt dazu eineSuchrichtung s; € R", die die Richtung der Geraden bestimmt, und eine
Schrittweite gj > 0, die den Abstand voxj 1 zuX; auf der gevahlten Halbgeraden bestimmt.

Definiert man bei gegebenegpe R" die Abbildung
¢j: R§ =R, 0 ¢j(0) = F(x; —0sj),

so lasst sich immer dann e@ > 0 finden mit~ (xj+1) = ¢ (0}) < ¢;(0) = F (x;), wenn¢; (0) <0,
also

d
0> (I)/J (0)|g=0 = do (F(Xj —0'Sj>) lo—0 = <—DF(XJ' —GSJ')TSJ'> lo—0 = —DF(X]‘)TS].

Daher fordert man von den Suchrichtunggulie Eigenschaft
OF(x)"sj > 0.

sj heil3t dann aucAbstiegsrichtung.
Ein allgemeines Line-Search-Verfahrésst sich durch Algorithmu. 1 formulieren.
Seien{s; }jEN und {o; }jEN durch den Algorithmu$.1 erzeugte Folgeh

o {5 }jeN heit einezulassigeFolge von Suchrichtungen, wenn gilt:

OF (x))"s,
Aus IimM

_ =0 folgt lim ||OF(x;)||,=0. (3.3)
== sy =

I

. {Oj}jeN heilRt einezulassigeFolge von Schrittweiten, wenn gilt:

\Te
Aus lim (F(xj —0jsj) —F(xj)) =0 folgt lim JFG) S _ g (3.4)

= R 1

3Nur in Ausnahmeillen, die hier nicht betrachtet werden, wird dieser (theoretische) Algorithmus nach endlich
vielen Iterationen stoppen.
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Line-Search:  EingangF, Xo; Ausgang{xj}jeN, {Sj}jeN’ {oj}jeN;

Schritt O: Initialisierung:
Wahlexg € R", setzej := 0 undgehezu Schritt 1.

Schritt 1: Berechnung der Suchrichtung

falls OF (xj) = O:

STOP mit Ergebnig;.
(I
sonst

Bestimme ein lokales Modell der Zielfunktion undatile durch
dessen Optimierung es) mit OF (x;) 'sj > 0.
Gehezu Schritt 2.

Schritt 2: Berechnung der Schrittweite
Wahleaj > 0 mit F(x; — 0jsj) < F(Xj).
Gehezu Schritt 3.

Schritt 3: Update
Setzexj 1 := Xj — 0jS;j..
Ersetzej durchj + 1 undgehezu Schritt 1.

Algorithmus 3.1: Allgemeines Schema der Line-Search-Methoden

Damit lasst sich nun ein allgemeiriiliger Konvergenzsatzif Line-Search-Methoden formulie-
ren.

Satz 3.9 (Konvergenz von Line-Search-Methoden)
Die Zielfunktion F : R" — R sei stetig differenzierbar und fiir ein gegebenes Xg € R" sei die

Niveaumenge
Np := {x eR"

F(x) < F(x)}

kompakt. Die Folgen {Xj}jeNo’ {Sj}jeN und {Gj}jeN seien durch Algorithmus 3.1 erzeugt,
{Sj }jeN und {Gj }jeN seien zulissig und die Abbruchbedingung OF (Xj) = O werde nie erfiillt.
Dann gilt:

(i)
F(Xj+1) <F(xj), fiiralle j € N.
(ii)
{Xj}jENo C No.
(iii)

lim ||OF (xj)||, = 0.

] —0
(iv) Fiir jeden Hiufungspunkt X von {X; } ieNo gilt:

OF (x) = 0.
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(V) Wenn X ein isolierter Hiufungspunkt von {Xj }jeNo ist und J_Ii_r)r:0 Hle — X H = 0, dann kon-

vergiert {X;j } jen, gegenX.

Beweis. Siehe RK89].
O

Betrachtet man eine Optimierungsmethode, die die Bauart von AlgoritBridmat, so ist @ir die
obigen Konvergenzaussagen nur diedasigkeit der Suchrichtungs- und Schrittweitenfolgen zu
zeigen.

3.3.4 (Lokale) Konvergenzgeschwindigkeit

Besitzt ein Verfahren die notwendigen prinzipiellen Konvergenzeigenschaften, 8nsafit man
zusatzlich eine nmdglichst hoheKonvergenzgeschwindigkeit Zur Charakterisierung der Konver-
genzgeschwindigkeit betrachte man eine von einem Algorithmus erzeugte {éqlb]%No, die
gegen einen Minimierex konvergiere. Die FolgéXx; }jeNO heilt

¢ linear konvergent, falls es eimx € R mit 0 < a < 1 und einjg € N gibt, so dass

[Xj+1—X]| <o|xj—X]|, furallej> jo.

e superlinear konvergent, falls es eine Nullfolgé {a; }jeNO gibt mitaj > 0, so dass
[Xj+1—X]| < ajljxj—X]|, furalleje No.

e von p-ter Ordnung konvergent (p > 1), falls es eiro > 0 und einjg € N gibt, so dass

xiea =X < @ =17,

Ist p= 2, so spricht man voguadratischer Konvergenz

furallej > jo.

Fur Line-Search-Methoden existiert die folgende hilfreiche Aussage:

Lemma 3.10 (Dennis-Mog)

Die Zielfunktion F : R" — R sei stetig differenzierbar und fiir ein gegebenes Xg € R" sei
F(x) < F(Xo)} kompakt. Die Folgen {Xj}jeNO’ {Si}jeN und
{oj }jeN seien durch Algorithmus 3.1 erzeugt, {Sj }jeN und {oj }jeN seien zuldssig und die Ab-
bruchbedingung OF (x;) = 0 werde nie erfiillt. {x; }

die Niveaumenge Np := {X eR"

jen, Konvergiere gegen ein X € R" und O°F (X)

sei positiv-definit®. Dann gilt:

Die Folge {X i } konvergiert superlinear gegen X genau dann, wenn

j€eNg
im |OF (xj) — 0;0%F (X)sj | _

0. 3.5
o] (35

4d.h. limaj =0.
J—00

5Damit istx ein isolierte lokaler Minimierer.
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Beweis. Siehe Kos93 RK89].

O

Weiterfuhrende Literatur zur Theorie nichtlinearer Optimierungsprobleme ist z.BKas93
Lue89 Neu75aRK89] zu finden.
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Kapitel 4

Newton-Methode, Quasi-Newton-Methoden
und Newton-ahnliche Methoden

4.1 Methode des steilsten Abstiegs (Steepest Descent)

Da —0F (x;) die Richtung des steilsten Abstiegs an der Stejle R" ist, liegt es zuachst sehr
nahe, vom Iterationspunkj aus in Richtung-OF (x;) nach dem achsten Iterationspunkj. 1 zu
suchen. Damit ergibt sich ein Line-Search-Algorithmus mit Suchrichtung

sj = 0OF ().

sj ist trivialerweise eine Abstiegsrichtuhgnd {Sj} ist trivialerweise zlassig.

jeN
Eine zubssige Folge{oj }jeN von Schrittweiteroj > 0 entsteht zum Beispiel durch Verwendung

der‘Regel der optimalen Schrittweite’, d.h.g; sei ein Minimierer des eindimensionalen Mini-
mierungsproblems

moin{q)j(c) ‘ o> 0},
mit
bj: Ry — R, 0— ¢j(0) = F(x; —asj),
siehe Abbildungt.1
Da
}(0) = —0F(xj) 's; <0,
fallt die Kurve beio = 0.

Die resultierendéMethode des steilsten AbstiegéSteepest Descent) ist allerdings auch mit der
optimalen Schrittweite ndmear konvergent und fur den praktischen Einsatz i.a. nicht geeignet.
Der Grund wird offensichtlich, wenn man das lokale Modg|l der Zielfunktion betrachtet, auf

1

OF (x) s = ||OF (%)) || > 0, fur OF(x;) #0.
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Abbildung 4.1: Optimale Schrittweite

dem die Methode des steilsten Abstiegs beruht:

Qi) = F ) + OF ()T (6 %))+ 506 %)) In(x—x;),
0Qj(x) = OF (xj) + In(x=Xj),
0%Qj(x)

In.

Der Punkt
Xj+1:=Xj — OF (X))

ist der Minimierer von rﬁir{Qj (x)} und daher
XeRN

Sj = Xj — Xj+1 = OF(X;).

~VFix.)

Abbildung 4.2: Steilster Abstieg (Steepest Descent)

Das lokale quadratische Modé&)l; von F bei x; verwendet keine Kimmungseigenschaften von
F, sondern ersetzt diese durch die Einheitsmadtyikvergleiche die lllustration von Abbildung

4.2).
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4.2 Newton-Methode

Unter der Voraussetzung, dass die Zielfunkttoraweimal stetig differenzierbar ista$st sich das
gquadratische Modell der Methode des steilsten Abstiegs durch Verwendung smamiingsinfor-
mationen entscheidend verbessern:

Q)(6) = Fx5) + OF ()T (=) + 5 (x X)) TR () (),
0Qj(x) = OF (xj) + O?F (%)) (X—x;),
02Qj (%) = O?F (x)).
Damit istQ; das Taylorpolynom 2ten Grades vbrbeix;.
Ist 0%F (xj) = 02Qj(xj) positiv-definit, so besitzt das ModellprobIeXrQqu{i@j (x)} den eindeuti-

gen globalen Minimierer
o -1
Rj11:=Xj — (O?F(x))) OF (x;).

(.

~~

=1§j

D.h.s; ist die Losung des Gleichungssystems

02F (x)sj = OF ().

Gj Omax c

Tangentensteigung —VF(x;)s;

Abbildung 4.3: Schrittweitenwahl nach Armijo-Goldstein

Zur Sicherung der globale Konvergenz ist wiederum eine Schrittweitenwahl notwendig. Statt der
aufwendigen Regel der optimalen Schrittweite kann niarein fest gewhltessd <]0, %[ auch die
‘Regel von Armijo-Goldstein’ verwenden:

Wahleg; = (%)VJ s0, dasyj € Np die kleinste Zahl ist mit

F(x)—F (xj — (%)Vi s,-) > 5<%>Vj OF () s, (4.1)

T. E Sturm opres2002 [23] 49




Operations Research

vergleiche Abbildungt.3. Zur Sicherung der Konvergenz wird also keine beliebig kleine Abnahme
der Zielfunktionswerte gefordert, sondern eine Abnahme um mindestens

5O'jDF(Xj)TSj.

Bei einem implementierten Verfahren muss die Iteration nach einer endlichen Anzahl von Schritten
beendet werden.iF eine > 0 wird daher die AbbruchbedingurgIF (x;)|| = 0 in ||[OF (xj)|| <

€ modifiziert (‘gut genug’). Algorithmust.1 beschreibt nun di&lewton-Methode mit Armijo-
Goldstein-Schrittweitenwahl.

Newton-Methode:  EingangF, xo, €, Y, K; Ausgangx;, F(xj), OF (xj), O%F (x;);

Schritt O: Initialisierung:
Wahlexp € R", € >0,y>0und O< Kk < 1.
Setzej := 0 undgehezu Schritt 1.

Schritt 1: Berechnung der Suchrichtung
falls ||OF (x;)|| < &

STOP mit Ergebnis;.
L

sonst
falls das Gleichungssystef?F (x)s= OF (xj) Losungen besitzt,

dann seBj eine der [bsungen.
[

sonst
§j == 0OF ().

L
falls [[$; | > v[|OF (x)|| und OF (x;) "$; > min{x, [[OF (xj)]|} [|OF (<) | [|3;]]
_
sonst
§j == 0OF(x;j).
L

Gehezu Schritt 2.
[

Schritt 2: Berechnung der Schrittweite
Wahleaj nach der Armijo-Goldstein-Reged ().
Gehezu Schritt 3.

Schritt 3: Update
Setzexj 1= Xj — 0jS;j..
Ersetzej durchj + 1 undgehezu Schritt 1.

Algorithmus 4.1: Schema der Newton-Methode

e Beider Berechnung der Suchrichtung wurden Malinahmen zur Sicherung der globalen Kon-
vergenz getroffen, die im wesentlichen ddewton-Richtung (DZF(XJ))_lﬂF(xj) durch
die Gradienten-RichtungF (x;) ersetzt, falls technische Randbedingungen verletzt werden.
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Im Einzugsbereich eines lokalen Minimieretsnit positiv-definiter HessematriXl’F (X)
wird nach endlich vielen Schritten stegs= (DZF(XJ'))_:LDF(XJ') gewahlt, falls

)1 2
y<min ’3>\max(D2F(Xj)) .

Insgesamt erzeugte Algorithmusl eine zubssige Folge{sj}
genmald @.3).

jey VON Suchrichtungen

e Bei Konvergenz gegen einen solchen Minimierer wird nach endlich vielen Schritten stets
oj = 1 gewahlt (ungedmpftes Newton-Verfahren). Die mit der Armijo-Goldstein-Regel er-
Zeugte Folge{cr,-}jeN von Schrittweiten ist za@lssig geraR @.4). Algorithmus4.1ist eine
Spezialisierung von Algorithmu3.1 und erfillt die Voraussetzungen von S&2 auf Seite
44 zur Konvergenz von Line-Search-Verfahren.

e Die Konvergenzgeschwindigkeit isuperlinear. Ist die zweite Ableitung vorF zudem
Lipschitz-stetig auf einer Umgebung von(hinreichend ist die dreimalige stetige Diffe-
renzierbarkeit), so konvergiert die Newton-Methode sageadratisch.

e Es existieren zahlreiche Varianten der vorgestellten Newton-Methode, die oft alternative
Strategien zur Behandlung nicht-positiv-definiter Hessematrizen anwe@derMurray,
Wright ersetzen etwal?F(x;) durch eine MatrixH; = O?F (x;) + Dj, wobeiD; eine so
gewahlte Diagonalmatrix ist, das$; positiv-definit ist.

e Ein Nachteil der Newton-Methode ist der hohe numerische Aufwand zur Berechnung der
Hessematrix, insbesondere bei hohen Dimensioné&alls Ableitungen voir durch nume-
rische Differentiation bestimmt werdeniassen, kommt die Unsicherheit der Approximation
der Hessematrix hinzu (mit Hilfe des sog. Automatischen Differenzieésst kich dieses
Problem aber bisweilen umgehen).

4.3 Quasi-Newton-Methoden

Vielfach besteht der Wunsch, den numerischen Aufwand zur Berechnung der Hessematrix beim
Newton-Verfahren zu vermeiden, aber dennoch ein Verfahren mit superlinearer Konvergenzge-
schwindigkeit zu verwenden. Man versucht dazu die bislang gewonnenen Informaiioeretie
Zielfunktion (Funktionswerte und Gradienteri) feine Approximation der HessematfiF (x;)

zu nutzen. Aus praktischen Eagungen heraus werden Approximatiomgrder invertierten Hes-
sematrix bestimmt, um die Suchrichtusigiber

sj :=H;0F (xj)

approximativ zur Newton-Richtun@?F (x;)) oF (Xj) in einfacher Weise berechnen zorien.
An jedem Iterationspunkt; wird also das lokale quadratische Modell

Qj(x) :=F(xj) +OF(x)) " (x—xj) +%(x—xj)THj_1(x—xj), (4.2)
0Qj(x) = OF (x) +H; H (x—xj),
0?Qj() = H; ™,
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betrachtet. Da ein quadratisches Modell zwei Gradienten interpolieren kann, ford8ekdiaten-
methodenneben den Eigenschafté€)11(Xj+1) = F(Xj+1) und 0Qjt1(Xj+1) = OF (Xj+1) auch
die Eigenschaft

! _
OF (xj) = 0Qj+1.(x) = OF (Xj11) + H 75 (X — Xj+1),
also
Hjt1 (OF (X)) — OF (Xj+1)) = Xj —Xj+1. ‘Quasi-Newton-Gleichung’ (4.3)

Eine Update-Formel, die Hj1 unter Verwendung voki; und den neu gewonnenen Informatio-
nenuber die Zielfunktion berechnet, soll malich so konstruiert werden, dass das resultierende
Verfahren numerisch stabil ist und einéglichst hohe Konvergenzgeschwindigkeit besitzt. In der
Literatur werden (mindestens) zwei leicht widekggtliche Definitioneniir den BegriffQuasi-
Newton-Methodegebraucht:

a) Sekanten-Methoden, die auf obigem quadratischen Modell beruhen und die eine Update-
Formel verwenden, so dass die Matrizéndie Quasi-Newton-Gleichungt(3) erfullen.

b) Superlinear konvergente Line-Search-Methoden, d.h. Line-Search-Methoden, die die
Dennis-Mogé-Bedingung 3.5

i JOF04) —0iD%F (9si| _
e 1OF () |
erfullen (siehe Lemma&.10auf Seite45).

Als Beispiel fur die Konstruktion einer Update-Formel leiten wir eiRang-1-Korrekturformel
her, bei der in jedem Iterationsschritt eine symmetrische Rang-1-Matkk aaldiert wird:

Hjr1:=Hj+uju/, mitu;eR". (4.4)

Zur Abkiirzung (und Normierung) definieren wir

Xi — Xi UF (Xj) — OF (X;
e 9T g g OF0) = OF ()
%) —Xj+] %) = Xj1]]
Damit lasst sich die Quasi-Newton-Gleichurg3) schreiben als
Hj+1dj = pj-
Nun wird in den Rang-1-Update-Ansat {) eingesetzt:
pj = Hj+1d; = H;d; +ujudej.

1.Fall: p; = Hjdj, d.h.Hj ;1 := H; erflllt die QNG @.3) (und somitu; := 0).

2.Fall: p; # H;d;j. Somit ist
1
uj = —— (pj — Hjd;),
j uTd, (pj —Hjdj)
~—~—
=j
d.h.uj ist ein Vielfaches vorpj — Hjd;. Ersetzt man nun; durcha; (pj — Hjd;), so erkalt man

1
aj (pj —Hidj) ' d|

aj (pj —Hjdj) = (pj —Hjdj),
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also

Somit erhalten wir die Update-Formel

(P —Hidh) (P —Hidy)

Hjt1=Hj+ T
(pj —Hjd;) d;

(4.5)

Dieser Ansatz dhrt aber zu numerisch instabilen Updates, fﬁ(lm—dej)de Klein, aber
|| pj — H;dj|| groR ist.

Verwendet man dahd®rang-2-Updates so ergibt sich eine ganze Klas€rgyden-Klassg von
Quasi-Newton-Verfahren, von denen das nachfolgend beschriebene BFGS-Verfahren das erfolg-
reichste ist.

4.4 BFGS-Methode

Die BFGS-Methode (nach Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno - 1971) ist eine spezielle
Sekanten-Methode mit Rang-2-Update. Wieder sei

OF (xj) — OF (Xj+1)
1% =]

XX )
i=—2 2= und d;:=
P =%l J

Dann lautet didBFGS-Updateformel

dijj —i—dJTdej T pjdjTHj+dej p}r

(da7p)° " d py

Hji1 1= Hj+ (4.6)

Falls H;j positiv-definit ist unddjT pj > 0, so Bsst sich zeigen, dass audh, 1 positiv-definit ist.
Somit hat das lokale quadratische Modéllj immer einen eindeutigen Minimierer (im Gegensatz
zur Newton-Methode).

Da
0jSj  Sj

p.: - 9
Yo ossi]] s

ist die Forderung:le pj > 0 &quivalent zur Bedingung

(OF (%)) —OF (xj41)) '5j >0 bzw. OF(xj—0js))Tsj < OF (x))s;. (4.7)
Daher muss die Armijo-Goldstein-Regel zu Schrittweitenwahl so modifiziert werden, dass diese
Bedingung eillt wird.

Man betrachte dazdy undd, mit 0 < &; < % undd; < & < 1. Weiter sei die Funktioj wieder
gegeben durch
$j(0) :=F(xj—0sj), ¢j(0)=—0F(xj—0s))’s;.

Die Bedingung4.7) lasst sich versérfen zu

OF (xj — OS]')TSJ' < 52DF(XJ')TSJ',
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Abbildung 4.4: Schrittweitenwahl fiir die BFGS-Methode

was bedeutet, dass
¢ (0) > —8:0F (x)) ;.

Wie in Abbildung4.4 visualisiert, &sst sich stets eim; > 0 finden, so dass
F(xj) —F(xj —0jsj) > &10;0F(x))'s;  (Armijo-Goldstein)
und
OF (x; — Oij)TSj < 52DF(X]')TS]', (Pos.Def. vorHj, 1)
erfullt werden.

Die gesamte Vorgehensweise ist in Algorithndu8 zusammengefasst.

¢ Jede Suchrichtung ist eine Abstiegsrichtunggaositiv-definit konstruiert war. In prakti-
schen Anwendungen wirld; oft nach einer festen Anzahl von Schritten als Einheitsmatrix
gewahlt (‘Rucksetzen’).

e Algorithmus 4.2 ist eine Spezialisierung von Algorithms1, und die erzeugten Folgen
{si}jen und{aj} .y sind zubssig, d.h. das BFGS-Verfahrenieif die Voraussetzungen
von Satz3.9 auf Seite44 zur Konvergenz von Line-Search-Verfahren.

e Bei Konvergenz gegen einen lokalen Minimiexenit positiv-definiter Hessematrix?F (X
und Lipschitz-Stetigkeit voR auf einer Umgebung vax(hinreichend ist die dreimal stetige
Differenzierbarkeit) konvergiert die BFGS-Methodaperlinear (Das Newton-Verfahren
konvergiert unter gleichen Voraussetzungen quadratisch). Allerdings ist im allgemeinen

lim [|H; — (0%F () || # 0.

j—>oo
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BFGS-Methode:  EingangF, xo, €, 81, 82; Ausgangx;, F(xj), OF (x;), Hj;

Schritt O: Initialisierung:
Wahlexo € R", € >0,0< & < 3 undd; < &, < 1.
falls ||OF (Xo)|| < €:
STOP mit Ergebnisg.

L
sonst
Wabhle eine positiv-definite Matriklp. i.d.R. die Einheitsmatrix
Setzej := 0 undgehezu Schritt 1.
L

Schritt 1: Berechnung der Suchrichtung
Berechnes;j := H;OF (x;j).
Gehezu Schritt 2.

Schritt 2: Berechnung der Schrittweite
Berechneoj derart, dass gilt
o F(Xj)—F(xj—0jsj) > &10;0F (x))'sj,
° DF(Xj —Oij)TSj < 52DF(XJ')TSJ',
e 0j =1, falls mbglich.
L
Gehezu Schritt 3.

Schritt 3: Update
Setzexj 1 := Xj — 0jS;j..
falls HDF(Xj+1)H < €&
STOP mit Ergebnig;j 1.

[
sonst
e XiTXin
PI= T ]
4 - OF00) DF (1)
j- ij—XjJrTlH T . .
. d; pj+d; Hjd; T pjd;' Hj+H;djp;
. — . J J . _ J )
Hjy1:= HJ+—F(dTp,) iPj dlp;

j Ml
Ersetzej durchj +J 1 undgehezu Schritt 1.
L

Algorithmus 4.2: Schema der BFGS-Methode

4.5 BNS-Methode

Die verschiedenen Varianten der Newton-Methode unterscheiden sich in der Regel durch die Wahl
einer Ersatz-Suchrichtung, falls die Hessematrix der Zielfunktion am aktuellen Iterationspunkt
nicht positiv-definit ist. Statt einer Line-Search-Methode wird nun das Konzept €uere-
Search-Methodebetrachtet $tu9q.

SeiF : R" — R zweimal stetig differenzierbar ung € R". Die ‘Kurve des steilsten Abstiegs’
ist definiert als die eindeutigedsungx : ]Rg — R" desAnfangswertproblems

x(t) = —OF(x(t), furt>0,  x(0)=Xo. (4.8)
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Falls die Kurvex(t) beschankt ist, dann istt limx(t) ein lokaler Minimierer vorf.

Betrachtet man nun das quadratische Taylor-Poly@ovon F beixy mit den Abkirzungen
0o :=0F(xo) und Ho:=0%F(x),

also

Q) == F (x6) + 85 (X~ 0) + 3 (x~0) Holx— ).
0Q(X) = go + Ho(x—Xo),
dann ist die Kurve des steilsten Abstiegsquadratischen Modeliegeben durch
X(t) = —Hox(t) + Hoxo—go furt >0, X(0) = Xo. (4.9)

Wahrend die bsung von 4.8) im allgemeinen nicht berechenbar ist, lautet disung des Ersatz-
problems 4.9
X(t) =X —M(t)go, furt>0, (4.10)
mit .
M(t) = exp(—tHo) / exp(tHo) dt = exp(—tHo)
0
Nun betrachte man die Eigenweltg, ..., A, von Hp und das zugeldrige orthonormale Eigensy-
stemvy,...,Vn. V = (V1,...,Vy) ist dann eine orthogonale Matrix und

[oe]

1
kZo(k"' 1)!

tk+1 k

V THoV = diag(A1,...,An).
Dann gilt

1 .
VMOV = diagut. A it An). mit HEA) = {tX“—eXp(—tA)), mig

Definiert man noctf3; := v;' go fiir L< i < n, dann &sst sich4.10 umformen in
n
X(t) =Xo— Zlu(t;)\i)BiVi, furt >0, (4.11)
i=

Abbildung 4.5 zeigt, wie diese Kurve(t) in den Minimierer &uft bei positiv-definitemHo,
wahrend bei mindestens einem negativen Eigenwert diese Kurve ‘im Unendlichen verschwindet’,
wie Abbildung4.6illustriert.

Das lokalen ModelQ der Zielfunktion approximiert diese Funktion nur in einer Umgebung des
Punktesxg (allgemein:x;) ‘hinreichend gut’. Analog zur Vorgehensweise bei den Line-Search-
Methoden stellt sich wieder die Frage, wo grol3 bzw. klein der Steuerparanuys=eahlt werden
muss, damik(t) ein guter fachster Iterationspunkt ist. Diese Schrittweitensteuerung beim BNS-
Verfahren ist kompliziert und wird im Folgenden konzeptuell vorgestellt.

Zunachst betrachten wir den quadratischen Abstihgdvon x(t) zuxg, d.h.

n

a(t) := [|x(t) — o3 = gg M*(t)go = 'Zuz(t,hi) f, furt>o.
i=
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Abbildung 4.6: x(t) fiir Ho mit mindestens einem negativen Eigenwert

Es lasst sich zeigen, daaét) streng monoton steigend ist, dxt) entfernt sich vorxg mit wach-
sendent (‘x(t) beschreibt keine Schleifen’). Als Maximaldistanz definieren wir

Smax(Xo) 5:t”_r>[]o\/% € [0, 4.

Mit Ausnahme einiger Spezidglfie (wenn einige3; = 0 sind) istsmax(Xo) nur endlich tir positiv-
definite HessematrizeHy. In diesem Fall gewinnt man den Minimierer v@hnaitirlich durch
einen Newton-Schritt:

B,

n
tIim X(t) = %o — Z\)‘ =Xo—Ho_190-
Jetzt kann man eine neue Parametrisiersifiig die Kurve des steilsten Abstiegs dihfen:

st [0,+00] = [0,smax(X0)], t+—s(t) =+/a(t).

sist eine bijektive Abbildung und wird\bstands-Parametrisierunggenannt. Weiter betrachten
wir die Umkehrabbildung vons, also

T: [0, Smax(X0)] — [0, 4], s—1(s)=a ().
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Mit T(Smax(X0)) := —+oo.
Mit Hilfe der neuen Parametrisierung definieren wir die relativeaxelerung der Zielfunktiok
entlang der Kurvex(t(s)), startend bexo, als

Oy (8) 1= F(X0) —F(x(t(s))), furse [0,smax(Xo)]-
Analog betrachten wir die Vanderung im quadratischen Modéli

Oyy(8) := F (x0) = Q(x(1(8))), flrse [0, Smax(X0)]-

Abbildung 4.7: Schrittweitenwabhl fiir die BNS-Methode

Als Kriterium zur Schrittweitensteuerung vergleicht man nun die &eittiche Abnahmetiy, (s)
der Zielfunktion mit der ‘vorhergesagten Abnahnag;(s) im Taylor-Modell Q, siehe Abbildung
4.7. Man akzeptiert eine Schrittweitsedann, wenn

Oyy (8) > 00y ()

mit einer Konstanten & a < 1. Der rachste Iterationspunkt ist dam(x($)).

e Eine Implementierung muss noch eine Reihe von technischen Randbedingungek:+ ber
sichtigen. Die Abbildung ist nur implizit gegeben und dahe&ve eine (weitgehend) exakte
Berechnung von(s) zu einem gegebenemumerisch zu aufwendig U eine Schrittweiten-
steuerung nach der prinzipiellen Armijo-Goldstein-ldeeiggmaber eine numerisch einfache
Approximation Approy(s) > 0 vont(s) mit0 <y < % und der Eigenschaft

)
\/a(Approw(s ) i

da dann gilt
S
Approx, <§> < Approx, (s) < Approx,(2s).
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e Wenn die vom BNS-Algorithmus erzeugte Iterationsfo[gqe}jeNo gegen eirx € R" kon-
vergiert mit0%F (X) positiv-definit, dann gibt es eibl € N mit
Xj+1=X] — (DZF(xj))_lﬂF(xj), furallej > M,

d.h. es werden nur noch Newton-Schritte durctipefund das BNS-Verfahren konvergiert
guadratisch unter geeigneten Voraussetzungen.

¢ Richtungen negativer Kimmung (Eigenvektoren zu negativen Eigenwerten der Hessema-
trix) werden vom BNS-Algorithmus durch Verwendung der Kurve des steilsten Abstiegs in
natirlicher Weise barcksichtigt.

4.6 Trust-Region-Methode

Die Idee der Trust-Region-Methode ist verwandt mit der BNS-Methode. Man vertraut dem lokalen
quadratischen Taylor-Mode; zu einem Iterationspunk nur auf einer Kugel mit Mittelpunkt
Xj und bestimmt auf dieser einen Minimierer, d.h. man berecknetrj) als Losung von

)@Ii&q{Qj(x) ’ Hx—xnggn}, fir einn > 0. (4.12)
A ) T \; 1
o o(,%(x?,;ln
~

N\
(/\

I Gy

P

Abbildung 4.8: Schrittweitenwabhl fiir die Trust-Region-Methode
Analog zum BNS-Verfahren betrachtet man die Abbildungen
dy :R"—= R, x—F(xj)—F(x),
do R" =R, x—F(x)—Qj(x) = OF(x) " (xj—x) — %(Xj —x) T OF (X)) (%] —X),
als die ‘tatsichliche Abnahmedy; (Xj11(n)) und die ‘vorhergesagten Abnahntég)(f(jﬂ(n)), sie-

he Abbildung4.8.

Der Parameten (quadrierter Kugelradius) wird nun so gesteuert, dasgén Minimiererxj1(n)
von (4.12 gilt A

tho (Xj+1(N)) = adyy(Xj+1(N))
mit einer Konstanten & a < 1.

Der rachste Iterationspunkdj 1 wird dann alsxj; 1(Nakzeptien g€S€tzt UNd im &chsten Schritt
wird zurachst die Akzeptanz des zuletzt bestimnmegetestet.

T. E Sturm opres2002 [23] 59



Operations Research

e Die Methode ist numerisch aufwendig, da in jedem Schritt ein oder mehrere quadratische
Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungerbgelverden riissen.

e Unter geeigneten Voraussetzungen werden nach endlich vielen Schritten nur noch Newton-
Schritte durchgefhrt und das Trust-Region-Verfahren konvergiert quadratisch.
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