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4 Statistische Verfahren

Viele Aktivitaten, die in der Systemanalyse untersucht werden, haben die Eigenschaft,
daR ihre Ergebnisse nicht genau vorausgesagt werden kdénnen. Es Ia3t sich meist nur
ein Bereich der méglichen Ergebnisse angeben. Wird eine solche Aktivitat mehrfach
und urabhamyig durchgefiihrt, dann werden in zufalliger Folge verschiedegyelisse

aus dem jeweiligen Wertebereich realisiert. Man nennt daher eine derartige Aktivitat
ein ZufallsexperimentSimulationsexperimente mit stochastischen Modellen sind als
solche Zufallsexperimente aufzufassen. Es bedarf statistischer Verfahren, um die Zu
fallsaspekte in ein Simulationsmodell einzubringen (4.1 und 4.2), entsprechende sta
tistische Verteilungen fir das Modell aliziten (4.3) und die Ergebnisse von Sinu
lationexpaimenten exakt auszuwerten (4.4).

4.1 Zufallszahlenerzeugung

4.1.1 Die Bedeutung von Zufallszahlen fiir die Simulation

Wenn man das Verhalten zufallsabhangiger Prozesse an einem entsprechentden Simu
tionsmodell untersuchen will, kommt man nicht umhin, die real vorhandene Zuféllig
keit in geeigneter Weise im Modell nachzubilden. Hierfur werdenrsogee Zufalls
zahen verwendet. Beispielsweise wurden die Absténde zwischen Kamddgen und

die Bedienungsdauer im Reservierungsmodell (2.4.1.2) jeweils durch dadiszanl
festgelegt. In gleicher Weise wurde im Beispiel zur Satien audallanfaliger
Systeme (2.4.3) die Zufalisil3e "Lebensdauer eines Maschinenteils" gabHdet.
Allgemein a3t sich feststellen:

Zufallszahlerdienen zur Realisierung vatufallsvariablen Der betreffenden Vari
ablen wird mittels einer Zufallszahl ein Wert ihres Wertebereichs zugeordnet.

Dabei sind Zufallszahlen zunéchst als Ergelstishastischerphysikalischer Vor
gange aufzufassen. Als einfachstes und bekanntestes Beispiel wird dafiir fast immer der
Wurf eines idealen Wiurfels angegeben, als dessen Ergebnis eine zuféllige Folge von
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Zahen aus der Menge 1, 2, ..., 6 entsteht, z. B. 5, 2, 1, 1, 6, 3, 4, ... . Ein weiterer physi
kalischer ProzeR3, der Zufallszahlen liefert, ist der Zerfall radioaktiver Substanzen. Als
Zufallszahlen kénnen dabei die Anzahl der je Zeiteinheit zerfallenden Teilchen regi
striert werden. Auf diese oder ahnliche Weise gewonnene Zufallszahlen Ineteich
man alsechteodernatirliche ZufallszahlenDamit wird angezeigt, da® sie Bt

realer physikalischer Prozesse sind. Ein Verfahren zur Erzeugung von Zufallszahlen
wird Zufallszahlengeneratggenannt.

Zufallszahlentabellen auf der Basis von Beobachtungen stochastischer physika
scher Prozesse eignen sich aber kaum fiir die Simulation komplexer Prozesse-die prak
tisch nur mit Hilfe von Rechnern durchfiihrbar ist. Da aus statistischen Griinden jede
ZufallsgréRe in vidlacher Wiederholung im Modell realisiert werden muf3, ist fir die
Nachahmung eines Prozesses mit mehreren Zufallsvariablen eine sehr grof3e Anzahl
von Zufallszahlen netendig. Somit wéren riesige Zufallszahlentabellen im Rechner zu
speichern. Die Speicherung der Zufallszahlen in Dateien wirde keinen effizienten Zu
griff ermdglichen. Sinnvoller ist es, die beigien Zufallszahlen erst dann zu erzeugen,
wenn sie bei der Simuian bendétigt werden. Das bedeutet, dal3 als Zufallszahlen
gener#or ein Algorithmus zu impleméieren ist, dessen Ausgabe einen brauchbaren
Ersatz fur naturliche Zufallszahlen darstellt.

Es leuchtet ein, daf? es bei Zufallszahlen nicht auf die Art ihrer Erzeugung ankommt.
Wesentlich ist nur, daf3 sie in ihrer Gesamtheit ESghaften aufweisen, die es-ge
statten, ZufallsgréRen nachzubilden. Mit anderen Worten: Wichtig ist nur, dal3 die Zah
len in statistischer Hinsicht annéhernd gleiche Eigensehatie die nachzuahmea
reale Zufallsgrof3e aufweisen.

Im Sinne dieser Feststellung wurden algorithmische Verfahren zur Berechnung von
Zahen gesucht, die Zahlenfolgen mit vorgegebenen statistischen Eigenschaften liefern.
Es ist klar, da3 die mit H& von Algorithmen berechneten Zahlen nicht das Ergebnis
stochastischer, sondern nur deterministischer Prozesse sein kdnnen. Deshalb bezeichnet
man solche Zufallszédn alsPseudo-Zufallszahlen

Ein Vorteil der synthetisch konstruierten Pseudo-Zufallszahlen istRbprodu-
zierbarkeit. Die gleiche Zufallszahlenfolge kann beliebig oft rekonstruiert werden.
Diese Eigenschatft ist fir Kontrollrechnungen und fiir die Durchfiihrung vomatter
simulationen wichtig. Zufallszahlengeneratoren, die sehr schnell in praktisch endloser
Folge voneinander unabhangige Zufallszahlen produzieren und sie zur Waiteever
tung dem Simulationsprozel zufuhren, stellen somit das Herz einer gexiasti
schen Simulation dar. Es ist offensichtlich, daf3 die Simulationsergebnisse ganz wesent
lich von der Qualitét der eingesetzten Zufallszahlengeneratoren abhangen.
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4.1.2 Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen

In zufallsabhéngigen Prozessen treten Zufallsvariablen mit sehr unterschiedlicher Cha
rakteristik auf, ausgedriickt durch dstatistische Verteilungsgesetzdem sie folgen,

und die zugehorige¥erteilungsparameter wie Mittelwert und Varianz. Zur adagua

ten Naclbildung solcher Zufallsvariablen sind daher auch Zufallszahlen mit ganz unter
schiedichen wahrscheinlidkeitstheoetischen Merkmalen erforderlich.

Die dafur aufgestellten Erzeugumdgorithmen schlieen jedoch i. d. R. in einem
ersten Schritt die Berenhng gleichverteier Zufallzahlen ein, die in einem zweiten
Schritt tranformiert werden. Zufallszahlen X sind in einem Intervall (ag®ich
verteilt, wenn sie de¥erteilungsfunktion

F(X)=0 firX<a
X-a N

F(X)_E fira<X<b

FX)=1 fur X=b

bzw. der Dichtefunktion

f(X):—1 fira<X<b

b-a
f(X) =0 fir X<aoderX=b
folgen. ErwartungswerE und Varian2/ar der Gleichverteilung bestimmen sich &us

2
a+b _(b-a)
> bzw. Var (X) = 12

E(X) =

Die fur stetige Gleichverteilungen giltigen Beziehungen lassen sich ndherungsweise
auch fur diskrete Zufallszahlen verwenden. Eine Folge gleichverteilter Zahlen kann
man durch Wirfeln oder durch Ziehen aus einer Urne erhalten, da firr jede Zahl die
gleiche Wahrschelithkeit dafur besteht, dal sie als nachste gezogen wird. Ob dies fir
ein Berechnungsverfahren fur (Pseudo-) Zufallden auch gilt, muR3 jeweils geprift
werden. Die Statistik stellt dafur geaigte Prifmethoden in Form sogenannter
Anpassungstestur Verfligung, mit denen eine gegebene Zahlenfolge daraufhin unter
sucht werden kann, ob sie einem bestimmten statistischen Verteilungsgesetz genigt.

1 Als Erwartungswert bezeichnet man allgemein den Mittelwert einer theoretischen Verteilung. Die
Varianz (bzw. die Standardabweichung als deren Wurzel) beschreibt die Schwankungen einer
Verteilung um deren Mittelwert.
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t —
X
Abb. 4-1: Wahrscheinlichkeitsdichte der Gleichverteilung

Zu den bekanntesteviethoden fiir die Zufallszahlenerzeugunggehort die (mult
plikative) Kongruenz-Methodedie vonD. H. Lehmerbereits 1951 eingefiihrt wurde
[Leh51]. Sie liefert Zahlenfolgen nach der rekursiven Rechenvorschrift:

Zjy1 =(A - z) mod P i=0,1,.. (4.1-1)

Eine weitere Zufallszahl,z ergibt sich somit aus der vorangegangenen Zahlrzh
Multi plikation mit A und durch Modulo-Division (Rest der ganzzahligen Division)
durch P. Die GroRBen A ung, stellen festzusetzende ganze Zahlen aus dem Bereich
[1, P-1] dar, wobei P eine Primzahl sein sollte. Die durch das Verfahren erzielbare
Zahlenfolge beegt sich ebenfalls im Intervall [1;H. Durch Wahl eines sehr grof3en
Wertes fur P (maxnal bis zur Rechengenauigkeit des Computers) kann der Werte
bereich der Zahldolge sehr weit ausgedehnt werden.

Die rekursive Berechnung sei an einem Beispiel erldutert (das wegen der kleinen
Periodenlénge allerdings nicht realistisch ist). Mit A =5, P = 17 yrdbz d. h.

Zjy1 =(5z) mod 17
ergibt sich die in der dritten Zeile von Tabelld &ngegebene Zahlenfolge. Die Zah

lenfolge istperiodisch. Sobald ein bereits erzeugter Wert erneut entsteht — im Beispiel
ab i = 16 — wiederholt sich die Folge.

Tabelle 4-1: Zahlenbeispiel fiir die multiplikative Kongruenz-Methode

i I 012345678910111213141516...

Az | 254030657010508060455520157535 525 ...

Zis1 I 861314 2101612 911 43157 15 8...
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Zufallszahlenfolgen durfen eine solche Eigemaft nicht aufweisen, da sonst stocha
stische Abhangigk&n eingefuhrt werden. Man verwendet daher nur Zufallszahlen, die
innerhalb einer Periode liegen. Die Lange der Periode a3t sich durch die Wahl von P
beeinflusen. Fir eine geeignete Wahl der Parameter A und P gibt es mehrere Még
lichkeiten, z. B.

P=2"-1
A=p

wobei p eine Primzahl als Faktor von P-1 und k ein positiver Exponent ist. P stellt
dabei die grofite binar darstellbare Primzahl dar, die in einem Maschinenwort heute
Ublicher Lange (32 Bit) gespeichert werden kann. Es laRt sich nachweisen, daR die bei
geeigeter Wahl von A undgmaximal erzielbare Periodémge 2° betragt.
Die mit Hilfe dieses Verfahrens gebildeten Zahlgrmverden meist noch durch P

dividiert:

vz )
2= (i=1,23,..) (4.1-2]

Die so erzeugten Pseudozufallszahlen liegen im Intervall (0, 1) und erfillen gut die
Forderung nach Gleichverteilung. Die Umrechnung (4.1-2) entspricht einer Abbildung
des Intevalls (0, P) auf das Intervall (0, 1) (s. Abb. 4-2).

0 P

Abb. 4-2: Transformation zur Erzeugung v{® 1)-gleichverteilten Zufallszahlen

Damit ist zugleich der Weg fur die Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen X fur ein
beliebiges Intervall (a, b) aufgezeigt (s. AbiB)}

O Xi: a"’(b—a)ziI (41-3‘
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Abb. 4-3: Transformation zur Erzeugung von (a, b)-gleichverteilten Zufallszahlen

Diese Beziehung gestattet eine einfache Transformation von (0, 1)-gleichverteilten
Zufallszahlen Z' in gleichverteilte Zufallszahlen X eines beliebigen Intervalls (a, b).

Um als Ersatz fir echte Zufallszahlen dienen zu kénnen, genigt es nicht allein, daf
Pseudo-Zfallszahlen ein bestimmtes statistisches Verteilungsgesetz erfiillen. Sie mis
sen aul3efem

» stochastisch unabhéngigein und
« zuféllig in der Folge auftreten (nicht stellenweise gehauft).

Fur den Nachweis dieser Eigenschaften einer erzeugten Zahlenfolge werdatissben
statigische Testverfahren herangezogen. Einige Testverfahren fur Zufidiszedrden
beispielsweise in [Bar83] behandelt. In diesem Rahmen werden auch einige aus der
Literatur bekannte Zufallszahlengeneratoren exemplarisch diesereffalsten unter
worfen und Empfehlungen fir Generatoren guter statistischer Qualtitdeitdtg&Sute
statstische Eigenschaften besitzt nachweislich der Zufallszgaterator, der im fel
genden Abschnitt 4.2 eingefihrt wird.

Ein ebenfalls weit verbreitetes Verfahren zur Zufallszahlenerzeugung stellt die
lineare Kongruenz-Methode dar, die vibh Greenbergeials Verallgemeinerung der
oben vorgstelten multiplikativen Kongruenz-Methode eingefihrt wurde [Gre51],
wobei hier ein weiterer Parameter B verwendet wird:

Ziy1 =(A - z;+ B) mod P (4.1-4)

mit i=0,1,... und0<z,,<P

Andere Verfahren zur Gewinnung von Pseudo-Zufallszahlen findet man z. B. bei
D. E. Knuth[Knu69]. Die Bemihungen um effiziente Zufallsgeneratoren mit hoher sta
tistischer Qualitat kénnen jedoch noch keineswegs als abgeschlossen angesehen
werden.
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4.1.3 Zufallszahlen beliebiger Verteilungen

Die in Simulationsmodellen nachzubildenden Zufallsvariablen sind natirlich nicht
immer gleichverteilt, sondern kénnen sehr verschiedenartigen theoretischen eder em
pirischen Verteilungsgesetzen unterliegen. Daher benétigt man auch Verfahren zur Er
zewyung von Zufallszahlen, die z. B. einer Exponential-, Normal- oder eingiriem
schen Vertdung gentigen. Solche Verfahren gehen in der Regel von gleichverteilten
Pseudo-Zfallszahlen des Intervalls (0, 1) aus, die nach einer geeigneten Berechnungs
vorschrift in Zufallzahlen der geforderten Verteilutrgnsformiert werden.

Die Erzeugung beliebig verteilter Zufallszahlen erfolgt somit in zwei Schritten
(s. Abb. 4-4). Der erste Schritt wurde im vorausgegangenen Abschnitt beschrieben. Fir
den 2. Schritt wird der folgende Satz (ohne Beweis) zugrundegelegt:

Im Intervall (O, 1) gleichverteilte Zufallszahlery, z,, z3, ...kdnnen in Zufallzahlen
X1, X2, X3, ... transformiert werden, die nach der Verteilungsfunkti(X) verteilt
sind, indem man die Umkehrfunktion Woauf z; anwendet, also:

xi = F(z) (4.1-5)

Durchinversion der im Modell zu realisierenden \etungsfunkion F(X) ergibt sich
also eine Berechnungsvorschrift fiir entsprechend verteifi@lZzahen. Man spricht
daher auch voimverser TransformatianDieses Verfahren wird nachfolgend fir jene
statigischen Veteilungstypen angewendet, die in der Simulation am haufigsten bend
tigt werden (vgl. [Fra79], S. 58).

(0, 1)-gleichverteilte Zufallszahlen
Zufallszahlen- Zufallszahlen inverse gema der
———————— .
Generator Transformation | vorgegebenen
Verteilung

Abb. 4-4: Erzeugung von Zufallszahlen mit vorgegebener Verteilung

Exponentialverteilte Zufallszahlen

Bei Simulationsstudien sind haufig Zufallsvariablen im Modell zu realisieren, die einer
Exponentialverteilung folgen (z. B. Zwischenankunftszeiten oder die Lebensdauer
eines Gerates). Die nachzubildende Zufallsvariable sei mit X bezeichnet, itte¢ Ver
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lungsfunktion mit Z = F (X). Fur di&€xponentialverteilung lautet die (theoretische)
Verteilunggunktion:

z=1-e™= F(X) (4.1-6)

Die inverse Funktion ¥ ergibt sich durch Auflésung der Verteilungsfunktion nach X:

1
X=-11In(1-Z
» I (1-2)

Z nimmt die Werte zin (0, 1) mit gleichmé&Riger Verteilung an. Diesen wird nun

X, = —% In (1-z) (4.1-7)
zugeordnet. Erwartungswert und Standardabweichung (die Wurzel der Varianz) einer
Exponentialverteilung betgen 1A.

Die Transformation gleichverteilter Zufallszahlen in Zufallszahlen einer Exponen
tialverteilung Uber die Inverse der Verteilungsfunktion besteht, geometrisch-veran
schaulicht, in einer Zuordnung von Ordinatenwerten des Intervalls (0, 1) zu Abszissen
werten X uUber den Graphen der Verteilungsfunktion (s. Abb).4

zA
1
FX)= 1-e ™
0.566--------
0 l': I I t t I 1 ——
02:04 06 08 1.0 1.2 1.4 15 X

0.278

Abb. 4-5: Exponentialverteilung mx = 3
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Erlang-verteilte Zufallszahlen

Die allgemein anwendbare Transformationsmethode kann grundsatzlich durch andere
Erzeugungsverfahren ersetzt werden, wo Zufallsvariablen deramtegteSind, dal sie

aus einfacher zu simulierenden Zufallsvariablen zusammengesetzt sspieBeaieise

folgt das arithmetische Mittel aus k unabhangigen, exgaleerteilten Zufallsaria

blen mit gleichem Mittelwert einer Erlang-Verteilung der Gudg k. Dieser Vertei
lungstyp spielt bei Bedienungs-/Wartesystemen eine wichtige Rolle, denn in der Praxis
ergeben sich oft Haufigkeitsverteilungen, die von einer eaptiellen Vertéungsform

(z. B. aufgrund hoherer Varianzen) abweichen. Derartige Haufigketitslungen las

sen sich haufig durch eine Erlang-Verteilung mit den metarn k undy = 1A
beschrdien. Zur Simulation einer Erlang-verteilten Zufaisaden bendtigt man

nicht die Kenntnis ihrer Verteilungsfunktion. Es genigt, deren Difinrichtig anzu
wenden, namliclk exponentialverteilte Zufallszahlennach dem oben genannten Ver
fahren zu erzeugen und ihr arithmetisches Mittel zu berechnen. In Wengimit der
Transfomationsmethode zur Erzgung exponentialverteilter Zufallsvarlab lautet

die Berechnungsvorschrift fiir eine Erlang-verteilte Zufallszahl x

1 k
Xi= ——— In(1-z; -8
T Zl (1-2) (4.1-8
Der Erwartungswert einer Erlang-Verteilung betragt tile Varianz 1/(k A2).

Normalverteilte Zufallszahlen

Die explizite Inversion der Verteilungsfunktion, wie sie bei der Exponentialverteilung
gezeigt wurde, ist bei détormalverteilung — und auch bei einigen anderen thieore
schen Veteilungen — mathematisch nicht méglich. Eine analytische Tranatams
vorschrift kann folglich nicht abgeleitet werden. Man wendet daher Naherenfigis

ren an.

Nach deneentralen Grenzwertsatier Statistik néhert sich die Summe von n iden
tisch verteilten, unabhangigen Zufallsvariablen mit dem Mittelweund der Va-
rianzo? einer Normalverteilung mit Mittelwert ru und Varianz n g2 asymptotisch
an. Werden gleichverteilte Zufallszahlen addiert, dann ist schon fir relativ kleine n eine
sehr gute Anndherung an das Normalverteilungsgesetz zu beobachten. Edelseson
glnstiger Wert ist n = 12, da der Mittelwert einer im Einheitsintervall (0, 1) dteich
mig verteilten Zufallsvariablen 1/2 und die Varianz 1/12 betragen. Die Varianz der
Summe von 12 dieser Variablen ist dann gerade gleich 1, ihr Mittelwert ist 6. Man
erhalt also mit fir die Zwecke hinreichend guter Ndherung standardisiertator
verteilte Zufallzahlen (d. h. mit einer Normalverteilung N (0, 1)), indem man 12
gleichverteilte Zufallszahlen aufaddiert und von der Swendie Zahl 6 subtrahiert:
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12
z;= i_zlzi -6 4.1-9

Eine Transformation der aus dieser Berechnung resultierenden normalverteilten Zu
fallszahlen mit dem Erwartungswert 0 und der Varianz 1 in eine beliebige Normalver
teilung mit dem Erwartungswept und der Standardabweichugerfolgt nach der
Formel:

X:=2z.-0+H (4.1-10

Zufallszahlen empirischer Verteilungen

Haufig wird man es in der Simulation mit Zufallsvariablen zu tun haben, fiir die keine
theoretischen Verteilungstypen, sondern nur empirische Verteilungen ermittelt werden
kénnen, die in Form voHlistogrammen gegeben sind. Als Beispiel sei die Vi
tungsdauer eines Auftrags in einem Rechensystem genannt. Mit Hilfe der Zeiterfassung
werden Angaben dariiberwgennen, mit welcher Haufigkeit die Verarbeitungsdauer in
gewisse Teilintervalle (Klaen) des gesamten Wertebereichs fallt.

Tabelle 42 zeigt ein Beispiel mit 500 Messungen: Es treten Werte zwischen 2 und
10 Minuten auf. Der Wertebereich wird in 8 Klassen geteilt. Jede Klasse wird in der
Tabelle durch den Mittelwert der Klassengrenzen gekennzeichnet. Die erste Klasse
entspricht also dem Inteall [2,3[ usw. Es wird angenommen, daf} die Werte innerhalb
einer Klasse gleichverteilt sind.

Tabelle 4-2: Empirische Verteilung

Klasse 25 35 45 55 65 75 85 95

Anzahl der 16 20 86 130 79 75 39 55
MeRwerte

Relative 0.032 0.04 0.172 0.260 0.158 0.150 0.078 0.110
Haufigkeit

Kumulative 0.032 0.072 0.244 0.504 0.662 0.812 0.890 1.000
Haufigkeit

Die Abbildungen 46 und 47 zeigen die relative und die kumulative Hakég (Ver-
teilungsfunktion) dieser empirischen Verteilung. Dabei ist das Tramst@nwyer-
fahren bereits zu erkennen:

X=X

X=X @R e —rex)

(4.1-11




4.1 Zufallszahlenerzeugung 111

Gemal der Gleichverteilungsannahme der Werte innerhalb einer Histogrammklasse
werden die Klassengrenzen jeweils mit Geradenstiicken verbunden, d. h. es wird linear
intempoliert.

f(X) A
0.20 ]
0.10 L
] -
2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

Abb. 4-6: Histogramm der empirischen Verteilung (relative Haufigkeit)

1

7 8 9 10 X
Abb. 4-7: Verteilungsfunktion der empirischen Verteilung (kumulative Haufigkeit)

Zufallszahlen diskreter Verteilungen

Eine zu simulierende Zufallsvariable (z. B. die tagliche Nachfragemenge nach einem
Produkt) sei durch die Tabelle ihrer diskreten Verteilung gegeben. In Abbildung 4-8 ist
die Wahrscheinlichkeitsfunktion g P (X = x), in 4-9 die Verteilungsfunktion (kurau

lative Haufigkeit) F (X) = P (€ x;) dargestellt. Um eine verteilungsgerechte Trarsfor
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mation gleichverteilter Zufallszahlen zu erhalten, werden diese im Verhaltnisider p
Intervalle auf der Ordinate unterteilt und dgrertsprechend Tabelle 4-3 zogegnet.
Auch hier wird also die Inverse der Verteilungsfunktion zur Erzeugung von Zufalls
zahlen einer gegebenen Verteilung verwendet.

f (XA
0.41
0.3+
0.2+
0.1+
|| _
1 2 3 4 5 X

Abb. 4-8: Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Verteilung

<Y

Abb. 4-9: Verteilungsfunktion der diskreten Verteilung

Tabelle 4-3: Transformation (Q1)-gleichverteilter Zufallszahlen in die diskrete Verteilung

z | o<zi<02 | 02<zj<04 | 04<z=05 | 05<z<06 | o0.6<zj<1
xi | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
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4.2 Ein portabler Zufallszahlengenerator in Modula-2

Fur die Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen im Intervall (0, 1) bietet sich ein
spezieller Zufallszahlengenerator nach ahertiplikativen Kongruenzmethode an,

der urspriinich von L. Schrageeingefiihrt wurde [Sch79K. MarseundS. D. Rberts
[Mar83] haben mit Hilfe statistischer Testfahren nachgewiesen, dal diesefials
zahlengen@tor Uiber ausgezeichnedttistische Eigenschaften verfugt.rbiaer hinaus

ist der Generator aufgrund seiner speziellen Ubeskhgndlung besonders leicht por
tierbar. Eine Implementation in Modufawird hier vorgestellt.

Die Funktionsprozedurandom die unten erldutert wird, nimmt als Eingabepara

meter eine ganze Zahl — genauer: einen Zeiger auf &B&ORD der eine ganzzah

lige Komponente besitzt — egetigen und bestimmt daraus zunachst einen neuen ganz
zahligen Zufallszalenwert. DieseiINTEGERWert wird anschliBend in eine reell
wertige Zufallszahl im Intervall (0, 1) konvertiert und als Funktionswert zgeick
geben.

In der urspriinglichen Version dieses Generators in FORTRAN [Mar82] bzw. Ada

[Fri85] ist nur ein einzigeZufallszahlestrom vorgesehen. Fir viele Anwendungen
werden jedochmehrere stochastisch unabhangige Zufallszahlenstromenotigt,
etwa wenn unteschiedliche Variablen wie Bedienzeiten, kiinftszeiten, Auftragarten
redisiert werden sollen. Deshalb wird hier ein abstrakter Datentyp "Zuéllen
strom" RandomMlumbeftrean) implementiert, von dem der Anwender beliebig viele
Exenplare erzegen kann (vgl. auch 3.2.6).

Der Generator arbeitet auf einem sehr groRen Zahlenbereich und eignet sich fir alle

32-Bit-Rechner. Er beruht auf der Formel (4.1-1), wobei die Wert€¥=1 und
A = 630360016 gewahlt wurden. Als Funktionswert wird = z;/P zuriickggeben.

Das verwendete Verfahren l6st mehrere Probleme, die bei Multiplikationen und Mo

dulo-Opergionen mit groRefNTEGERZahlen auftreten kdnnen. Zur Vermeidung von
Uberlaufen ist der Algorithmus fiir einen 15-Bit-Multiplikator ausgelegt. Um den oben
genannten Wert fiir A verwenden zu kénnen, ohne Uberlaufe bei Zwischéatezsall
erhalten, erfolgt eine Aufspaltung in die zwei Faktored 22 und 26143, die jeweils
kleiner als 25 sind (2 112- 26143 = 63 360016 ). Mit diesen beiden Faktoren wird
die Berechnungsschleife zweifach durchlaufen. Bei den erforderlichen Reehnan
tionen sind weitere Probleme zu beachten:

Bei der Multiplikation von 31-BitNTEGERWerter? mit 15-Bit-Faktoren (A z)
ergeben sich maximal 46 Bit umfassende Zahlen. Um einen Uberlauf zu vermeiden,
wird jede Zahl zzuné&chst in der Form

z;=a 2% +b (4.21)

Das 32. Bit enthélt das Vorzeichen.
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dargestellt und das Produkt aus A ujentsprechend als
A-zi=A-a-218+A-p
wobei fiir a maximal 15 und fur b maximal 16 Bit bendétigt werden.

« Der Modulus P des Zufallszahlen-Generators nach der multiplikativen Kongruenz
methode sollte eine Primzahl sein, um digklenlange (Periodenlange) moglichst
grof3 zu halten. Anderseits lassen sich Modulo-Operationen einfacher mit Zweier
potenzen (P' 2d) implemerierer?, da dann lediglich die héherwertigen Bits abge-
schnitten werden missen. Nfit = P+1 ist

zi'=(A-z)MODP' =A"-z;—k" P (4.2-2)
Der ganzzahlige Wert

k=(A"z)DIVP (4.23)

stellt dann den Uberlauf tiber die 31 Bit des Produktes dar. Durch Addition von k in
(4.2-2) erhalten wir

zi'+k=A-z—k-P (4.24)

Es IRt sich zeigen, dal alle saerrgten Wertejz + k kleiner als 2P sind, wenn
bestimmte Voraussetzungen tUber P, P' und A erflllt 5i@dgebenenfalls mu3 P
vom Ergebnis subahiert werden, damit es stets im Intervall [1, P-1] liegt. Somit
setzt mah

z'+k wenn (z/+k)<P
Zi+l :{ I I (42-5]

zi+k—-P wenn (z; +k)>P

Fur die praktische Anwendung der dargelegten Uberlegungen sind folgende Schritte
notwendig:

1. Zerlegung des ZufallszahlenwergisgemaR (4.2) in z = a- 216+ b,

2. Berechnung vog;' und k gemaf (4-2) und (4.23),

3. Berechnung vog; . =z;' +k,

4. ggf. Subtraktion von P, um im vorgegebenen Intervall [1, P-1] zu bleiben,
5. Wiederholung der Schritte 2 bis 4 fur den zweiten Multiplikator,

6. Abbildung der resultierenden Zufallszahl auf das reelle Intervall (0, 1).

3 In unserem Fall ist P' 33
4 Fiir den mathematisch interessierten Leser sei auf [Sch79] verwiesen.
S Der Fall 7 + k = P kann nicht eintreten.
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Die unten gezeigte FunktionsprozedRandomsetzt die Definition des Typs
RandomNumberStreanmd eine Prozedur zur Erzeugung neuer Zufallszahlenstrome
(Streamlnij voraus. Beides ist Bestandteil des Modbistributions (Anhang B.2.3).
Die dort ebenfalls vorhandene Proze®andomist eine optimierte Version des hier
vorgestellten Programms. Es werden einige Berechnungsschritte zusgefafiérund
Mehrfachauswertungen vermieden.

Die konkrete Umsetzung des geschilderten Algorithmus in MeRuafordert
einige zuséatzliche Erlauterungen.

Anstatt direkt mit der geman (4.2-1) zerlegten Zufallszphla: 216+b zu opeie-
ren, wird die Berechnung mit'z a+b/216 durchgélihrt. Dies gilt entsprechend fir die
Zwischenresultate. Die sich daraus ergebenden Divisstesswerden bei der Rekon
strukion des Gesamtergebnisses bertcksichtigt.

Im Gegensatz zum oben beschriebenen Verfahren wird derldMoBuwzur Vemer
dung von Uberlaufein jedem Fallesubtrahiert und beim Auftreten eines negativen
Ergebnisses wieder addiert.

PROCEDURE Random (s : RandomNumberStream) : REAL;
*, *

(* Portabler Zufallszahlengenerator fiir (0,1)-Gleichvertei- *)
(* lung nach der multiplikativen Kongruenz-Methode: *)
(*z i+1 =A*Z; modP *)
(* Multiplier A = 630360016, Modulus P = 2 31.1 = 2147483647 ¥
CONST

b2el5 = 32768; b2el16 = 65536; b2e24 = 16777216;

Modulus = 2147483647; (* 2"31-1*)

VAR
Multiplier, HighProduct, LowProduct,
High31, Low15, Overflow, i : INTEGER,;

BEGIN
(* Zur Vermeidung eines Uberlaufes des Zwischenproduktes — *)
(* Uber 31 Bit hinaus muf3 der Multiplier kleiner als 2"15  *)
(* sein. Daher wird die Schleife mit den beiden Faktoren *)
(* 24112 * 26143 = 630360016 jeweils einmal durchlaufen  *)

Multiplier := 24112; (* erster Faktor *)

FORi:=1TO2DO
(* Zerlegung des Zufallszahlenwertes in a*2*16+b und ge- *)
(* trennte Berechnung des Produktes fir die oberen 15 Bit *)
(* und die unteren 16 Bit des Zufallszahlenwertes *)
(* (M*a) bzw. (M*b). *
HighProduct := (s".value DIV b2e16) * Multiplier;
LowProduct := (s".value MOD b2e16) * Multiplier;

(* Bestimmung des durch 2716 geteilten Gesamtproduktes *)
(* (M*a+M*b/2°16) aus den unteren und oberen Anteilen  *)
High31 := HighProduct + (LowProduct DIV b2e16);
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(* Bestimmung des Uberlaufs (k) des gesamten Produktes *)
(* Uber 31 Bit hinaus. Da das Produkt durch 216 geteilt *)

(* wurde, muss lediglich noch durch 2/15 geteilt werden. *)
Overflow := High31 DIV b2el5;

(* Rekonstruktion des Gesamtergebnisses (z(i+1)=z'+k) *)

(* unter Berucksichtigung der bei ganzzahliger Division *)

(* aufgetretenen (gewichteten) Reste und mit vorheriger *)

(* Subtraktion des Modulus 2731-1 zur Uberlaufvermeidung *)

s”.value := (High31 MOD b2e15) * b2e16 - Modulus +
(LowProduct MOD b2e16) + Overflow;

(* Bei negativem Wert Modulus wieder addieren *)
IF s" <0 THEN

s™ = s™ + Modulus;
END;

(* Wiederholung der Berechnung fir den zweiten Faktor ~ *)
Multiplier := 26143;
END; (* FOR *)

(* Transformation in das Intervall (0,1) fiir 24-Bit-Mantisse *)
RETURN FLOAT (2 * (s" DIV 256) + 1) / FLOAT (b2e24)
END Random;

Die Klammerung im Ausdruck fur das Funktionsergebnis in der zweitletzten Zeile
(RETURN FLOAT.).ist nur scheinbar redundant; sie dient B&erlaufvermeidung.

Auf den ersten Blick mag es schwer verstandlich erscheinen, weshalb diéofFrans
mation derINTEGERwertigen Zufallszahlen auf die reellen Zahlen so kompliziert
erfolgt. Die exakte Form dieses Ausdrucks hat jedoch entscheidenden Einfluf3 auf die
gleichmaRige Verteilung der Ergebniswerte: Auf 32-Bit-Maschinen werdechébli

weise 24-Bit-Mantissen verwendedir{gle precisiop Damit ist keine 1:1-Abbildung

ohne Genauikeitsverlust zwischedNTEGER und REAL-Zahlen mdglich. Als
Ausweg bietet sich die explte Abbildung von jeweil28=256 INTEGERWerten auf

eine einzigeREAL-Zahl im Intervall (0, 1) an. Somit werde’'%erschiedee ganze
Zahlen auf 23verschielene Gleitkommazahlen trdosmiert, zwischen denen jeweils

eine Differenz vorl/223 besteht.

Aus der Ublichen Mantissennormalisierung mit fihrenden Nullen kann maschinen
abhangig eine unterschiedlich dichte Abbildung WEFEGER auf REAL-Werte am
oberen und unteren Ende des (Gslritervalls resultieren, so daf dort u. U. keine
Gleichvertelung gegeben ist. Um zu vermeiden, daf die ersten 255 Werte auf Null
abgebildet werden, erfolgt vor der Division durcH 2lie Multiplikation mit 2 und
anschlieBender Addition von 1. Durch diese Verschiebung um eine Stelle nach links
und Setzen des untersten Bits wird stets eine ungéNHEGERZahl erzeugt und
weiterverarbeitet.
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4.3 Testverfahren zur Bestimmung statistischer
Eingabeverteilungen fur Simulationsmodelle

Wie die Beispiele in Kapitel 2 gezeigt haben, spielen in der Simulation Eidatesine

mit stochastischem Charakter (z. B. Zwischenankunftszeiten fidgelmengen, Bear
beitungszeiten) eine zentrale Rolle. Unter der Annahme, daf diese einer bestimmten
statigischen Verteilung folgen, werden dann im Verlauf der Simulation entsprechend
verteilte Zufallszahlen als Eingabe fur das Sationsmodell erzeugt. Dabei kann die
empirische Vertéiing oder aber eitheoretischer Verteilungstyp (Normalt, Expo-
nential, Erlang-Verteilung usw.) zugrundegelegt werden, der durch statistische Aus
wertung der empischen Daten ermittelt wurde. Diese zweite Mdglichkeit ist in der
Regel vorzuziehen, da die Ergebnise dann weniger abhangig vom konkreten Daten
material sind (z. B. hisichtlich der Randerte) und somit ein€erallgemeinegung der
beobacteten Zufallspreesse erreicht wurde.

Es stellt sich somit die Frage, auf welche Art der Verteilungstyp der jeweiligen Ein
gabererteilung bestimmt werden kann. Ein statistischestverfahren zur Bestim
mung der Verteilungstypen und deren Parameter fir die Eingabeverteilungen eines
Modells aus empirischem Dateaterial ist deiX2-(Chiquadrat)-Anpassungstester
Ubrigens auch als Prifverfahren fir dietistssche Qualitat von Zufallszahlengene
ratoren (s. 4.1) eingesetzt wird.

Als Beispiel fiir die Durchfiinrung ein&$-Anpassungstests dient die in Tabelle 4-4
gezeigte Zufallsstichprobe der Antwortzeiten eines Rechensystems (in Sekunden) bei
bestimmten Datenbankanfragen. Es ist die Annahme zu priifen, da diese Beobach
tungswerte einer Normalverteilung folgen.

Da zwischen den beobachteten und erwarteten Haufigkeiten erwartungsgemani Ab
weichurgen auftreten, soll mit Hilfe de¥2-Anpassungstests entschieden werden,
welche der beiden folgenden Hypothesen zutreffend ist:

Hqo: Die Haufigkeiten der Antwortzeiten entsprechen einer Normalverteilung mit
W =43.6 und2=1.4.
Hq: Die Haufigkeiten entsprechen nicht dieser Normalverteilung.

Um sich fur eine der beiden Hypothesen entscheiden zu kénnen, benétigt man eine
PrufgroRe, die die Abweichung der tatsachlich beobachteten Haufigkejtieneinem
vorgegebenen Wertebereich (eingeteilt in aquidistante Klassen) von den theoretisch zu
erwatenden Haufigkeiten;eausdriickt. Treten betréchtliche Unterschiede zwischen
diesen Haufigkeiten auf, wird man geneigt sein, 244 verwerfen. Eine haufig ver-
wendete PrifgroRe ist:
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2 _ i— % EE
=2 e (431

Die GroReX2folgt naherungsweise (fiir n ) selbst einer statistischen Verteilung,
der vonPearsoreingefiihrterX2-Verteilung.

Die Quadrierung der Differenzen zwischen beobachteter und erwarteter Haufigkeit
im Zahler verhindert, daR sich positive und negativevéibhungen aufheben. Ebenso
erscheint es plausibel, diesen Ausdruck durclzte nomieren — die Abweichung
(1000-9903 = 100 ist nicht so relevant wie (20—-26) 100.

Die X2-Verteilung besitzt einen Parameter f, diezahl der Freiheitsgradd®ie Ar
zahl der Freiheitsgrade entspricht der Anzahl der Intervalle (Klassen) minus 1. Sie muf3
jedoch weiter reduziert werden, wenn beim Vergleich der empirischen mit der-theore
tischen Verteilung auch Parameter der theoretischen Verteilung geschatzt werden mis
sen: Liegen k Intervalle vor und werden aus der Stichprobe m Parameter geschatzt, so
betragt die Anzahl der Freiheitsgrade:

f=k-m-1 (4.3-2)

Fur das Beispiel ergibt sich bei Einteilung der Stichprobe in acht Intervalle (k = 8) und
bei zwei geschéaten Pareneterny undo die folgende Anzahl von Freiheitsgraden:

f=8-2-1=5

Tabelle 4-4: Stichprobe von n = 128 Antwortzeiten fur eine Datenbankanfrage in Sekunden

44.0 42.8 40.8 41.4 44.4 43.9 42.8 44.0 42.2 44.8
43.3 42.5 435 44.7 45.8 42.0 45.2 41.1 43.8 43.8
429 43.7 45.8 41.4 42.6 45.0 445 41.6 44.3 435
43.8 44.4 43.2 42.3 42.0 41.2 44.1 45.5 43.0 39.8
43.2 449 42.6 40.1 43.2 43.0 42.7 43.5 44.0 44.8
445 44.0 42.7 44.0 42.3 44.2 44.8 41.7 43.7 424
43.5 44.3 43.7 454 44.6 42.4 455 40.8 44.3 43.7
441 46.1 45.3 43.6 43.0 46.8 44.8 42.9 453 44.1
43.8 42.5 46.0 44.4 42.0 45.4 44.0 45.3 42.0 42.9
44.2 439 435 42.1 44.2 44.2 43.8 41.7 46.5 435
445 448 45.2 43.6 42.3 43.5 43.5 46.0 43.6 44.0
42.0 41.1 43.4 45.0 44.2 42.8 42.0 46.1 43.4 42.6
46.7 44.5 44.0 44.8 43.3 42.7 43.1 43.8

Mittelwert X =43.62 Standardabweichung s = 1.373

Bezlglich des Approximationsverhaltens der Verteilung kann i. d. R. davon-ausge
gangen weten, dall bei einer Stichprobe vom Umfang n > 50 undemit5 die
Approximation hinreichend gut ist.
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Der Anpassungstest fuihrt dann zur Ablehnung, wenn die Stichprobenverteilung von
der vorgegebenen Verteilung zu stark abweicht, wenn also das beob¥éteizten zu
groRen Wert annimmt. Wenn die Nullhypothéggzutrifft, ist X2 asymptotisciX?-ver-
teilt mit f = 5 Freiheitsgraden. Man bestimmt dann aus einer Tabeld?déerteilung?
den kritischen Wert, deX? iberschreiten muR, damiglit einerlrrtumswahschein
lichkeit von a (Signifikanznivea) verworfen werden kann. Der kdtihe Wert c ist
gekennzeichnet durch die Eigenschaft:

P(X2>c¢)=a

Wenn der Wert der Prufgré3e grofer ist als ¢, wiggdtworfen und H angeiommen.

Das Ergebnis des Tests wirde in diesem Falle lauten, daf3 die empirischeni€rten
normalverteilt sind. Waren wir an diesem Ausgang des Tests interessiert, so ware das
Signifikanzniveauwr méglichst klein anzusetzen. Bei= 0.05 beispielsveise betragt

die Wahrscheinlichkeit, einen Wert f# > ¢ zu erhalten, falls die vorliegende Stich
probe dennoch aus einer norreteilten Grundgesamtheit stammt, nur 5%. So hoch
ware somit das Risiko, girrtlimlich zu verwerfenMan spricht bei einer Irrturnshr
scheinlichkeit von 5% von einem signifikanten Ergebnis; bei einem Signifikanzniveau
von 1% nennt man das Ergebnis sehr signifikant.

Nun sind wir aber daran interessierty bleizubehalten und stattdesseq &bzu
lehnen. Es soll ja positiv festgestellt werden, dafl3 die Normalverteilungsannahme zu
trifft. Ist die PriifgroReX2kleiner oder gleich dem kritischen Wert ¢, so besteht nun
umgekehrt ein gewisses Risiko, daR die Nullhypottiesémlich beibehalterwird.
Dieses Risiko bezeichnet man in der Statistikfalsehler (im Gegensatz zum oben
beschriebenen-Fehler). Fir praktische Zwecke ist es nicht unbedingt erforderlich, den
B-Fehler genau zu bestimmen. Vielmehr gentigt es, das Signifikanzmivaaht zu
klein anzusetzen (z. B. = 0.3), um deff-Fehler klein zu halten.

Im obigen Beispiel geht man nun folgendermaf3en voroR&10.3 und 5 Freiheits
grade wird der kritische Wert ¢ aus einer TabelleXdeverteilung entnommen. Dieser
betragt 6.06. Bei Werten voff < 6.06 kann also die Normalteilungsainnahme als
bestéatigt angesehen werden.

Nun wird derX2-Wert fur das obige Beispiel schrittweise ermittelt, wie in Ta
belle 4-5 gezeigt. Die Intervallgrenzen (Spalte 2) der acht Intervalle werden durch
Subtraktion des empirischen Mittelweptsund Division durch s standardisiert (Spalte
3). Einer gangigen Tabelle der Flachen unter der Standard-Normalverteilung werden
dann die Flachenanteile der Intervallgrenzen entnommen (Spalte 4). Aus der Differenz
der beiden Flachen ergibt sich die Intervallwahrscheinlichkeit (Spalte 5). Die Multipli
kation mit dem Stichprobemfang n ergibt die erwarteten Haufigkeitgrirmerhalb
der Intervalle (Spalte 6). Diesen werden die beobachteten Intervallhdufigkeiten h

6 Tabellen deb(z-VerteiIung findet man in Statistik-Lehrbuchern.
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gegeriibergestellt (Spalte 7). In Spalte 8 werden die Termeg)t/ g in Formel
(4.31) berechnet und zur PriifgroR&aufsummiert.

Da der WertX2=5.167 imAnnahmebereicHiegt, wird die Hypothese einer
Normalverteilung der Antwortzeiten mit den geschéatzten Paramgtand o akzep
tiert. Dieser Verteilungstyp kann folglich als Eingabeverteilung fiir die ertspnele
Variable in einem Simulationsmodell gewahlt werden.

Tabelle 4-5: Berechnung der Prufgrdlxg beimXZ—Anpassungstest (Beispiel)

1 2 3 | 4 5 | e | 7| s
1| -0 420 | -0 . -118 0.0000 ..0.1190 0119 | 15.23 12 | o.685
2| 420.425 | -118.-082 0.1190 ..0.2061 00871 | 11.15 13 | 0.307
3| 425.430 | -082..-045 0.2061 ..0.3264 01203 | 15.40 14 | 0127
4| 430.435 | -045. -0.00 0.3264 ..0.4641 01377 | 17.63 12 | 1.798
5| 435.440 | -0.09. 0.28 0.4641 ..0.6103 01462 | 1871 23 | 0.984
6 | 44.0.445 0.28.. 0.64 0.6103 ..0.7389 01286 | 16.46 21 | 12852
7| 445.450 0.64.. 1.01 0.7389 ..0.8438 01049 | 13.43 13 | 0.014
8| 450. 1.01. 0.8438 ..1.0000 0.1562 | 19.99 20 | 0.000
1.0000 X2= 5167

Der X2-Anpassungstest eignet sich fiir diskrete und im allgemeinen auch fiir stetige
Verteilungen. Fir steje Veteilungen mitkleinen Stichprobenumfangen bietet sich
dagegen deiKolmogorov-Smirnov Anpassungstast der ebenfalls in den meisten-Sta
tistik-Lehrblichern beschrieben ist.
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4.4 Die statistische Planung und Auswertung von
Simulationsexperimenten

4.4.1 Zur Notwendigkeit der Wiederholung von
Simulationsexperimenten

Im Zusammenhang mit stochastischen Modellen versteht man unter &imefations
experimentden simulierten Ablauf eines oder malerestochastischer Prozesse {Zu
fallsprozesse) unter Verwendung von Zufallszahlen.dkchastischer ProzeBt ein

in der Zeit ablaufender zufallsabhangiger Vorgang. Diesem wird zu jedem Zeitpunkt t
eine ZufallsvariableX { zugeordnet. Typisch fiir einen stochastischen ProzeR ist, daR die
Xt voneinander nicht stochastisch unabhéngig, sondern vielmgbkorreliert sind

(zur Autokorrelation s. 4.4.3.1).

Es sei X ein zu simulierender stochastischer ProzeR (z. B. die Wartegehlange
zum Zeitpunkt t). Wird nun der fortlaufende Prozel3 zu einem vorher festgelegten Zeit
punkt {, "angehalten”, kénnen aus den bis dahin beobachteten Werten die zu unter
suchenden LeistungsgréRen berechnet werden, z. B. die mittleresttitateetiinge
Xt,- Da t, im folgerden fest bldit, bezeichnen wir der Einfachheit halb®g, mit x.

Dann gilt: Jeder Simulationslauf liefert genau einen Werfur X. Weil das Ergehis
des Simulationslaufs vom Zufall, genauer von den verwendeten Zafdbs, abhéngt,
wird gewodhttich auch die daraus berechnete Gr&Reom Zufall abhéngen. Jeder neue
Simulationslauf liefert einen neuen Wert fir

Diese Uberlegung zeigt, daR das Ergebnis eines einzigen Simulationslaufs fast nichts
dariiber aussagt, mit welchem Wert einer interesdiereiGrole man tatsachlich zu
rechnen hat. Eine fundierte Simulationsstudie verlangt deshalb eine ausreichende
Anzahl vonunabhé&ngigen Wiedeholungen der Simulationsexperimente. Nur auf
diese Weise kann man sich einen Uberblick tiber die Variationsbreite der méglichen
Ergebnisse verschaffen.

Als Alternative zur Wiederholung von Simulationslaufen kann aucleieiriger,
entsprechend langerer Simulationslaufdurchgefiihrt werden, der dann in mehrere
Abschnitte eingeteilt wird mit dem Ziel, diese wie unabhéngige Experimente zu-behan
deln. Hier muf3 allerdings sichergestellt sein, daf} die stochastische Unakbiinatg
sachlich gegeben ist. Im allgemeinen kann man dies nicht voraussetzen, da die betrach
teten Abschnitte (aucBatchesgenannt) ja Teile eines einzigen, zusamnd@genden
stochastischen Prozesses sind. Auf diese Problematik wird noch ausfihrlich einge
gangen. Der wesdithe Vorteil dieser Methode gegeniiber Wiederholungslaufen be
steht darin, daR’ die staisch nicht verwertbare Anlaufphase der Simulation nur ein
einziges Mal durdaufen werden muf3.

122 4 Statistische Verfahren

4.4.2 Anfangszustand und Anlaufphase

Jeder Simulationslauf geht von einéinfangszustandus, der bei der Initialisierung
des Modells hergestellt wird.

In der Regel gilt das Interesse einer Simulationsstudie der stationaren Zustandsver
teilung eines Systems. Eatochas8cher Prozef3 pdvird alsstationéarbezeichnet, wenn
die Wahrscheinlichkeit von phicht von t abhéngig ist. Viele sfioastsche Prozesse
konvergierergegen einen stationdren Prozel3. Fur die Prastheint es ausreichend,
solche Prozesse Uber eldagere Zeitspannezu simiieren, um sich dem stationaren
Zustand des Systems hinreichend anzunéhern. Nach dielserphaseist die Vetei-
lung von X% praktisch von t und damit auch vom fangzustand des Modells unab
hangig.

Obwohl es auch Problemstellungen gibt, bei denertrdigsienten, d. h. die nicht
statimaren Phasen, untersucht werden sollen, richtet sich das Interesse in der Regel auf
die stationare Phase. Es dirfen also die Bedbagbn, die wahrend der Anlaufphase —
vom Anfangszustand bis zum Erreichen der stationéaren Phase — gespeichert wurden, fur
die statistische Auswertung des Simulationslanitht beriicksichtigt werden. Das
bedeutet aber, dal} bestimmt werden muf3, wann die Anfangsphase beendet ist und
damit der statindre Zustand des Systems beginnt.

Uberschatzt man die Lange der Anlaufphase, gehen zu viele Beobachtungen fiir die
statistische Auswertung verloren, und die Varianz des Schatzwertes wird erhdht, was
bei vorgegebener Genauigkeit zu unnétig langen Rechenzeiten fihrt. Unterschéatzt man
dagegen die Lange der Anlaufphase, so kann eine systematisdfisdfemg der Er
gebnisselfias) die Folge sein.

Wie J. P. C. Kleijnerfeststellt, existieren keine exakten Verfahren zur Bestimmung
des Beginns der stationdren Phase eines stochastischers@sdzgs [Kle74], S. 70).

Er verweist jedoch auf eine Reihe von heuristischen Regeln.

4.4.2.1 Heuristische Verfahren zur Bestimmung der Anlaufphase

Die meisten heuristischen Regeln fiir die Bestimmung der Anlaufphase sind nur auf
bestimmte Problemklassen zugeschnitten, haufigBadienungs-/Wartesystenad
Lagetaltungssystem&wei recht einfache Regeln wurden \RnW. Conwayind von
K. D. Tochervorgeschlagen.

Nach der Regel vo@onway[Con63| wird von einer langeren realisierten Folge
X1, X2, X3, ... eines stoctsdischen Prozesses acheinandefiir jedes x unteisucht,
ob es sich um Maximum oder Minimum der Restfolge handelt. Wenn das der Fall ist,
wird X; zur Anlaufphase gerechnet und somit weggelassen. Die Untersuchung wird
fortgesetzt, bis man zu einem gelangt ist, das weder ein Maximum noch ein Mini-
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mum der Restfolge;, Xj+1, Xj+2, ... darstellt. Die Restfolge ist dann mit differen
zierteren Verfahren auf Stationaritat zu untersuchen.

TochersVorschlag [Toc63] beruht auf der Erkenntnis, daf3 viele stochastische Pro
zessezyklischablaufen. Nach AbschluR von drei bis vier solcher Zyklen kdnnte man
das Erreichen der stationdren Phase annehmen. Beispgeskéginen wir bei einem
Lagehaltungsystem einen Zyklus dann als abgesa@d@asansehen, wenn ein bestimm
ter Lagerbestand wieder erreicht wird.

Wenn diese Verfahren durch eigeafische Darstellungdes Werteverlaufs wéhrend
der Simulation unterstiitzt werden, kann der Anwender nach Augenmafd — Erfahrung
vorausgesetzt — den Stationaritdtsbeginn ungefé@uwhdkzen (vgl. Abb. 4-10). Darliber
hinaus kdnnte man auch den Fall erkennen, dal3 eindraes Praeld vorliegt und
somit eine Auswertung im hier beschriebenen Sinne gar nicht zulassig ist.

X, A

1

Abb. 4-10: Ein nach der Anlaufphase stationarer Prozel3

Nachteilig ist diemangelndeExaktheit dieser Verfahren. Sie sind auf3erdem unge
eignet fur Félle, in denen ein einmal stationarer Prozel? voriibergehend wieder transient
wird, wie man sich das z. B. in einer Verkehrssimulation bei Beginrudbrhourvor-
stellen kann. Nicht irner sind solche transienten Phasen so deutlich zu erkennen wie
in Abbildung 411. Auch kann ein transientes Verteal derVarianz trotz Unter
stutzung durch grafische Darstellungen geéen werden (s. Abb-12). Die Annahme
konstanter Varianzen der Zeitreihen ist jedoch Voraussetzung fiir die Anwendung der
hier behandelten Ausweingsmethoden.

Die heuristschen Verfahren sind dann effektiv, wenn sie eingesetzt werden, um
offersichtlich transiente Phasen zu eliminieren. Genauere Aussagen kénnen in einem
weiteren Schritt mit entsprechenden Testverfahren gewonnen werden, die dann nur
noch fur die restliche Zeitreihe durchgefuhrt werden missen.
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Abb. 4-11: Zeitweise transienter Proze3

i}

Abb. 4-12: Prozel3 mit stationarem Mittelwert und transienter Varianz

4.4.2.2 Statistische Testverfahren zur Bestimmung der Anlaufphase

Unabhéangig davon, ob man bereits eine offensichtlich transiente Phase aus einer vor
liegenden Zeitreihe elimiert hat, kann mit statistischen Verfahren die Stationaritat der
Zeitreihe gepriift werden. Sollte Instationaritat festgestellt werden, muf3 eine vom An
wender vogegebeae konstante Anzahl von Stichprobenwerten am Anfang der Sequenz
"abgeschnitten" und der Test noch einmal ausgefihrt werden. Nachtriddrand-
error-Prinzip muf3te dieses Vorgehen mdglicherweise sehr oft Wielieverden, bis
endlich Stationaritat festgestellt wirde — oder aber keineggemiigrol3e Menge von
Stichproben fir die Auswertung mehr vorhanden wére. Auch mit dieser Methode kann
der Beginn der stationaren Phase annahernd bestimmt werden.
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Vorausetzung fur die Testverfahren ist die Unabhangigkeit der Stichprobenwerte,
die jedoch i. a. bei den hier behandelten Zeitreihen (Simulationsergebnissen) in der Re
gel nicht gegeben ist. Auf welchem Wege man dennoch zu (juasbhangigen Wer
ten gelangen kann, wird in 4.4.3 naher behandelt.

Auf der Basis dieser Unabhangigkeitsannahme lassen sich sogemégtrite
parametrische Testverfahrezinsetzen, um die Stationaritat einer (ReSblge von
Stichprobenwerten zu (iberpriifen. Diese Testverfahren dienen der Uberpriifung von
nicht-parametrischen Hypothesen im Gegensatz zu den ublichen parametrischen Test
verfahren, die statistische Hypothesen uber die Parameter von Grundgesamtheiten (wie
Mittelwert oder Varianz) untersuchen. Hier werdenldeersionstestind delRun-Test
kurz dargestellt (vgl. dazu auch [Him70]).

Inversionstest

Wenn in einer Zeitreihe auf einen bestimmten Wert ein kleinerer folgt — in beliebigem
Abstand —, so liegt eine sogenanimeersionvor. Zum Beispiel gibt es in der Folge:

3,5,1,4,2,1
genawzehn Inversionen (I = 10):

— nach 3 folgen 1, 2,1

— nach 5folgen1,4,2,1
— nach 4 folgen 2, 1

— nach 2 folgt 1

Bei einer Folge von n unabhéngigen Stichprobenwerten (oder quasi-unabhéngigen
Batch-Mittelwerten, s. Abschnitt 4.4.3.3) |af3t sich der theoretische Mittejweer
Inversionen berechnen durch:

_n(n-1) .
W= (4.4-1
Ebenfalls 1aRt sich die theoretische Variadzerleiten:
3 2
+ —_— g
02 _ 2n +3n—-5n (4.4-2

! 72

Mit Hilfe der Student-tVerteilungmit n—1 Freiheitsgraden als Parameter 143t sich ein
Annahmebereich fir die Stationaritatshypothese berechnen. Es wird also hergeleitet, in
welchem Intervall sich die tatséchliche Anzahl | von Inversionen befindet, wenn die
Annahme einer stationaren Zeitreihe zutrifft. Zur Benutzung der t-Verteilung ist die
Unabhangigkeit der Stichprobenwerte Voraussetzung. Obere und untere GD&hzen
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und UG fur denAnnahmebereichlassen sich wie folgt berechnen, wobefir das
Signifikanzniveau steht:

OGgypp = U+t . "G
al2 | n-11-a/2 "1 (4.4-3

o

UGG/Z =l _tn—l;l—alz' |

Da wir auch hier an der Annahme der Nullhypothese interessiert sind, setzen wir
o = 0.2 relativ grof3 an. Fur die obige Zeitreihe (n = 6) ergeben sich Mittelwert, Varianz
und PrifgréRe wie folgt:

L=75 o’ =7.08 t =148

[ [ 5;0.9
Der t-Wert ist Ublichen Tabellen fiir die Student'sche Verteilung aus Statistik-Lehr

blchern entnommen und dient der Berechnung der kritischen Werte fir die Ablehnung
der Hypothese. Die oberen und unteren kritischen Grenzen lassen sich nun wie folgt
bestimmen:

OG,pp-01 = 75 +1.48V 7.08 =11.44=11

UGgp-pq = 75 -1.487 7.08 = 3.56= 4

Sollten negative Werte fur die untere Grenze des Annahmebereiches auftreten, sind
diese als Null (die kleste Zahl moglicher Inversionen) zu interpretieren. Die Anzahl
der Inversionen | = 10 liegt innteailb dieser kritischen Grenzen, d. h. Higpothese

der Stationaritat der Zeitreihe kann angenommen werden.

Run-Test

Zur Vorbereitung dieses Tests gehdrt die BestimmundvideiansM. Dazu wird die
urspriingiche Mef3reihe mit n MelRwerten sortiert. Ddedian einer Stichprobe ist
dann definiert durch

X(n+1)/2 wenn n ungerade
M= (4.4-4)

Xn/2+ X
wl wenn n gerade

Der Median teilt folglich die sortierte Stichprobe in zwei gleich groRe \WWemgen
auf.
Jeder Wert der urspriinglichen Mel3reihe wird nun mit M verglichen. Falls er gréer

oder gleich M ist, wird ihm ein+" zugeordnet, andernfalls eir-". Bei der oben
eingefiihrten Beispielfolge ist M = 2.5. Somit ergibt sich die Folge:

+ 4+ -+ - =
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Ein Runist definiert als eine ununterbrochene Folge des gleichen Zeicheae(-).
Als PriufgrofRe wird die Anzahl der Runs U verwendet. Unter der Annahme, dafl3 n
gerade ist, lassen sich Erwartungswert und Varianz der Verteilung berechnen als

+1 (4.4-5

02 _ 2n? (2n2— n)
v n2 (n-1)

Sowohl eine zu groRRe als auch eine zu kleine Anzahl von Runs spmgegendie
Stationaritditsannahme. Es handelt sich folglich um einen zweiseitigen Test. Fur die
Berechnung der kritischen Grenzwerte zum Vergleich mit der Priifgro3e U kann eben
falls die Fomel (4.43) verwendet werden.

Deutlicher noch als beim Inversionstest wird hier die Notwendigkeit der Unabhan
gigkeit als Voraussetzung klar: Bei positiver Korrelation werden die Runs besonders
lang, bei negativer besonders kurz.

AbschlieBend |af3t sich festhalten: Beide genannten Testverfahren bertcksichtigen alle
Stichprobenwerte und kénnen somit auch Instationaritdten nach deEwufphase
erkennen. Keine dieser Methoden deckt jedoch eine Instatié@nder Varianz bzw.
Standardbweichung aufStationaritat der Varianz ist aber Voausetzung, um Kon
fidenzntervalle fur die Simulationsergebnisse bereghau kénnen. Eine gute Még
lichkeit, solche Instationaritaten aufzudecken, besteht jedoch darin, die genannten Tests
auf die absoluten Abweichungen der Stichprobenwerte vom Mittelwert anzuwenden.

4.4.3 Schatzgenauigkeit der Simulationsergebnisse

Viele Anwender der Simulationsmethode verzichten bei der Darstellung ihrer-Ergeb
nisse auf die Angabe vdfonfidenzintervallendie eine Aussage Uber die Schatz
genauigeit der Simulationsergebnisse ermdglichen. Ein Konfidenzintervall gibt an, in
welchem Bereich sich der wahre Wert mit einelgegebenen Wahrscheinlichkeit (z.B.
95%) befindet. Modellergebnisse in Form von Sticdbenmittelverten ohne Kon
fidenzntervalle sind nahezu bedeutungslos.

In den folgenden Aschnitten wird auf die Bestimmung von Konfidenzintervallen
bei der Ausvertung von Simulationsergebnissen naher eingegangen. Es besteht jedoch
kein prirzipieller Unterschied zur der Bestimmung von Konfidatervallen in
anderen Anwendungsgebieten der Statistik.

Die typische Problemstellung in der Simulation kann wie folgt beschrieben werden:
Die VerteilungsfunktionF(X) einer Zufallsvariablen X, die in einem Simulatiens
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experiment untersucht wird, sei unbekannt. Das eigentliche Ziel der Auswertung ist es,
Aufschlisse uber die Verteilung’k) zu gewinnen. Haufig reicht es fir die Frage
stellung aus, nur deBrwartungswert g zu schatzen. Eine Stichprobe vom Umfang n
mit den Werten
X o Xy ooy X (4.4-6

sei das Resultat eines Simulationsexperimentes, bei dem nacheinandesaidtes
der ZufallsgréRe X erzeugt wurdef(X) sei derErwartungswertvon X.

Nun muB3 auf der Grundlage der Sticbbe (4.4-6) der unbekannte WEI({X) ge-
schatzt werden. Eisrwartungstreuer Schatzert fur E(X) ist bekanntlich gegeben
durch das Stichprobenmittel

ii Xi (4.4-7,

Die Notwendigkeit zur Berechnung von Konfidenzintervallen fiir solche Schatzwerte
soll an einem Beispiel (hach [Sch82]) verdeutlicht werden:

S|

X =

Es wird ein Bedienungs-/Wartesystem mit einer Bedienungsstelle und exponentialverteilten
Zwischerankunfts- und Bedienungszeiten der Kunden untersucht. Die Warteschdazgaim

sei FIFO, und der Quotient aus Ankunfts- und Bedienungsrate 0.85. Fir den einfachen Fall dieses
sog. M/M/1:Bedienungssystems ist der Erwartungswert fur dielenitWarteschlangen-

lange WSLanalytisch berechenbar. Unter den angegebenen Bedingungen gilt fir den Erwar
tungswvert E(WSL) = 4.816. In einerSimulationslauf kdnnte man — abhéngig von den Zufalls
zahlen — die folgenden Ergebnisse erhalten: Fiir n = 1000 ergibt sich ein Mittelwettv@n2.

Man sieht, da® bei n = 1000 der Mittelwert um 30% vom Erwartungsweseieit.
Selbst bei n = 20 000 kann der Fehler noch mehr als 10% betragen (s:1)b. 4

I

I

I

I

I

I

!

! } N
500 1000 1500

Abb. 4-13: Mittlere Warteschlangenl&ngé in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang
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Damit ist klar, dal3 die Ergebnisse sich nur dann sinnvoll interpretieren lassen, wenn
Uber die Mittelwerte hinaus die zugehérigen Konfidenzintervalle angegeben werden. So
darf bei n = 20 000 beispielsweise das Ergeloles Simulationslaufs nur heien, dafi
der gesuchte Erwartungswart mit der Wahscheinlickeit 0.95 im (Konfidenz)
Intervall zwischen 4.56 und 6.20 liegt.

Fur unabhéangige Stichprobenwertestellt die Berechnung von Konfideinterval
len kein Prblem dar (s. 4.4.3.2), sofern die Stichprobe hatvend grof3 ist. Bei
autokorrelierten Stichproben verkompliziert sich jedoch die Ausweg (4.4.3.3 und
4.4.3.4). Zun&chst soll aber der Begriff der Autokorrelation eingefuhrt werden.

4.4.3.1 Autokorrelation

X1, X2, ..., %, Seien Glieder einestationéaren stochastischen ProzesseBann istder
Autokorrelationskoeffizierder Ordnung j defiiiert als

Pj = E[(x=m) (x;, ;= p)/o‘z] (4.4-8)

wobeip der Erwartungswert def kxndo?2ihre Varianz ist. Dieser Koeffizient gibt die
durchschnittliche Abhangigkeit zweier im Abstand aufeinanderfolgender Werte an.
Er liegt allgemein zwischen —1 und +1. Im Falle unalgfiger — und damit nicht auto
korrelierter — Stichprobenwerte sind alle

pj=0 furj#0

Fir stationare stochastische Prozesse ist der Autokorrelationskoeffizient allein von j
und nicht vom Zeitpunkt t abhangig.

4.4.3.2 Konfidenzintervalle bei unabhangigen Stichprobenwerten

Var(X) = a2 sei dievarianzvon X. Dann ist

2. 1 &y 2 o
S —n_lizl(xI X) (4.4-9

bekanntlich Schatzwert fiar2. Fiir die ZufallsgroRe

X =

Sl
=}

Xi (4.4-10

gilt dann beiunabhangigenStichprobenwertenxxo, ..., X, die Beziehung
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o 2
var (X) =, (4.4-11

woflr Gber (4.49) sofort ein Schatzwert zu gewinnen ist. Bei nicht zu kleinem Stich
probenumfang (n > 40) ist dann ein Konfidenzinterval E(X) gegeben durch

v i kv S Al
(X‘Zm, X”rn) (4.4-12)

wobei z abhangig vom gewahlt&onfidenzniveaust. Ubliche Werte fir z sind 1.64
(90%-iges Konfidenzniveau), 1.96 (95%es Konfidenzniveau) und 2.58 (99%-iges
Konfidenzniveau).

Das einfachste Verfahren zur Auswertung von Simulationsergebnissen besteht in
unabhangigen Simulationslaufenmit verschiedenen Zufallszahlen, bei denen alle Be-
obachungen eines Laufes zu einem einzigen neuen Stichprobenwadgammen-
gefaldt werden. Diejxder einzelnen Laufe sind dann vollstéandig unkorreliert, und die
elemenare statistische Theorie zur Berechnung der Schéatzgenauigkel (X)rin
(4.4-12) ist anwendbar. Der Nachteil dieses fdbrens besteht darin, dal3 die Anlauf
phase bei jeder Simulation erneut durchlaufen werden muf3, ohne daR dielBenb
gen der Anlaufphase zur Auswertung herangenonverden kdnnen. Besonders bet lan
geren Anlaufphasen wirkt sich dies naailig auf die erforderlichen Rechenzeiten aus.

Die in einem einzelnen Simulationslauf nacheinander &etdten Werte einer
Zufallsvariablen sind in der Regel nicht unabh&ngig voneinander, sondern sie sind
autdkorreliert, d. h. es besteht ein statistischer Zusammenhang zwischen aufeinander
folgenden Werten. Damit ist die Berechnung von Konfidenzintervallen nach (4.4-12)
unzuldssig. Es gibt zwei grundsatzliche Wege, dieses Problem zu umgehen, wenn man
die Ergebnisse eines einzigen (langeren) Simulationslaufs dennoch auswerten mdchte.
Dererste Wedpesteht darin, aus den vorliegenden Werten neue Stichprobenwere abzu
leiten, die einem Test auf stochastische Unabhangigkeit standhalten, obwohl sie aus
ursprunglich autkorrelierten Daten hervorgegangen sind. Solche Stichprobenwerte
nennt manquasi-unabhangigDie Berechnung der Konfidenzintervalle erfolgt dann
wie oben beschrieben. Entsprechende Methoden werden im néchsten Abschnitt
vorgestellt. Derzweite Wederuht darauf, die bestehende Autokorrelation bei der
Berechnung der Kdidenzintervalle zu beruicksichtigen. Diese Berechnung muf3 dann
allerdings nach aufwendigeren Verfahren erfolgen, die in 4.4.3.4 dargesteitnwer

4.4.3.3 Konfidenzintervalle bei quasi-unabhangigen Stichprobenwerten

Meist ist es nicht zweckmafig, eine grof3e Zahl von Simulationslaufen durcteryfiih
um unabhé&ngige Stichprobenwerte zu gewinnen. Besonders nachteilig ist das wieder
holte Durcliaufen der Anlaufphase. Deshalb wird man es vorziehen, nur einen oder
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eine geringe Anzahl von Simulationslaufen durchzufiihren und di€geilinter valle
zu zerlegen. Fur jedes Teilintervall wird dann das Stichprobenmittetiweet. Die
Menge der Mittelverte wird dann als neue Stichprobe betrachtet. Die Werte dieser
Stichprobe sind schwéacher — im Idealfall gar nicht mehr — korreliert. Der fiir das Inter
vall i berechnete Stichprobenmittelwert heifdt Intervallmittelwertifatch meah

Es gibt mehrere gangige Verfahren, diese quasituradigen Teihtervalle zu
bestimmen. Dazu gehdéren

* regenerative Verfahrein@ependent cycles approgch
« das Batchmittelwertverfahrebdtch means approagh

Das vonKleijnen (vgl. [Kle74], S. 462) eingefuhrte regenerative Verfahren basiert auf
derErneuerungseigenschafvieler stochastischer Presse, bei denen Systemzusténde
auftreten, die die folgenden Stichprobenwerte vollig béalgig vom bisherigen
ProzeRablauf werden lassen. Ein Beispiel daflr ist ein Bedgs-/Wartesystem, bei

dem ein unabhangiger Zyklus immer dann beginnt, wenn ein neuer Kunde in ein leeres
System (Warteraum) eintritt. Wegen der Unabhangigkeit der Mitée der einzelnen
Zyklen ist prinzipiell die elementare statistische Theorigeantbar. Allerdings ist eine

recht komplizierte Gewichtung der Mittelwerte aufgrund der unterschiedlichen Perio
denlédngen erforderlich. Ein weiterer Nachteil diesesaizes besteht darin, dal3 man

am Anfang einer Simulation die Lange des Satiandaufs nicht genau abschéatzen
kann. AuRerdem werden sich unabhéangige Zyklen nicht fiir alle Systeme finden lassen,
denn diese Erneuerungseigenschaft kennzeichnet nur eine bestimmte Klasse von sto
chastischen Prozessen.

Das Batchmittelwertverfahren

Dieses Verfahren ist breiter anwendbar als die regenerativen Verfahren und wird des
halb ausfiihrlicher besprochen. Es macht sich die Tatsache zunutze, daf3 dgigAbhén
keit von Stichprobenwerten mit dem zeitlichen Abstand der Stichprobenwerte von
einarder in aller Regel abnimmt.

Bei diesem Verfahren wird ein langerer Simulationslauf in eine Vielgahbki-
unabhangiger Blocke mit fester Lange(batche$ aufgeteilt, deren Beobachgem zu
neuen Stichprobenwerten (Batchmittelwerten) zusammengefal3t werden, die dann nur
noch wenig korreliert sind. Die elementare statistische Theorie ist wieder anwendbar,
und mit (4.4-12) ist eine approximative Intervallschatzung gegeben. Eine intuitive Be
grindung des Vdahrens gibKleijnen:

"if the intervals are sufficiently large the averages of the subruns of intervals will effectively be
uncorrelated because the effects of the correlations of early values in the interval will be averaged
with the large number of values which occur later in the interval and which have no correlation
with the values in the previous interval." [Kle74, S. 459]
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Voraussetzung fir die Anwendung des Verfahrens ist allerdings, daf3 die Autkorre
tion mit zunehmenden Abstanden zwischen den Stichprobenwerten auch tatséehlich ab
nimmt, was die Existenz von Periodizitdten im Modell ausschlief3t.

Die Hauptschwierigkeit bei dem Verfahren besteht inFlstlegung einer ange
messenen BlocklangeA. M. LawundJ. S. Carsor{vgl. [Law79] und [Law82]) haben
einen Algorithmus entwickelt, um die Lange der Batches zu bestimmen. Die Barstel
lung dieses Algorithmus erfordert einige Voriberlegungen.

Gegeben sei eine MeRRreihgxEin Schatzwert fur die Autokorrelation erster ©rd
nung (auch alkag-1-Korrelation bezeichnet) ist dann gegeben durch :

n-1 - —

) (4.4-13
i=1 S

Mittelwert und Varianz lassen sich mit und £ nach den bekannten Formeln (4.4-10)

und (4.49) ermitteln. Zur Berechnung der Autokorrelation bildet man nun q gleich

lange Blocke der Laénge m (mit mreq).

Aus den m Stichproben eines Batches wird dann jeweils ein Mittelwert
(i=1, ..., q) gebildet. Damit entsteht eine Folgg}{von Batchmittelwerten, von der
— wie bei der urspriinglichen Mef3reihe — Varianz undrélation bestimmt werden
kénnen. Der Gesamtmittelwert ist naturlich der gleiche. Vom Anwender wird die
maximale zuléssigkeag-1-Autokorrelation, d. h. ein akzegbles Maf fir die Annahme
der (Quasi) Unabhé&ngigkeit, vorgegeben. Diese mul3 selbstveltstéraki der Ergeb
nisdarstellung mit angegeben werden, da sie ein wichtiges Kriterium zur Beurteilung
der Gute der Simulationsergebnisse darstellt.

Ein haufig in der Literatur empfohlener Wert istr0.05. Man geht nun so vor, dai3
man zum Stichprobenumfang n eine Blockanzahl q bzw. Blocklange m bestimmt, fiir
die die Schatzung derLag-1-Korrelation der Blockmittelwert& ; diese vorgedeene
Grenze nicht Uberschreitet. Sollte dabei aber die Anzahl der Batches q so klein werden,
daf kein verniinftiges Konfidenzintervall mehr berechnet werden kann, empfiehlt sich
eine verlangerte Wiederholung des Simulationsexperiments oder notfalls eine Erho
hung von §

Der Algorithmus nach.aw und Carsonberuht nun darauf, dafei Arten von
Autokor relationsverhalten unterschieden werden. Diese sind in Abb. 4-14 bi$4
dargestellt, die die unterschiedlichen Beziehungen zwischen Auttktiore und
Blocklange m veranschaulichen.

Das erste Verhalten der Autokorrelation ist unkritisch. Die Autokorrelation in Abbil
dung 4-14 fallt streng monoton gegen Null. Gibt man einen maximal zulassigen Auto
korrelationskoeffizienten der Ordnung 1 vor, kann man die Blocklange sukzessive er
weitern, bis dieser Wert unterschritten witdw undCarsonschlagen vor, die Azahl
relevanter Stichproben zur Mittelwertbestimmung immer zu verdoppeln, solange die
Hypothese der Unabhéngigkeit nicht bestatigt wird.
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r(m) |

0.05

erster akzeptabler Wert fir m

Abb. 4-14: Monotone Abnahme der Autokorrelation

Eine negative Autokorrelation kann ebenfalls als unkritisch angesehen werden.
Wenn die Stichprobenwerte negativ korreliert sind, bedeutet das eine Oszillation um
den Mittelwert der gesamten Folge. Mit anderen Worten: je gréer ein bestimmter Wert
ist, um so kleiner ist der folgende und umgekehrt. Dieses Verhalten impliziert eine
hohe Vaianz und damit ein Konfidenzintervall, das gréer — und damit sicherer — ist
als bei unkarelierten Werten.

r:L (m) v

Abb. 4-15: Negative Autokorrelation

Ein Wiederanstieg der Autokorrelation bei VergréRerung der Blocklange ist als
das eigentliche Problem zu betrachten. Folgt man der Vorgehensweise, die Anzahl der
Batchmittelwerte durch doppelte Langen der Teilldufe zu halbieren und nach dem
ersten Unterschreiten des Maximaltesrfur die Autokorrelation das Verfahren abzu
brechen, lauft man Gefahr, versteckte Abhakeiigen zu Ubersehehaw undCarson
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empfehlen deshalb, nach Urgehreiten des Maximums eine weitere Verddyopg der
Blocklange vorzunemen und nur dann, wenn der so ermittelte AutoMdions-
koeffizient kleiner als der vorherige ist, die Hyipese der Unabhangigkeit zu aktiep
ren. Dann kann die vorletzte Intervall- bzw. Bltigige als ausreichend lang angesehen
und verwendet werden.

Das Verfahren ist auch anwendbar, um automatisch (sukzessive) die erforderliche
Lange eines Simulationslaufs zu bestien (vgl. auch 4.4.4). Dann wird wie folgt
vorgegangen: Der Benutzer des Simulationsprogramms schétzt zunachsweéase ge
Anfangsmenge nvon Stichprobenwerten ab, von denen er eine ausreichend genaue
Berechnung eines Konfidenzintatls erwartet. Gleichzeitig gibt er eine Bldgkge m
vor, von der er annimmt, daR3 die resultierenden Blockmittelwerte seineméhtd
keitsanfoderungen gentigen.

Aufgrund der Vorgaben des Benutzers erzeugt das SimulationssysWerte und
berechnet dann die Autokorrelation dgfm Mittelwerte. Sollte dann entweder die
These der Unabhangigkeit verworfen werden oder das errechnete Koinfideratl
eine vogegebene Schranke des Benutzers Uberschreiten, werderlicduséstich
probenwerte generiert und das Verfahren wird sukzessive wiederholt.

ry(m) )

0.05

erster akzeptabler Wert fir m

Abb. 4-16: Zeitweise wiederansteigende Autokorrelation

4.4.3.4 Konfidenzintervalle bei autokorrelierten Stichprobenwerten

Sind die Werte einer Stichprolaitokorreliert, was bei den Ergebniszeitreihen aus
Simulationsexpemerten die Regel ist, so treten bei der Berechnung von Konfidenz
intervallen einige Schwierigkeiten auf. Bei Vorliegen von Autokorrelation ist die
elementare statistische Theorie nicht mehr ohne weiteres anwendbar. Wiirde man aus
den n Stichprobenwerten x..., %, den Mittelwertx und die Standardabweichung s
berechnen, dann erhielte man bei positiver Autokorrelation aufgrund einer zu geringen
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Varianzschatzung gemal (4.4-9) mit Formel (42) einzu kleines Konfidenzinter-

vall. Damit wiirde eine scheinbare Genauigkeit errechnet, wie sie in Wiiidter
nesvegs erreicht wird. Das wahre Konfidenzintervall ist groRer als das auf diese Weise
ermittelte. Es laRt sich zeigen, daR die Varianz bei autokorrelierten Stichproben sich
berechnet zu

Var (X) :%2 L+2 ”Zl (@-5e (4.4-14
P

Diese Beziehung geht bpj= 0 in die bekannte Formel (4.4-11) tber. Fir @ ist
Var(X) aber offenbar stets gréRer als der nach-{4¥berechnete Wert.

Fur die Varianzschétzung im Rahmen der Berechnung eines Konfidenzintervalls fiir
autdkorrelierte Stichproben kdnnen verschiedene Verfahren wielidsige Einsetzen
der Autdkorrelationsschatzwerteder der sogexponentialansatgenutzt werden.

Direktes Einsetzen der Autokorrelationsschatzwerte

In Formel (4.4-14) wird die Kenntnis de? bzw. der Autokorrelatio®effizientenp;
voraugesetzt. Sie missen jedoch erst aus der Stichprobe geschatzt werden. Fur Auto
korrelationen héherer Ordnung stehen nur wenige Stichprobenwerte zur Verfiigung, so
dal? deren Schéatzung sehr ungenau sein muf3 und man diese-1d)(%dglassen
sollte. Dies ist an sich unkritisch, weil sie nur mit einem vergleichsweise geringen Fak
tor (1-j/n) in die Berechnung eingehen. Um jedoch annahernd verlaRliche Schatzun
gen firo2 und diepj zu gewahrleisten, missen viele der Koeffizienten héherer Ord
nung weggkassen werden. Das ist, ohne groRRere Fehler zu begehen, nur dann méglich,
wenn diepj mit j —>co rasch gegen O streben. Unter dieser Bedingung laRt sich die
Summe in (4.414) abkirzen undar( X) mit

2 m .
Var (X) =% @+25 (@ -%) ) (4.4-15
i=1

schatzen, wobei m << n sein sollte, insbesondere so klein, dqmddss?- verlalliche
Schéarungen darstellen. Die Gewichtungsfaktoren geelnmen dabei zunachst linear
mit der Rate 1/n ab, um nach j = m abrupt auf Null zu fallen. Ein verbessertes Gewich
tungsschema, das linear und ohne Bruch bis zum Wert 0 abféllt, erhdlt man, wenn man
n im Quotienten durch m ersetzt (vgl. [K6c72], S. 155). Dabei soll m ungeféahr 10%
von n betragen.

Ein Konfidenzintervall fir E(X) bei autokorrelierten Beobachtungenergibt sich
dann zu:

S i w+z7S .
x—sz’ X+2an) (4.4-16
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Wie man sieht, ist f der Faktor, um den das Konfidenzintervall aufgrund der Autokorre
lation gegeniiber Formel (4.4-12) vergrof3ert wird. Bei dem Ansatz, der zu der Varianz
schéatzung in (4.4-15) fuhrt, nimmt f den folgenden Wert an:

f:\/1+2jzl((1-g])r,-) (4.4-17

Exponentialansatz

Eine besondere Vereinfachung der Formel-&%IaRt sich dann erreichen, wenn man
von der Annahme ausgehen kann, dafpglie (4.4-14)geometrisch abfallen so da

= py mit j=0,1,.. (4.4-18

In diesem Fall braucht nur der Autokorrelationskoeffizerster Ordnung bestimmt
zu werden. Formel (4.4-14) vereinfacht sich dadurch zu

o 2
Var (X) =9 (1 +2 TF-)p) (4.4-19

Dieses Verfahren wird wegen der zugrundeliegenden Annahme exponentiell abfallen
der Autokorrelationskoeffizienten auch &gponentialansatbezeichnet [Geb74]. Es
ist vor allem auf Warteschlangensysteme anwendbar, bei denen diesengrimilfig
zutrifft.

Fir den Exponentialansatz mit (4.4-19) gilt bei der Berechnung des Konfidenz
intervalls nach (4.4-16):

foaf LHT (4.4-20

4.4.3.5 Schlu3betrachtung zur Ermittlung der Schatzgenauigkeit

Die in 4.4.3.2 beschriebene Batchmittelwert-Methode veranschaulicht einen wichtigen
Aspekt der statistischen Analyse von Simulatexperimenten: die/erwendung von
Approximationen. Wir nehmen insbesondere an, daR bei einer Vgelamg der
Blocke die (Aute) Korrelation zwischen Paaren von Batchmittelwerten kleiner wird.
Da es sich notwendigerweise um endliche $tiobenumfange handelt, muf? man
voraussetzen, dafd eine endliche Anzahl von Belotungen je Batch so festgesetzt
werden kann, dal3 die ABngickeit der Folge der Batchmittelwerte mit Hilfe eines
statistischen Testes nicht mehr nachbaidst. Auf dieser Basis erfolgt die Schatzung
der Varianz der Batchmittelwertéar( X n) zur Berechnung von Konfideimtervallen.
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Andere Methoden zur Schatzung der Varistaz(X ), die die Autokorrelation der
Stichprobenwerte unmittelbar berlicksichtigen, arbeiten ebenfalls mit Apprexima
tionen. Dies gilt fur das direkte Einsetzen der Awotoelationsschatzwerte und den
Exponertialansatz, aber auch fiir andere, mathtesola komplexere Methoden wie den
autaegressiven Ansatz (vgl. [Sch82], S. 122 und [Fis78], S. 247-262). Didsactbe
tet die Zeitreihe der Stichprobenwerte als autoregressiven Prozel3 in Form einer Linear
kombination von p Vorgangern eines Spobbenwertes und einer StorgréRe und
gewinnt Varianzschéatzungen utber die Regjmrsbeziehung.

Zur Berechnung von Konfidenzintervallen empfiehlt sich in der Praxiegundere
die Batchmittelwert-Methode. Dagegen erscheinen ureingige Wiederholungslaufe
und regenerative Verfahren wegen der genannten Nachteile nur bedingt geeignet. Das
direkte Einsetzen der Autokorrelationsschatzwerte ist mit hohem Radiwend ver
bunden. Sollten die Vausetzungen des Exponentialansatzes vorliegen, stedierdie
eine praktikable Alternative dar. Die atggressive Methde hat wegen ihrer groR3en
matheméschen Komplexitat bisher keine gréRere Verbreitung in der Simulations
praxis gefunden.

4.4.4 Wahl des Stichprobenumfangs

Wie bei jeder statistischen Untersuchung muf’ auch bei einem Simutapensent

vorab der Stichprobenumfamgfestgelegt werden. Einerseits muf3 n grol3 genug sein,
um die Fehler bei der Berechnung des Konfidenzintervalls aufgrund dez@up&bn

o durch s und aufgrund der approximativen Annahme der Nwemtallung der Prif

gréRe X unbedeutend werden zu lassen. Andererseits muf3 n auch ausreichend grof3
sein, dal3 eine als maximal vorgegebene GroéRRe des Konfidenzintervalls nicht Uber
schritten wird. Uber eine festgelegteaximale Breite des Konfidenzintervallsbei
gegdenem Konfidenziveau Iaf3t sich durch Umformung von (4.4-16) der erforderliche
Stichprobenumfang n berechnen. Man findet n, indem man die halbe Lange des Kon
fidenzntervalls gleich L setzt:

L=z~=f
Vn
2 2 2

n=z"%f (4.4-21
L2

Es ist ersichtlich, dal3 zuerst eine Schatzung s fir das unbekaalbreleiten ist. Folg
lich mu3 man inmehreren Schritten vorgehen, um den notwendigen Stichpreben
umfang eines Simulationsexperiments abzuschéatzen. Im ersten Schritt werden durch
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Simulation n Stichprobenwerte generiert. Aus dem Ergebnis dieser Stichprobe vom
Umfang n wird o geschatzt und ein Konfidenzintervall fir den Mittelwekonstru

iert. Liegt dieses bereits innerhalb der gewiinschten Genauigkeitsschranken, so kann die
Simuldion abgebrochen werden. Andernfalls wird mit Hilfe der ermittelten Schatzung
fiir o der gesamte zur Erreichung der geforderten Genauigkeit notwendige &t
umfang n nach (4-21) errechnet. Die Differenzr= n- ny gibt dann die Anzahl der
nochzusatzlicherforderlichen Beobachtungswerte (z. B. Batchmittelwerte) an. Da es
sich hier bei den Schatzungen vorund dem resultierenden n um Zufallsergebnisse
handelt und die Schaenauigkeit nicht vorab garantiert werden kann, muf der Vor
gang moglicherweise mehrfach wiederholt werden, bis didigechte Geauigkeit
erreicht ist, also die vorgebene Breite des Konfidenzintervalls nicht mehr {iber
schritten wird.

Bei der Vorgabe einer realistischen Breite des Konfidenzintervalls muf3 ein Kom
promif3 zwischen einer noch akzeptablen Genauigkeit und den mit dem Stichprebenum
fang anwachsenden Reclzeiten gefunden werden. Pilotlaufe mit vorlaufigen Schét
zungen vono und n kdnnen fur eine realistische Vorgabe der Genauigkeieibhif
sein.

4.45 Varianzreduzierende Methoden

In den vorausgegangenen Abschnitten wurde haufig davon ausgegangen, daf Simula
tionsexperimente zu dem Zweck durchgefiihrt werdenEdemrtungswert einer oder
mehreer stochastischer Variablen X zu schétzen. Dabei wurde das arithmetische Mittel
X als erwartungstreue Schétzfunktion fir den unbekannten fEmgswert heran
gezogen.

Eine erwartungstreue Schatzfunktion wird als umso besser angesehen, je geringer
ihre Varianz ist (Effizienz der Schéatzfunktion). Varianzradiende Methoden dienen
zur Reduzierung der Varianz bei gleichbleibendem Stichprobenumfang

"A Variance Reduction technique reduces the variance of the estimator by replacing the original
sampling procedure by a new procedure that yields the same expected value with a smaller
variance." [Kle74, S. 105]

Der zu erzielenden Varianzreduzierung sind jedoch bei Simulationsexperimenten die
zusétiiche Rechenzeit und der erhdhte Programmieraufwand gegeniberzustellen. Zwei
der zahlreichen Methoden zur Varianzreduzierung, die sich aufgrund ihrer Eieitach

bei der Implementation und wegen der kaum hdéheren Rechenzeiten besonders fur die
Simulaionspraxis eignen, sind die Methode der antithetischen Variablen und die Ver
werdung gemeinsamer Zufatishlen.
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4.45.1 Antithetische Variablen

Es sei wieder der Erwartungwert einer stochastischen Variablen X in einer Simulations
studie zu schatzen. WenX; einen erwartungstreuen Schatzer ffijrim j-ten Teil-
intervall (Batch) des Experimentes darstellt, dann ist der Schatzer fir k solcher-Wieder
holungen

bl

k

==
M~

X. (4.4-22
1! '

i
mit der Varianz

_ 1 k K
var (X =2 jZl(Var (Xj)+2 ) Cov(X;,X,) (44-23

i=1,i<]

Die Kovarianz Cov stellt ein MaR fiir den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen dar.
Durch Standardisierung mit den jeweiligen Varianzen der Zufallsvariablen erhalt man
den Korrelationskoeffizienten. Stammen die Zufallsvariablen aus dem gleichen sto
chastschen Prozel3 — als Beobachtungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten —, so spricht
man von der Autokovarianz bzw. der Autokorrelation (vgl. 4.4.3.1). Beihiraiigen
Versuchen sind die Kovarianz@ov(?i, 7(1') (ebenso wie die Autokozlationen)
gleich0. Wenn es jedoch gelingt, die Summe dew#tarzen negativ zu machen, 1aRt
sich eine kleinere Varianz gegeniiber unabhéngigen VersuchecherreDurch Ein
fuhrung einer negativen Korrelation zwischen den Enggen verschidener Wieder
holungen kénnen statistisch genauere Simulationseiggb erzeugt werden, als dies
bei unabhéangigen Versuchen méglich ist.

Eine negative Korrelation zwischen jeweils zwei Stichproben lait sich mit Hilfe
von sog.antithetischen Zufallszahlen den Simulationsprozef3 einbringen. Bei dieser
Methode werden im Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen W, ..., U, zur
Erzewgung von Ereignissen in einem Abschnitt des Simulationsprozesses verwendet
und 1-Y, 1-Uy, ..., 1-Y, flr die entsprechenden Ereignisse in einer zweiten Wieder-
holung. Man kann dann davon ausgehen, daf? (abhangig von den Tratisioen, die
die Zufallszahlen wéhrend eines Simulationsprozesses durchlaufen) ein Teil der nega
tiven Korrelation sich bis zur Simulationsausgabe fortpflanzt und damit zu einer
Varianzeduzierung fuhrt.

Die Ergebnisse deantithetischen Wiederholungenwerden paarweise gemittelt,
und man erhélt eine neue Folge von Beobachtungswerten. Fir die gleiche Anzahl von
auzuwertenden Beobachtungen ist hierbei der doppelte Stichprobenumfang
notwendig. Das arithmetische Mittel der auf Grund von antithetischen Zufallszahlen
generierten Bebachtungwerte hat dann eine Varianz, die um den Faktor
1 +p (mitp < 0) kleiner ist als die Varianz einer gewohnlichen Mittelwertschétzung
(vgl. [Kb6c72], S. 191), wobep den Korrelationskoeffizienten zwischen den zugehdéri
gen antithe8chen Beobattngspaaren darstellt.
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Der Einsatz von antithetischen Variablen in Simulationsstudien erfordert zusétz
lichen Programmieraufwand und leicht erh6hte Rechenzeiten durch weitere Pregramm
schritte. Bei einem Simulationsexperiment, bei dem ein einziger, sehr langer-Simula
tionslauf beispielweise mit quasi-unabhangigen Blécken zur Auswertung herangezogen
wird, missen bei Erreichen der stationdaren Phase Systemzustand und Werte der Zu
fallszahlenstrome gespeichert werden. Nach der Hélfte der Simulationszeit ist dann das
System mit diesen Werten neu zu initialisieren und die Simulation mit den #ntithe
schen Zufallgahlen fortzufiihren. Es ist also nochmals die gleiche Anzahl von Blécken
zu simulieren. Am Ende der Simulation mul3 dannpdiarweise Zusammenfasung
der antithetischen Beobachtungererfolgen. Diese gentélten Werte der Bealth
tungspaare bilden dann die neuen (fir die Varianzbestimmung) autzudesr Beobh
achtungen. Diese haben meist eine geringere Varianz, als wenn allenBlelekerte
mit unabhéngigen Zufallszahlen erzeugt worden waren, héchstens aber die glei
Varianz. Da Ergebnisgrof3en eines Simulationsmodells gewdéhnlich nicht nur durch
eine, sondern durch mehrere Zufallsvariablen bestimmt werden, ist einkcheekka:
rianzreduzierung nicht garantiert. Daher ist der Einsatz vothatischen Zufallszahlen
nur dann sinnvoll, wenn man im Endergebnis eine negativllatesVariable erhoffen
kann. Gegebenenfalls muR3 dies vorab mit Hilfe von Pilotlauféeeste werden.

4.45.2 Gemeinsame Zufallszahlen

Haufig will man bei einer Simulationsstudie mehrere Systeme mit alternativen-Opera
tionsregeln (z. B. Bestellpolitiken in der Lagerhaltung) simulieren, um das beste
System zu bestimmen. In diesem Fall ist man nicht so sehr an den absoluten Werten der
Ausgab@arameter interessiert, sondern an den Bifieen. Daher erscheint es intuitiv
plausibel, die verschiedenen Systeme ugltechen Versuchsbedingungerzu simu
lieren. Das bedeutet neben gleicherfahigdedingungen auch gleiche Eingatrtéme
fur jedes System.

Es wird nun die Varianz der Differenz zwischen X als Ergebniswert von System 1
und Y als Ergebniswert von System 2 betrachtet. Die allgemeine Beziehung flr diese
Varianz ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

Var (X - Y) = Var (X) + Var (Y) - 2 Cov (X, Y) (4.4-24

Die Varianz kann fur die geschatzte Differenz also reduziert werden, wenn der Ko
varianzterm positiv wird. Eine positiuéovarianzist dadurch zu erreichen, daf3 die
gleichen Zufallgahlen fiir die Eingabestrome in beiden Systemen verwendet werden.
Das kann in einem Simulationsmodell leicht dadurch bewerkstelligt werden, daf3 fur
jeden Eingabestrom die Zufallszahlengeneratoren mit den gleichen Anfangswerten
initialisiert werden. Zusétzlicher Programmieraufwand und erhéhte Rechenzeiten fallen
demmach nicht anKleijnenbenennt jedoch den Nachteil dieser Methode:
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"... the use of the same random numers implies that we do not have independent observations and
this complicates the statistical analysis." [Kle79, S. 105]

Beim Vergleich von nur zwei Strategien &Rt sich Unabhangigkeit noch dadurch
erreichen, dal3 — wie oben beschrieben — nur die Differenz der Beobachtungen der bei
den Systeme agswetet wird. Ein Vergleich von mehr als zwei Strategien lauft jedoch
auf sog. simuhne (d. h. gleichzeitige) Konfidenzintervalle fir die versténen Diffe

renzen hinaus, die uniadngige Beobachtungen voraussetzen (s. [Kle79], S. 106).

4.4.6 Bestimmung des Optimums in einem Simulationsexperiment

Hangt das Ergebnis X eines Simulationsexperimentes von bestimmten Modedpara
tern (Steuet Entscheidungsparameter) in einem Simulationsmodell ab, dann interes
siert man sich haufig fur diejenigarameterkombination, die ein in einem vorgege
benen Sinneoptimales Ergebniseintreten IaRt. Ist X beispielsweise eine Verust
varialle, dann ist das Optimum erreicht, wenn der Mittelyewon X minimal wird.
Umgekehrt beddet dieOptimierung eines Systems bezuglich einer Gevarniatlen

X das Auffinden des maximalen Mittelwertes von X.

Die Bestimmung der optimalen Kombination der Steuerparameter in einem Simula
tionsmodell ist Gegenstand der Versuchsplanesgdrimetal desigr). Da dieses Ge
biet einen breiten Raum in der statistischen Ltter&innimmt (s. z. B. [Mye71],
[Mon76], [Box78] oder auch [Law82]), soll es hier nur anggen werden.

Die experimentell verdnderbaren GréRen eines Modells werden in der Versuchs
planung Ublicherweise aBaktoren (factors)das Ergebnis der Verédnderungen als
Reaktion (responsd)ezeichnet. Die funktionale Beziehung zwischen dertdfak
(X1, X5, ..., Xy) und der Ergebnisvariablen

R=f(Xy, X, s X)) (4.4-25

heiRtReaktionsoberflach@esponse surfacepPie einzelnen quantitativen Werte bzw.
qualitativen Ausprégungen eines Faktors sindrdiktorstufer(levels) Die Gesamtheit
der Kombinationen aller Faktorstufen, die bei einem Experimentichdgind, wird
Faktorraum (factor space)genannt. Mit der Festlegung einer Faktorstufe bzw. einer
Kombination von Faktorstufen wird somit ein Punkt im Faktorraum bestimmt. Eine
Auswabhl derartiger Punkte stellt ein®ersuchsplan (experimeai design)dar. Bei
einemOptimierungsexperimersoll diejenige Faktorenkdnmation bestimmt werden,
die zu einer optimalen Reaktion des Modells flhrt.

Es ist oft sinnvoll, mit dem Simulationsmod&ikundungsexperimente durchzu
fuhren, um die wichtigsten Faktoren und die velten Faktastufen herauszufinden.
Man bezeichnet diese VorgehensweiseSaireeningvgl. [Kle74], S. 77). AuRBerdem
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kénnen Vorinformationen Uber das Realsystem eingesetzt werden, um Faktorstufen
auguschlieRen, die von vornherein fir die Praxis nichtveie sind. Dennoch muf} in

der Regel eine Vielzahl von Faktorkombinationen asialy werden, sofern ewoll-
stéandiger Versuchglan mit samtlichen Punkten des Faktorraumes vedsemwird.

Nur so ist es mdglich, das absolute Optimum mit Sicherhe#uéinfien. Ein voH
stéandiger Vesuchplan ergibt bei m Faktoren mit k Stufen insgesamt

=

K (4.4-26

i=1
Kombinationen. Es wird deutlich, daf3 man hier rasch an die Grenzen der praktischen
Berechenbarkeit stof3t.

Hier beginnt die eigentliche Aufgabe der Versuchsplanung, die die Reduzierung der
zu untesuchenden Faktorkombinationen auf ein handhabbares Maf zum Ziel hat.

Es existiert eine ganze Reihe von experimentellen Methoden zur Suche nach der
optimalen Faktorkombination, die den Rechenaufwand erheblich reduzieren kénnen,
jedoch das Auffinden eines globalen Optimums nicht garantieren. Vielmehr besteht die
Gefahr, dal3 stattdessen ein lokales Optimum und damitseib@ptimale Losung
gefunden wird. Die gangigevierfahren sind dieMethode des gleichférmigen Rasters
die stochastische Suchdie Methode des stesilen Anstiegdie Einzelfaktor-Methoden
sowie dieMutationsmethod@Abb. 4-17; vgl. auch [Har74]).

Bei der Methode des gleichférmigen Rastersverden mit einem relativ groben
Raster von Faktorkombinationen zuerst die meistversprechenden Regionen der Reak
tionsoberflache ermittelt, die dann mit einer Folge von immer kleineren Rastern weiter
untersucht werden.

Bei derstochastischen Suchevird durch eine Zufallsstichprobe aus dem Faktor
raum bestimmt, welche Punkte untersucht werden sollen. Auf diese Weise 4Rt sich
dem Optimum beliebig nahe kommen, je nachdem, wie grof3 die Stichprobe ist. Diese
Methode ist insbesondere vorteilhaft, wenn bei einer gro3eren Anzahl von Faktoren
keinerlei Voinformation fir eine sinnvolle Einschrénkung des Faktorraumes vorliegt.

Die Methode des steilsten Anstiegbeginnt mit der Wahl eines geeigneten Start
punktes im Faktorraum. Fur diesen Punkt und seine ndhere Umgebung untersucht man
den zugehorigen Ausschnitt der Reaktionsoberflache daraufhin, in welcher Richtung er
am steilsten ansteigt. In dieser Richtung wird in einem bestimmten Abstand der néchste
Punkt gewahlt und auf die gleiche Weise behandelt. So fortfahrend gelangt man
schlieflich an einen Punkt, an dem die Reaktmherflache anndhernd horizontal ver
lauft und ein weiterer Anstieg nicht mehr mdglich scheint. Durch Erkundung der Um
gebung stellt man dann fest, ob ein Sptiakt ereicht wurde, oder ob man tatsachlich
am obersten Punkt angelangt ist.

Bei derEinzelfaktor-Methode verandert man jeweils nur einen einzigen Faktor,
wéahrend die Ubrigen konstant gehalten werden. Dabei wird der erste Faktor so lange
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variiert, bis keine Verbesserung der Zielfunktion mehr festgestellt wird. Der erste
Faktor wird nun konstant gehalten, und die Verénderung des nachsten Faktors schlief3t
sich an. Sind alle Faktoren auf diese Weise variiert worden, beginnt man erneut mit
dem ersten Faktor, wobei die anderen Faktoren auf ihren glinstigsten Stugehdest

ten werden. Die Suche nach dem Optimum wird abgebrochen, wenn keine weiteren
Verbeserungen durch Anderung eines Faktors feststellbar sind.

Die Mutationsmethode schlieRlich beginnt mit der Wahl von zwei oder mehreren
dem Startpunkt naheliegenden Punkten im Faktorraum nach dem Zufallsprinzip. Der
jenige mit dem besten Zielfunktionswert wird zum neuen Ausgangspunkt gemacht, von
dem aus wiederum zufallig benachbarte Faktorkombinationen ausgewahlt werden. Bei
einer Verschlechterung der Ergebnisse wird die Veranderung der Faktoren vom letzten
Ausgangpunkt aus so lange fortgefiihrt, bis ein besserer Punkt gefunden ist, oder man
anneimen kann, daf3 das Optimum erreicht wurde.

Selbst wenn man sich eines dieser Verfahren bedient, die das Auffinden eines globa
len Optimums nicht garantieren, wird eine Vielzahl von Simulationslaufentigeno
Die Simulation ist in der Tat ein sehr aufwendiges Analyseinstrument.

iz
L A

\ [ \

| M) |

/ =

/U 171/ N




I+

I+




