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Kapitel 11

Mafl und Integration

11.1 Mafle

Wir betrachten eine beliebige nichtleere Basismenge 2. Eine Menge F C P(Q2) wird
als Mengensystem (iiber (2) bezeichnet, wobei P die Potenzmenge (Menge aller
Teilmengen) von Q darstellt. Mit R := R U {—o00, +0c0} wird eine Erweiterung
der Menge aller reellen Zahlen definiert. Die algebraische Struktur von R wird
folgendermaBen auf R erweitert: Fiir alle a € R gilt:

a+ (£oo) = (o) + a = (£00) + (£o0) = (£o0), +o0 — (—o0) = +o0,

(£o00), fiir a > 0,
a-(+oo) = (+o0)-a= 0, fir a =0,
(Foo), fiira <0,
(£00) - (30) = 400, (£00) - (Fo0) = =00, T— =0
Somit ist R kein Korper. Die Vorzeichen bei 400 diirfen bei den obigen Formeln
nicht kombiniert werden, denn der Ausdruck +o0o — (400) ist nicht definiert. Die
Bedeutung der Festlegung 0 (£00) = (£00) - 0 = 0 wird spater deutlich. Vorsicht
ist allerdings bei den Grenzwertsiatzen geboten:

lim (x-l);&(wo)-o:o.

Tr——400 €T

Erganzt man die Ordnungsstruktur von R durch —oco < a, a < +oc fiir alle a € R
und —oco < +oo, so ist (R, <) eine geordnete Menge. Wir vereinbaren unter
Verzicht auf die entsprechenden Grenzwertsitze, dass die Folge {n}, n € N, den
Grenzwert +00 € R besitzt. Fiir ,+00" schreiben wir oft ,,00".

In Analogie zur Berechnung von Volumina in der Geometrie versucht man, Men-
gen aus einem Mengensystem F iiber 2 MaBe (Volumina) zuzuordnen. Zu diesem
Zweck zeichnet man spezielle Funktionen aus.
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Definition 11.1 ((o-endliches) MaB) Sei 7 C P(2), ) € F. Eine Funktion
w: F — R heiBt MaB auf F, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.:

(M1) u(A) >0 fir alle A € F,
(M2) u(d) =0,

(M3) Fiir jede Folge {A;},i € N, paarweise disjunkter Mengen mit A; € F,
i €N, und |J A; € F gilt:

=1

i (U Ai) = Zu(AZ-) (c-Additivitit).
i=1 i=1

Besitzen fiir eine Folge {B;}, i € N, mit B; C B;y1, B; € F und |J B; = Q) alle
i=1
Mengen B; ein endliches MaB, so wird 1 als o-endlich bezeichnet.

Es ware naheliegend, MaBe auf der Potenzmenge von €2 zu betrachten. Allerdings
ist diese Vorgehensweise problematisch, da es zum Beispiel nicht moglich ist, ein
MaB y auf der Potenzmenge des R® mit ([0, 1[3) = 1 zu finden, das nur von der
Struktur der jeweiligen Menge abhangt und nicht von Drehungen oder Verschie-
bungen. Daher hat man sich im allgemeinen mit speziellen Mengensystemen (iber
Q) (Teilmengen der Potenzmenge) zu begniigen. Dies fiihrt auf den Begriff der o-
Algebra.

Definition 11.2 (o-Algebra) Ein Mengensystem S C P(2) heit o-Algebra
iiber 2, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(S1) Qe S,
(S2) Aus A e Sfolgt Ac:=Q\AeS,

(S3) Aus A, € S, i e N, folgt fj A, eS.
i=1

Die folgende Eigenschaft von o-Algebren ist wichtig.
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Satz und Definition 11.3 (Durchschnittsstabilitdt von o-Algebren) Sei [
eine beliebige nichtleere Menge und S; fiir jedes i € I eine o-Algebra Liber (),

so ist auch [\ S; eine o-Algebra iiber ). Diese Eigenschaft wird Durchschnitts-
el
stabilitdt von o-Algebren genannt.

Wir konnen also von erzeugten o-Algebren sprechen.

Definition 11.4 (erzeugte o-Algebra) Sei F C P(2) und sei ¥ die Menge

aller o-Algebren iiber ), die F enthalten, dann wird die o-Algebra o(F) := (| S
Sex
als die von F erzeugte o-Algebra bezeichnet.

Fir Q@ =R"™, n € N, betrachten wir die o-Algebra
B" =o({B CR", Boffen}).

B™ wird als Borelsche o-Algebra bezeichnet. Alle fiir die Praxis wichtigen Teil-
mengen des R™ (neben den offenen auch alle abgeschlossenen und kompakten
Teilmengen) sind in B" enthalten. Auf dieser o-Algebra 138t sich nun ein spe-
zielles MaB X festlegen, das unter allen MaBen p auf B" das einzige MaB mit
p([0,1[x ... x [0,1[) = 1 ist, deren Wert nicht von Drehungen oder Verschiebun-
gen der Mengen abhidngt. Dieses MaB heiBt Lebesgue-Borel-MaB. Sei nun g ein
MaB auf einer o-Algebra S iiber €2, so heiBt jede Menge A € S mit u(A) = 0 eine
p-Nullmenge. Es ist nun naheliegend, jeder Teilmenge B C A einer u-Nullmenge
ebenfalls das MaB p(B) = 0 zuzuordnen. Allerdings ist nicht gewahrleistet, dass
fiir jedes B C A auch B € S gilt. Das fiihrt zum Begriff der Vervollstandigung und
des vollstandigen MaBes.

Definition 11.5 (vollstandiges MaB, Vervollstindigung) Ein MaB 1 auf ei-
ner o-Algebra S iiber Q) heiBt vollstandig, falls jede Teilmenge einer pi-Nullmenge
zu S gehért und damit eine p-Nullmenge ist. Die o-Algebra

So:={AUN; A€ S, N Teilmenge einer j1-Nullmenge}

heiBt u-Vervollstindigung von S. Mit j1o(AU N) := u(A) ist uo ein vollstiandiges
MaB auf S.

Die Mengen der o-Algebra B heiBen Lebesgue-messbare Mengen . Das MaB8 \j
auf B heiBt Lebesgue-MaB . Die zugehorigen Nullmengen heiBen Lebesguesche
Nullmengen.

Betrachtet man eine Funktion F': R — R mit folgenden Eigenschaften:
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e [ ist monoton steigend,

e [ ist stetig von links,

so ist durch
( F(b) — F(a), falls —oo <a <b< oo
bli_)rgo F(b) — F(a), falls —oo <a <b=o00
p ([a,b[NR) := F(b)— lim F(a), falls —co=a<b< o0
bli_)rgO F(b) iﬂaﬁomoo F(a), falls —co=a, b=o00
0, falls a > b

\

ein eindeutiges MaB u" auf B definiert. Dieser Sachverhalt fiihrt zu folgender De-
finition.

Definition 11.6 (maBerzeugende Funktion, (2 = R) Eine monoton steigen-
de Funktion F': R — R, die stetig von links ist, heiBt maBerzeugende Funktion.

Das MaB p!” heiBt Lebesgue-Borel-Stieltjes-MaB . Das vollstindige MaB 1) auf der
pt"-Vervollstandigung B von B heiBt Lebesgue-Stieltjes-MaB. Die Mengen A € BY
heiBen Lebesgue-Stieltjes-messbar. Durch analoge Vorgehensweise lassen sich maB-
erzeugende Funktionen auf €2 = R™ definieren. Wir wollen darauf aber nicht naher
eingehen.

Ist S eine o-Algebra iiber €, so bezeichnen wir im folgenden das Paar (2, S) als
Messraum. Ist p ein MaB auf S, so heiBt das Tripel (2, S, 1) MaBraum. Nun
untersuchen wir spezielle Funktionen zwischen zwei Grundmengen €y, Qs # 0.

Definition 11.7 (messbare Abbildung) Seien (Q1,81) und (Q3,5,) zwei
Messraume.

Eine Abbildung T : Q; — Qo mit T~Y(A') == {x € Q;;T(x) € A’} € S fiir alle
A" € S, heiBt S;-Sy-messbar.

Messbare Abbildungen spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie bei der Definition
von Zufallsvariablen eine wichtige Rolle. Der folgende Satz zeigt, dass fiir den
Nachweis der Messbarkeit einer Abbildung nicht immer das Urbild T~ (A’) fiir alle
Mengen A’ € S, untersucht werden muss.
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Satz 11.8 (Messbarkeit bei einer erzeugten o-Algebra S,) Seien (21, S:)
und (2, S,) zwei Messrdume, wobei Sy = o(F) von einem Mengensystem F
erzeugt ist. Die Abbildung T : €2y — )y ist genau dann S-Sy-messbar, falls
T (A") € S, fiir alle A’ € F.

Sind drei Messrdume (€21, S1), (£22,S2), (23, S3) und zwei Abbildungen
Ty : Qp — Qy, T7 S1-Sy-messbar,

Ty : Q9 — Q3, Ty Sy-S3-messbar,

gegeben, so ist die Abbildung

TQ e} T1 . Ql — Qg, W = TQ(Tl(w)), Sl—Sg—messbar.

Satz und Definition 11.9 (BildmaB) Seien (Q,S1, p11) ein MaBraum, (€25, Ss)
ein Messraum und T : € — Qo 81-Sy-messbar, so ist durch

po(A') == (Tﬁl(A’)) , AeS,,

ein MaB py auf Sy definiert.
Das MaB piy wird als BildmaB von p; bezeichnet (Schreibweise: 115 = T (p1)).

11.2 Integration

Um ZufallsgroBen analysieren zu konnen, bendtigt man einen Integralbegriff. Daher
soll im folgenden kurz die Integrationstheorie fiir messbare Abbildungen zusammen-
gefasst werden. Zunachst betrachten wir die Integration einer speziellen Klasse von
Funktionen.

Definition 11.10 (elementare Funktion) Sei (£2,S) ein Messraum. Eine S-
B-messbare Funktion e : ) — R heiBBt elementare Funktion, falls sie nur endlich
viele verschiedene Funktionswerte annimmt.

Eine spezielle elementare Funktion ist die Indikatorfunktion

1, fallswe A

Iy:Q—R, w—
0, sonst

die anzeigt, ob w Element einer Menge A € S ist. Mit Hilfe von Indikatorfunktionen
lassen sich die elementaren Funktionen darstellen.
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Satz 11.11 (Darstellung elementarer Funktionen) Sei (€, S) ein Mess-
raum. Ist e : 2 — R eine elementare Funktion, so existieren eine natiirliche
Zahl n, paarweise disjunkte Mengen A1, ..., A, € S und reelle Zahlen oy, . . ., a,

mit:
n n
GZZOQ]A“ ZAZ:Q
i=1 1=1

Die eben betrachtete Darstellung von e heiBt eine Normaldarstellung von e. Sind
alle o; paarweise verschieden, so spricht man von einer kiirzesten Normaldarstellung
von e. Kiirzeste Normaldarstellungen sind eindeutig. Aus der Normaldarstellung
elementarer Funktionen folgt sofort: Summe, Differenz und Produkt elementarer
Funktionen sind elementare Funktionen. Fiir alle ¢ € R ist auch ¢ - e eine elemen-
tare Funktion, wenn e eine elementare Funktion ist.

Nun betrachten wir nichtnegative elementare Funktionen auf einem MaBraum (€2, S, i)
und definieren das (u-)Integral dieser Funktionen.

Definition 11.12 ((u-)Integral nichtnegativer elementarer Funktionen)

Sei (Q,8, 1) ein MaBraum und e : Q - RS, e =S a;la, ; >0,i=1,...,n,

=1
eine nichtnegative elementare Funktion in Normaldarstellung, so wird

/edu = /edu = Zai -1 Ay)
& i=1

als (p-)Integral von e iiber ) bezeichnet.

Sei nun E die Menge aller nichtnegativen elementaren Funktionen auf (€2, S, ), so
erhalten wir die folgenden Eigenschaften:

o [Iydu=p(A) firalle AeS.

o [(ae)du=a [edufiralleee E, a € R{.

o [(u+v)dp= [udp+ [vdpy fir alle u,v € E.

o Ist u(w) < wv(w) fiir alle w € Q, soist [udp < [vdy fir alle u,v € E.

Wihlen wir Q =R", S=B", u=A"und f: Q — RJ, z — 0, so erhalten wir
/fdA":/Od/\”:O-)\”(]R{”):O-oo:O.

Unsere Vereinbarung 0 - co = 0 erlaubt uns somit, das (\"-)Integral iiber die Null-
funktion zu berechnen.
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Betrachtet man die Menge R der um {£oc} erweiterten reellen Zahlen, so bildet
die Menge B := {A € P(R); ANR € B} eine o-Algebra iiber R. Um nun den
Integralbegriff auf eine groBere Klasse von Funktionen fortzusetzen, bendtigen wir
die folgende Definition.

Definition 11.13 (numerische Funktion) Eine auf einer nichtleeren Menge
A C ) definierte Funktion f : A — R heiBt numerische Funktion.

Nun betrachten wir nichtnegative numerische Funktionen, die als Grenzwert einer
Folge elementarer Funktionen gegeben sind.

Satz 11.14 (Grenzwerte spezieller Folgen elementarer Funktionen)

Seien (2, S) ein Messraum und f :  — R:{ eine nichtnegative, S-1B-messbare
numerische Funktion, so gibt es eine monoton steigende Folge {e,}, n € N, von
nichtnegativen elementaren Funktionen e, : ) — R(J{ , n € N, die punktweise
gegen f konvergiert. Wir schreiben dafiir: e, T f.

Beispiel: O =R, f: R - R, z — €".

n2"
E—1
en: R — R? z—0- I}—oo,ln(Qin)[(‘T> + Z QTI[IH(%)JH(Q%)[(%) T
k=2
+ 1 fin(n),00[(7):

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die (u-)Integration auf eine spe-
zielle Klasse von Funktionen in naheliegender Weise fortzusetzen.

Definition 11.15 ((u-)Integrale) Seien (2, S, i) ein MaBraum und f : Q —
R eine S-B-messbare, nichtnegative numerische Funktion. Sei ferner {e,}, n €
N, eine monoton steigende Folge nichtnegativer elementarer Funktionen e,, : ) —
]Rar, n €N, mite, T f, so definieren wir durch

/fdp::/fd,u:: lim/end,u
Q

das (u-)Integral von f iiber €).

Wir werden nun in einem letzten Schritt die Klasse der integrierbaren Funktionen
erweitern. Dazu dient die folgende Definition.
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Definition 11.16 (Positivteil, Negativteil einer numerischen Funktion)
Seien (2,S) ein Messraum und f : Q — R eine S-B-messbare numerische
Funktion, so wird die Funktion

f(w), falls f(w) >0

+ . Pt
/ .Q—>R0,w»—>{ 0, sonst

Positivteil von f und die Funktion

- f(w), falls f(w) <0
/ 'QHRO’MH{ 0, sonst

Negativteil von f genannt.

Die folgenden Eigenschaften von f* und f~ sind wichtig:
e fT(w) >0, fr(w) >0 fiir alle w € Q.
e f* und f~ sind S-B-messbare numerische Funktionen.
« f=fr-J

Mit Hilfe des Positiv- und Negativteils einer messbaren numerischen Funktion f :
2 — R konnen wir das (u-)Integral auf messbare numerische Funktionen erweitern.

Definition 11.17 ((u-)integrierbar, (1-)quasiintegrierbar, (u-)Integral)
Seien (0, S, i) ein MaBraum und f : Q — R eine S-B-messbare numerische
Funktion.

[ heiBt (u-)integrierbar, falls [ f*dp < oo und [ f~du < oo.

[ heiBt (u-)quasiintegrierbar, falls [ f* du < co oder [ f~dp < .

Ist f (u-)quasiintegrierbar, so ist durch

/fdurzg/fd/w::/f*du—/fdu

das (u-)Integral von f iiber Q) definiert.

Als (u-)Integral tiber einer Menge A € S definieren wir fiir (u-)quasiintegrierbares

f1a:
A/fdurz/f-IAdu.

Betrachtet man speziell den MaBraum (R",B™, A"), so wird das (\"-)Integral
als Lebesgue-Integral bezeichnet. Ist f (A"-)integrierbar, so heiBt f Lebesgue-
integrierbar. Ist ein MaB u!" durch eine maBerzeugende Funktion F : R"™ — R
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gegeben, so wird das (uf'-)Integral als Lebesgue-Stieltjes-Integral bezeichnet und in

der Form
/de = /fduF

geschrieben. Lebesgue-Stieltjes-Integrale besitzen die wichtige Eigenschaft, dass sie
haufig durch Riemann-Integrale berechnet werden konnen.

Abschliessend betrachten wir Eigenschaften der (u-)Integration:

Sind f und g (u-)integrierbar, so gilt fiir alle A € S:

A/(f+g)d/¢L=A/fdu+A/gdu~

Ist f (u-)quasiintegrierbar, so gilt fiir alle c € R und alle A € S:

A/(C'f>dM=CA/fdM-



Kapitel 12

Wahrscheinlichkeitstheorie

12.1 Zufallsvariable und Verteilungen

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Methoden zur Beschreibung und Analy-
se von Zufallsexperimenten (Experimente mit nicht vorhersehbarem Ausgang) be-
reitgestellt. Der umgangssprachliche Begriff "Zufallsexperiment’ wird durch einen
MaBraum (€2, S, P) mit der Eigenschaft P(2) = 1 mathematisch prazisiert. Wir
definieren daher:

Definition 12.1 (Wahrscheinlichkeitsraum) Ein  MaBraum (§2,S,P) mit
P(2) = 1 wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet. Die Punkte w € €) heiBBen
Ergebnisse, die Mengen A € S Ereignisse. Das MaB P wird als Wahrscheinlich-
keitsmaB3 bezeichnet. Fiir alle Ereignisse A wird P(A) die Wahrscheinlichkeit von
A genannt.

Wir werden im folgenden davon ausgehen, dass ein Zufallsexperiment durch einen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) gegeben ist. Es ist in der Praxis oft nicht leicht,
ein verbal formuliertes Zufallsexperiment durch einen Wahrscheinlichkeitsraum zu
modellieren - insbesondere dann, wenn das Experiment ungenau formuliert ist. Die
Elemente der Menge (2 stellen die moglichen Ergebnisse des Zufallsexperimentes
dar.

Roulette

Beim Roulette wire etwa Q2 = {0,...,36}. Haufig interessiert man sich weniger
fiir die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein spezielles Ergebnis eines Zufalls-
experimentes eintrifft, sondern dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ergebnis
Element einer speziellen Teilmenge von 2 ist. Die in Frage kommenden Teilmen-
gen werden Ereignisse genannt und in der o-Algebra & zusammengefasst. Die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis eines durch (€2, S, P) reprasentierten Zu-
fallsexperiments Element der Menge A € S ist, ist durch P(A) gegeben. Einen
Roulettespieler, der auf 'gerade Zahl' setzt, interessiert es zum Beispiel nicht, mit

238



Zufallsvariable und Verteilungen 239

welcher Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis eintrifft, sondern mit welcher Wahrschein-
lichkeit das Ergebnis Element der Menge {2,4,6,...,36} ist. Gilt fiir ein w € Q
auch {w} € S, so spricht man von einem Elementarereignis. Das Ereignis () heiBt
unmogliches Ereignis, das Ereignis Q heiBt sicheres Ereignis. Da P(()) = 0 und
P(Q) = 1, bezeichnet man eine Menge A € S, fiir die P(A) = 0 gilt (also ei-
ne P-Nullmenge) als (P-)fast unmogliches Ereignis, eine Menge B € S, fiir die
P(B) =1 gilt, als (P-)fast sicheres Ereignis. Es ist wichtig festzuhalten, dass die
definierenden Eigenschaften eines MaBes mit den intuitiv einsichtigen Eigenschaften
von Wahrscheinlichkeiten libereinstimmen. Fiir das Roulette ist es sicher sinnvoll,
den folgenden Wahrscheinlichkeitsraum zu betrachten:

0=4{0,1,2,...,36}, S=P(Q), P: P(Q) — [0,1],

0, falls A=
A { Al e 0 , wobei |A| die Anzahl der Elemente von A bezeichnet.
=, falls A#0

ScheibenschieBen

Nun betrachten wir das SchieBen mit einem Gewehr auf eine kreisférmige SchieB-
scheibe mit Radius » = == und dem Mittelpunkt m = (0,0)". Wir nehmen an,
dass bei jedem Schuss die Scheibe getroffen wird. Als Ergebnis eines Schusses er-
halten wir einen Punkt w = (w!,w?)? € Q = K%p = {x € R? ||x|» < \/%?}
Wir wihlen {A N K1 A € B?} als o-Algebra und P = \?|s als Wahrschein-

lichkeitsmaB auf S. Da der Schiitze bei jedem Schuss umso mehr Punkte (Ringe)
erhdlt, je kleiner der Abstand seines Schusses zum Mittelpunkt der SchieBscheibe
ist, interessiert als Ergebnis in erster Linie dieser Abstand zum Mittelpunkt.

Man betrachtet also eine Funktion

1
d: Q— 10, ﬁ] =: Q' w ||wle.
Kann man nun mit Hilfe der Funktion d und des Wahrscheinlichkeitsraumes (£2, S, P)

jeder Menge A € &' .= {B N0, \/L%], B € B} eine Wahrscheinlichkeit zuordnen?

Dies ist genau dann moglich, wenn d S-S’-messbar ist. Daher definieren wir:

Definition 12.2 ((n-dimensionale reelle, numerische) Zufallsvariable)
Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€)', S’) ein Messraum, dann
heiBt eine S-S’-messbare Funktion X : € — Q' Zufallsvariable.

Ist ) = R" n € N, und 8 = B", so wird X als n-dimensionale reelle
Zufallsvariable bezeichnet. Ist ¥ = R und S’ = B, so wird X als numerische
Zufallsvariable bezeichnet. Eine eindimensionale reelle Zufallsvariable wird reelle
Zufallsvariable genannt.

Als geeignetes WahrscheinlichkeitsmaB P’ auf S’ ergibt sich das BildmaB von X.
Somit erhalten wir fiir unser obiges Beispiel P'(A’) = P(d~(4)) fiir alle A’ € §'.
Die Tatsache, dass \?({w}) = 0 fiir alle w € K%’O verdeutlicht den Sinn der Ver-

wendung von Ereignissen A € S.
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Definition 12.3 (Verteilung einer Zufallsvariablen) Seien (Q2,S,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, (2, S’) ein Messraum und X : Q — ' eine
Zufallsvariable, dann wird das BildmaB Px von X Verteilung von X genannt.

Nach unserer Interpretation von Wahrscheinlichkeitsraumen ist der Wert X (w) einer
Zufallsvariablen an der Stelle w vom Ergebnis eines Zufallsexperimentes abhangig.
Wir fragen danach, welcher Wert von X ’'zu erwarten’ ist.

Definition 12.4 (Erwartungswert einer numerischen Zufallsvariablen)
Seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine (P-)quasiintegrierbare
numerische Zufallsvariable X : €2 — R, dann wird durch

E(X) := /X P

der Erwartungswert von X definiert.

Um eine Vorstellung vom Begriff des Erwartungswertes zu bekommen, betrachten
wir die folgende reelle Zufallsvariable auf (2, S, P): Seien Ay,..., A, paarweise
disjunkte Mengen aus & mit i A; =Qund oy, .. ., a, nichtnegative reelle Zahlen,
dann ist - .
X: Q=R w+— Z%‘IAZ-(W)
i=1

eine reelle Zufallsvariable. Fiir den Erwartungswert von X erhalten wir
E(X)=> a;P(4).
i=1

Der Erwartungswert ist in diesem Fall also eine gewichtete Summe der moglichen

Werte von X, wobei die Gewichte gerade die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftre-

ten dieser Werte sind. Gilt P(4;) = % fiir alle i = 1,...,7n, so erhalten wir als

—
Erwartungswert das arithmetische Mittel der Werte von X.
Da wir auch an Erwartungswerten von speziellen Funktionen von X interessiert sind,

bendtigen wir den folgenden Satz.

Satz 12.5 (S-B-Messbarkeit stetiger Funktionen reeller Zufallsvariablen)
Seien X eine reelle Zufallsvariable definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,8,P) und g : R — R eine stetige Funktion, dann ist go X : Q — R,
w — g(X(w)) eine reelle Zufallsvariable auf (2, S, P).
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Somit folgt sofort, dass fiir eine reelle Zufallsvariable X auf (€2, S, P) und fiir jedes
k € N und jedes o € R auch (X — a)* und | X — «a| reelle Zufallsvariablen auf
(Q, S, P) sind. Dies erméglicht die folgenden Definitionen.

Definition 12.6 (zentrierte (absolute) Momente k-ter Ordnung) Sei X
eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, S, P) definierte reelle Zufallsvariable,
dann heiBt E(|X — «|*), k € N, das in « zentrierte absolute Moment k-ter
Ordnung von X . Ist (X — «)* (P-)quasiintegrierbar, so heiBt E((X — a)*) das in
« zentrierte Moment k-ter Ordnung. Ist o« = 0, so spricht man nur von absoluten
Momenten bzw. Momenten k-ter Ordnung.

Besonders interessant ist der Fall &k = 2.

Definition 12.7 (Varianz einer reellen Zufallsvariablen) Sei X eine auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) definierte, (P-)integrierbare reelle Zufallsvaria-
ble, dann heilt

V(X) ::/(X —~E(X))* dP

die Varianz von X.

Die Zahl ¢ = /V (X)) wird als Streuung oder Standardabweichung von X bezeich-
net. Oft schreibt man daher o2 fir V(X). Die Varianz ist ein MaB fiir die zu
erwartende Abweichung von X und E (X).

Standardisierung

Fiir eine reelle Zufallsvariable X mit Streuung 0 < 0 < oo folgt sofort, dass die
reelle Zufallsvariable

X -E(X)

g

Y:

den Erwartungswert E(Y) = 0 und die Varianz V (Y') = 1 besitzt. Den Ubergang
von X zu Y bezeichnet man als 'Standardisierung’ von X. Den Erwartungswert ei-
ner n-dimensionalen reellen Zufallsvariablen definiert man durch komponentenweise
Bildung des Erwartungswertes.

Im folgenden betrachten wir einige wichtige Begriffe der elementaren Wahrschein-
lichkeitstheorie. Ausgangspunkt ist der Wahrscheinlichkeitsraum (£2, S, P) und zwei
Mengen A, B € § mit P(B) > 0. Auf S definieren wir nun ein Wahrscheinlich-
keitsmaB PP : & — [0, 1] durch A — Pl(fé;?). Durch den Ubergang von P zu P?
erhilt die Menge B das WahrscheinlichkeitsmaB 1. Wir interpretieren PZ(A) als
die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass das Ereignis B (P?-)fast
sicher eintrifft.
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Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

Betrachtet man nun eine Partition {D; C ©; i € N} von (, sodass fiir alle i € N
D; € § und P(D;) > 0 gilt, so lasst sich sehr leicht die folgende 'Formel von der
totalen Wahrscheinlichkeit’ nachweisen:

P(A) = iP(DZ-) - PPi(A) fiiralle A€ S.

Satz von Bayes
Gilt zusatzlich P(A) > 0, so folgt aus

P(D;NA) _ PPi(A) - P(D;)

PA(D;) = '
( ’L) P(A) P(A) 9 1 E N,
der 'Satz von Bayes':
PPi(A) . P(D;
PA(D;) = (4)- P(D:) fiir alle i € N.

i P(D;) - PPi(A)

Analoge Formeln ergeben sich natiirlich fiir eine endliche Partition {D; C Q; i =
1,...,n} von Q.

Dichte

Im folgenden betrachten wir einen Messraum (£2, S), ein WahrscheinlichkeitsmaB P
auf § und ein MaB i auf S. Es soll zunadchst die Frage untersucht werden, unter
welchen Voraussetzungen das WahrscheinlichkeitsmaB P in der folgenden Art und
Weise durch das MaB p dargestellt werden kann:

Es existiert eine nichtnegative, S-B-messbare numerische Funktion f :  — R mit

P(A) = /fdu fir alle A € S. (1.1)
A
Eine nichtnegative, S-B-messbare numerische Funktion f, die die Bedingung (1.1)

erfiillt, wird Dichte(funktion) des WahrscheinlichkeitsmaBes P beziiglich 1« genannt.
Man sagt auch, dass P beziiglich 1 eine Dichte f besitzt.

Satz 12.8 (Beziehung zwischen (P-) und (u-)Nullmengen) Seien
(Q,S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p ein MaB auf S und f eine Dichte
von P beziiglich n, dann gilt fiir alle A € S mit u(A) = 0: P(A) = 0.

Die folgende Definition resultiert aus dem eben betrachteten Satz.

Definition 12.9 (absolute Stetigkeit von P bez. ) Seien (§2,S,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und o ein MaB auf S. P heiBt absolutstetig beziiglich
w, falls fiir alle A € S mit p(A) =0 gilt: P(A) = 0.
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Wie der folgende Satz zeigt, ist die absolute Stetigkeit beziiglich eines o-endlichen
MaBes p das entscheidende Kriterium fiir die Existenz einer Dichte.

Satz 12.10 (Radon-Nikodym) Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und v ein o-endliches MaB auf S, dann besitzt P genau dann eine Dichte beziiglich
1, wenn P absolutstetig beziiglich 11 ist.

Nun betrachten wir eine spezielle Klasse von WahrscheinlichkeitsmaBen. Mit |A|
wird die Anzahl der Elemente (Machtigkeit) von A bezeichnet.

Definition 12.11 (diskretes WahrscheinlichkeitsmaB, diskr. Zufallsvar.)
Sei (R",B",P), n € N, ein Wahrscheinlichkeitsraum. — Das Wahrschein-
lichkeitsmaB P heiBt diskret, falls eine Menge B € B™ mit |B| < |N| und
P(B) = 1 existiert. Eine m-dimensionale reelle Zufallsvariable X definiert auf
(R™",B™,P), m € N, heiBt diskret, falls das BildmaB Px von X ein diskretes
WahrscheinlichkeitsmaB auf (R™, B™) ist.

Da fiir m = n das BildmaB Px der Zufallsvariable X : R"™ — R", z — x, gleich
P ist, wird oft der Begriff Verteilung statt WahrscheinlichkeitsmaB verwendet. Um
nun mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym diskrete Verteilungen (Wahrschein-
lichkeitsmaBe) durch Dichtefunktionen darstellen zu kdnnen, bendtigen wir ein spe-
zielles MaB.

Definition 12.12 (ZahlmaB) Das auf einer o-Algebra S iiber ) definierte Mal

|A|, falls |A| endlich ist

00, sonst

C:S—>R,A'—>{

wird als das ZihlmaB auf S bezeichnet.

Sei nun (R"™, B", P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P eine diskrete Verteilung auf
B™ mit P(B) =1 fiir ein B € B" und |B| < |N|, dann gilt fiir alle C' € B™:

P(C) = P(CN B)+ P(CNB°) = P(CNB).

Somit geniigt es, den Wahrscheinlichkeitsraum (B, BY, P) mit B := {CNB; C €
B"} = P(B) zu betrachten. Da ( ein o-endliches MaB auf P(B) ist und ((A) =0
genau dann gilt, wenn A = (), ist jedes WahrscheinlichkeitsmaB auf P(B) absolut-
stetig beziiglich (. Somit existiert zu jedem WahrscheinlichkeitsmaB P auf P(B)
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eine Dichte f: B — RJ mit

Pmy:/fMZE:ﬂ@:§:P@@HmmmAePw)

‘A w€eA wEA

Es lasst sich also jede diskrete Verteilung auf B™ durch eine Folge {p;}, j € Ny,

o0
nichtnegativer reeller Zahlen mit ) p; = 1 darstellen.
=0

Poisson-Verteilung
Ist .
AN
pjze_ faJGI\IOv)\>O7
7!

so spricht man von einer Poisson-Verteilung mit Parameter A (D. Poisson (1781-
1840)).

Gleichverteilung und Laplace-Experiment
Ist

1
pj:k:—+1’ fir j=0,...,k, und p; =0 fiir j > k, k € N,

so wird diese Verteilung Gleichverteilung genannt. Ein Zufallsexperiment, das durch
einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Gleichverteilung reprasentiert wird, heit nach
P. S. de Laplace (1749-1827) Laplace-Experiment.

Binomial-Verteilung und Bernoulli-Experiment
Wiahlt man p € R, 0 < p < 1,und B = {0,1,2,...,s}, s € N, so wird (mit
(%) == =) die durch

J (s—=)l3!

pj = (j)pj(l—p)s_j fiir j =0,...,s, und p; = 0 fiir j > s,
gegebene Verteilung Binomial-Verteilung B(s,p) mit Parameter s, p genannt. Ein
Zufallsexperiment, das durch einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Binomial-Verteilung
mit Parameter s, p reprasentiert wird, heiBt nach J. Bernoulli (1654-1705) Bernoulli-
Experiment mit Paramter s, p. Ein Bernoulli-Experiment kann folgendermaBen in-
terpretiert werden: Man betrachtet ein Zufallsexperiment, bei dem es nur zwei
mogliche Ergebnisse gibt, namlich mit Wahrscheinlichkeit p das Ergebnis 'T' (Tref-
fer) und mit Wahrscheinlichkeit (1—p) das Ergebnis ‘"N’ (Niete). Dieses Experiment
fiihren wir s-mal durch, ohne dass sich die Ergebnisse gegenseitig beeinflussen. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass nach diesen s Versuchen genau j Treffer auftreten, ist
gegeben durch (j)pf(l —p)¥7,0<j <s s & N. Somit wird die s-malige
Durchfiihrung unseres Experimentes durch ein Bernoulli-Experiment beschrieben,
falls die Ergebnisse sich nicht gegenseitig beeinflussen. Fiir sehr grosse s und sehr
kleine p ist es moglich, eine Binomial-Verteilung durch die wesentlich einfacher zu
berechnende Poisson-Verteilung mit Parameter A = s - p zu approximieren.



Zufallsvariable und Verteilungen 245
Zusammenfassung:
(Q,8,P)
X1:Q— Q Xe:Q—R
€] < |N]
(Q7P(Q)7PX1) (RaB’PX2>

Dichte:

f : Q - [O’ 1]7 W= PXl({a}})

Px,(A) =) f(®)

BeA
Erwartungswert fiir O C R:
E(X1) =) & f(@)
0eQ

Aligemein: Sei g: Q — R:

E(9(X1)) = Zg(@) f(@)

Beispiele:

e Poisson-Verteilung

Q=NyA>0
. BeY
f(j)=e Aﬁ

e Binomial-Verteilung

Q=1{0,1,...,s},p€l0,1]

() = (j)pfu —p)*,

»genau j Treffer bei s Versuchen,
Trefferwahrscheinlichkeit gleich
p, keine gegenseitige Beeinflus-
sung.”

Annahme: Es existiert beziiglich A
eine stetige Dichte f : R — R

Py, (A) = / f(x)da
A

Erwartungswert:
E(X,) = /x - f(z)dx

Allgemein: Sei g : R — R und
B-B-messbar, so gilt:

o0

E (g(X)) = / o(z) - f(x)dz

Beispiele:

e Normalverteilung

1 (z—p)?
f(z) = e 22
(@) V2mo?

E(Xy)=peR,V(Xy)=0?>0
e Rayleigh-Verteilung, A > 0:

flz) = 2/.\776_932,%‘ > 0, (0 sonst)
E(X,) = ;\/ﬂ V(X,) = (1—%»

e Cauchy-Verteilung, A > 0:

1 A
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Stetige Dichten fir n > 1:
Sei f: R" — R, n € N, eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

o f(x)>0 firallex € R",
. j“o 3 }o F(x)de =1,

dann ist auch [ fd\" = 1 und wir kdnnen die Funktion f als Dichte eines Wahr-
scheinlichkeitsmaBes beziiglich A" auffassen. Nun betrachten wir fiir jeden Vektor
1 € R™ und fiir jede positiv definite Matrix > € R™" die Funktion

1 (z —p)"S - p)
e des) T <_ 2 ) '

vyt R" =R, 2+

Offensichtlich ist v, x(x) > 0 fiir alle g,z € R", ¥ € R™", ¥ positiv definit.
Aus der Analysis (Substitutionsregel, Satz von Fubini) ist das Folgende bekannt:

/ exp (— (z— )2 e “)> dz = /@r)" det (%)

2

fir alle p € R", ¥ € R™", X positiv definit. Somit kénnen wir v, 5, als Dichte
eines WahrscheinlichkeitsmaBes beziiglich \™ auffassen.

Definition 12.13 (Normalverteilung) Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, € R™, n € N, und ¥ € R™", 3 positiv definit. Die Zufallsvariable
Xux : Q@ — R" heiBt N (1, ) normalverteilt, falls ihr BildmaB Py, , beziiglich
A" die folgende Dichte besitzt:

1 _ Ts—1 _
Vs R"™ R, 2 +— - exp (_ (LU N) X (37 M)) )
2n)" det () 2

Haufig werden spezielle WahrscheinlichkeitsmaBe durch folgende Funktionen darge-
stellt:

Definition 12.14 (Verteilungsfunktion) Sei (R",B", P), n € N, ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Die Funktion

F:R"—[0,1], (x1,...,2,)" = P(] =00, 21[x ... x] — 00, 2,[)

wird als Verteilungsfunktion von P bezeichnet. Die Verteilungsfunktion des Bild-
mabBes Px einer n-dimensionalen reellen Zufallsvariable X : Q@ — R", n € N,
wird auch Verteilungsfunktion von X genannt.
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Um die Parameter ;2 und X einer Normalverteilung interpretieren zu konnen, bendti-
gen wir die folgende Definition.

Definition 12.15 (Covarianz, unkorreliert) Seien (2, S, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und X : Q — R, Y : Q — R zwei reelle, (P-)integrierbare
Zufallsvariable mit (P-)integrierbarem Produkt X -Y, dann heift

K(X,Y)=E((X —E(X))- (Y —E(Y))) =E(X -Y) —E(X) -E(Y)

die Covarianz von X undY. X undY heiBen unkorreliert, falls K (X,Y) = 0.

Besitzen die Zufallsvariablen X bzw. Y zudem endliche Varianzen V(X)) bzw.
V(Y), so wird die GroBe

K(X,Y)
V(X)-V(Y)

p(X,Y) =

Korrelationskoeffizient von X und Y genannt.

Normalverteilte Zufallsvariablen spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine be-
deutende Rolle, auf die wir im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzwertsatz
noch zu sprechen kommen. Zunichst fassen wir einige Eigenschaften einer N'(j, X2)
normalverteilten Zufallsvariablen X, 5, zusammen. Dazu fassen wir die Funktion
X,x: 2 — R" als Abbildung

W (X;}E(w), . ,Xﬁz(w))T

auf. Jede Funktion XZ,E : Q@ —=R,7=1,...,n, ist eine reelle Zufallsvariable.

Definiert man .
E(X,s) = (E(X,5),-.. . E(X}y))" ,

so erhalt man
E(XM,Z) = M.

=1,...,

Daher heiBt ¥ die Covarianzmatrix von X, 5.

Beispiel: Mobilfunk

Beim Mobilfunk gelangen die vom Sender abgestrahlten elektromagnetischen Wellen
aufgrund von Hindernissen haufig nicht (nur) iiber den direkten Weg zur Empfangs-
antenne. Vielmehr setzen sich die empfangenen Wellen vorwiegend aus einer Viel-
zahl von reflektierten, gebeugten und gestreuten Wellen zusammen. Ein typisches
Beispiel fiir diese so genannte Mehrwegeausbreitung ist in der folgenden Abbildung
fiir den terrestrischen Mobilfunkkanal dargestellt. Bedingt durch die Mehrwege-
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ausbreitung besteht das Empfangssignal aus einer Uberlagerung von unterschiedlich
stark gedampften, verzogerten und phasenverschobenen Versionen des Sendesignals,
welche sich gegenseitig ausloschen beziehungsweise verstarken. Daher kann je nach
Phasenlage der einzelnen Teilwellen die Uberlagerung konstruktiv oder destruktiv
erfolgen. AuBerdem kommt es durch die Mehrwegeausbreitung bei der digitalen
Dateniibertragung zu einer Veranderung der Impulsform bis hin zu mehreren, ein-
zeln trennbaren Impulsen. Dieser Effekt wird als Impulsdispersion bezeichnet. Die
GroBe der Impulsdispersion hangt von den Laufzeitdifferenzen und den Amplituden-
verhaltnissen der Teilwellen ab.

Neben der Mehrwegeausbreitung wirkt sich auch der Dopplereffekt negativ auf die
Ubertragungseigenschaften des Mobilfunkkanals aus. Durch die Bewegung der Mo-
bilstation kommt es aufgrund des Dopplereffektes zu einer Frequenzverschiebung
der einzelnen Teilwellen. Der Einfallswinkel - definiert durch die Einfallsrichtung
der Teilwelle und die Bewegungsrichtung der Mobilstation - bestimmt die Doppler-
frequenz (Frequenzverschiebung) einer Teilwelle. Bedingt durch den Dopplereffekt

y A

Einfallsrichtung der
n-ten Teilwelle

Bewegungsrichtung

erfihrt das Spektrum eines Sendesignals auf dem Ubertragungsweg eine Frequenz-
verbreiterung. Dieser Effekt wird als Frequenzdispersion bezeichnet. Die GroBe der
Frequenzdispersion hdangt im wesentlichen von der maximalen Dopplerfrequenz und
den Amplituden der einzelnen empfangenen Teilwellen ab. Im Zeitbereich duBert
sich der Dopplereffekt dadurch, dass die Impulsantwort des Kanals zeitvariant wird.
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Moderne Methoden zur stochastischen Modellierung von Mobilfunkkandlen zeichnen
sich insbesondere dadurch aus, dass sie in der Lage sind, nicht nur die Wahrschein-
lichkeitsdichten der Amplitude und Phase zu modellieren, sondern auch Aussagen
iiber die Pegelunterschreitungsrate und die mittlere Fadingdauer bereitzustellen, die
fir Biindelfehler verantwortlich sind. Da zudem eine additive Uberlagerung mit
stochastisch zu modellierenden Storungen zu beriicksichtigen ist, wird das Emp-
fangssignal somit durch die Verkniipfung verschiedener stochastischer Prozesse als
sehr komplexer stochastischer Prozess mit parameterabhangiger Kovarianzstruktur
modelliert. Das vollstandige stochastische Kanalmodell erhdlt man schlieBlich durch
Beriicksichtigung des Demodulators, was im allgemeinen einer komplizierten stocha-
stischen Integration entspricht.

Letztendlich erhalt man als Ergebnis des Empfangers die Realisierung einer misch-
verteilten Zufallsvariablen mit parameterabhangiger Kovarianzstruktur.

Auf der Basis eines Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, S, P) haben wir fir A, B € S
und P(B) > 0 durch PB(A) = PE;?BJ)B) ein WahrscheinlichkeitsmaB auf S ein-
gefiihrt. Wir interpretierten PB(A) als die Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung, dass B (PZ-)fast sicher eintrifft. Nun stellt sich die Frage, wann diese
Bedingung die Wahrscheinlichkeit fiir A nicht dndert, wann also PP(A) = P(A)

gilt. Wir erhalten:

PB(A) = P(A) < P(ANB)=P(A) - P(B).

Definition 12.16 (stochastisch unabhdngige Ereignisse) Seien (2, S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und A.,...,A, € S, n € N, dann heiBen die
Ereignisse A1, ..., A, stochastisch unabhingig, falls fiir alle k € N, k < n, und
firallei; e N, 1 <j <k mitl<i;<...<i <n gilt:

Die stochastische Unabhangigkeit einer Menge {A; € S; i € I}, I # (), von Ereig-
nissen fiihrt man auf die stochastische Unabhangigkeit ihrer endlichen Teilmengen
zuriick.

Definition 12.17 (stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen) Seien
(Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {A; € S;i € I}, I # (), eine Menge
von Ereignissen, dann heiBen diese Ereignisse stochastisch unabhangig, falls
Ai, ... Ay, fiir jedes n € N mit n < |I| und fiir jede Menge {iy,...,i,} C I
stochastisch unabhangig sind.
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Um stochastisch unabhangige Zufallsvariable definieren zu kénnen, wird zunachst
die stochastische Unabhangigkeit von Mengensystemen betrachtet.

Definition 12.18 (stochastische Unabhingigkeit von Mengensystemen)
Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F; C S;i € I}, I # (), eine
Menge von Mengensystemen iiber €2, dann heiBen diese Mengensysteme stocha-
stisch unabhéngig, falls fiir jedesn € N mit n < |I| und fiir jedes {iy, ... i} C I
die n Ereignisse A;,, ..., A;, fiir beliebige A;, € F;,, k = 1,...,n, stochastisch
unabhingig sind.

Nun betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P), einen Messraum (€2, S)
und eine Zufallsvariable X : © — Q. Mit F bezeichnen wir die Menge aller o-
Algebren iiber Q, fiir die gilt: X ist C-S’-messbar genau dann, wenn C € F. Die

Menge o(X) := [ C ist ebenfalls eine o-Algebra und wird die von X erzeugte
ceF
o-Algebra genannt. Unter allen o-Algebren A iiber  ist o(X) die kleinste, fiir die

X A-S8'-messbar ist. Somit sind wir in der Lage, die stochastische Unabhangigkeit
von Zufallsvariablen in naheliegender Weise durch die stochastische Unabhangigkeit
von speziellen Mengensystemen zu definieren.

Definition 12.19 (stochastische Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen)
Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Y, S’) ein Messraum und

{Xi: Q— Qs iel}, I+#10, eine Menge von Zufallsvariablen, dann heiBen diese
Zufallsvariablen stochastisch unabhingig, falls die Mengensysteme {o(X;); i € I}
stochastisch unabhingig sind.

Die stochastische Unabhangigkeit von Zufallsvariablen ist ein zentraler Begriff der
Wabhrscheinlichkeitstheorie und im wesentlichen Bestandteil der Modellierung zu un-
tersuchender Vorgange. Fiir reelle, normalverteilte Zufallsvariablen sind die Begriffe
»unkorreliert” und ,stochastisch unabhdngig" dquivalent. Ansonsten sind stocha-
stisch unabhangige, integrierbare Zufallsvariablen immer paarweise unkorreliert.

Beispiele:

e Zwei Zufallsvariablen
Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€21, S1) und (€22, S2) Messrdume
und X7 : Q — Qy, Xy Q — €y zwei stochastisch unabhangige Zufallsva-
riablen, so gilt fiir alle A; € S; und alle Ay € Ss:

P(X (A1) N X5 (Ay)) = Px, (A1) - Px,(As).

e n-dim. Normalverteilung:
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Betrachtet man die A"-Dichte

VA o Y e
vyt R" =R, 2+ ! -exp(—(x RO ,u))
(2m)™ det(X) 2

der n-dim. Normalverteilung und setzt man voraus, dass je zwei Komponenten
des zugrundegelegten n-dim. Zufallsvektors unkorreliert sind, so erhalt man
mit X = (0i5)i =10’

S o? fallsi=j
“ 1 0 sonst

Die Dichte ergibt sich dann zu

B 1 ~ (z; — i)’
G \/(QW)”U%-...-H.GXP <_ZT

i=1 ?
_ - 1 _ (xl - ,Uz)Q)
Vyonr o (-
= Hfz(xl)v

wobei f; die A-Dichte einer eindimensionalen Normalverteilung mit Erwar-
tungswert ; und Varianz o? darstellt (abgekiirzt: A (p;, 0?) normalverteilt)
und die Verteilung der i-ten Komponente des betrachteten Zufallsvektors re-
prasentiert. Diese Produktformel fiir Dichten ist charakteristisch fiir stocha-
stische Unabhangigkeit.

Im folgenden betrachten wir Folgen reeller Zufallsvariablen. Da eine Folge von re-
ellen Zufallsvariablen eine Funktionenfolge ist, definiert man - wie in der Analysis
(z.B. gleichmaBige- und punktweise Konvergenz) - auch in der Wahrscheinlichkeits-
theorie verschiedene Konvergenzbegriffe.
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Definition 12.20 (Konvergenzbegriffe fiir Folgen reeller Zufallsvariable)
Seien (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {X;}, i € N, eine Folge reeller
Zufallsvariable X; : Q — R, und X : Q2 — R ebenfalls eine reelle Zufallsvariable,
dann konvergiert {X;}, i € N, definitionsgemalB

e stochastisch gegen X genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0

lim P({we€ Q; | X;(w) — X(w)| <e€}) =1,

e mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X genau dann, wenn

<queﬂ;mm&wyzxw&):L

1—00

e in Verteilung gegen X genau dann, wenn die Folge der Verteilungsfunktionen
{Fx,} von {X;} an jeder Stelle x € R, an der die Verteilungsfunktion Fx
von X stetig ist, gegen F'x an der Stelle x konvergiert:

lim Fy,(x) = Fx(x).

1—00

Die stochastische Konvergenz von {X;}, i € N, gegen X wird oft durch

(P-) lim X; = X, st- lim X; = X oder X; — X nach Wahrscheinlichkeit
dargestellt. Die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 von {X;}, i € N, gegen X
heiBt auch (P-)fast sichere Konvergenz und wird durch X; — X (P-)f.s. dargestellt.
Die Konvergenz nach Verteilung wird auch als schwache Konvergenz bezeichnet.
Die folgenden Implikationen gelten.

schwache stochastische Konvergenz mit
Konvergenz Konvergenz Wahrscheinlichkeit 1

Ausgehend von einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, S, P) betrachten wir spezielle
Folgen {X;}, ¢ € N, von reellen Zufallsvariablen X; : Q© — R, i € N, deren
Quadrate X?: Q —» R, w — X?(w) fiir alle i € N (P-)integrierbar sind. Wegen

/]X,-\dP: / | X;|dP + / | X;|dP
Q

{weh; [Xi(w)|<1} {wed; | X (w)[>1}

<1+ /‘ ]&MP§1+/XHmewM€N
Q

{we; | Xi(w)[>1}
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besitzen die Zufallsvariablen X;, + € N, endliche Erwartungswerte. Wir vereinbaren,
dass fiir die Folge {X;}, i € N, genau dann der zentrale Grenzwertsatz gilt, wenn
die Folge {T;}, i € N, standardisierter reeller Zufallsvariablen

7

;(Xj —E(X;))

T,: Q—>R, wr 4 , 1€N,
V(> X))
j=1

in Verteilung gegen eine A/(0, 1) normalverteilte Zufallsvariable konvergiert.

Satz 12.21 ( Ein zentraler Grenzwertsatz) Seien (), S, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und {X;}, i € N, eine Folge stochastisch unabhangiger, identisch
verteilter (d.h. Px, = Px, fiir alle i, j € N) reeller Zufallsvariablen X; : Q@ — R
mit 0 < V(X;) < oo fiir alle i € N, dann gilt fir {X;}, i € N, der zentrale
Grenzwertsatz.

Beispiel: Schaltkreissimulation

Bei der numerischen Analyse elektronischer Schaltkreise ist es heute unumganglich,
das elektronische Rauschen der einzelnen Bauteile durch stochastische Modelle zu
erfassen. Bereits bei dem einfachen Beispiel einer Transistorverstarkerstufe

ist es nicht mehr ratsam, jedes Bauteil einzeln zu modellieren. Man verwendet zen-
trale Grenzwertsdtze zur theoretischen Begriindung eines stochastischen Gesamt-
modells.

Zentrale Grenzwertsatze sind der Grund fiir die grosse Bedeutung der N'(0, 1) Nor-
malverteilung, deren Verteilungsfunktion ® wir im folgenden tabellieren, da sie nicht
analytisch berechenbar ist.
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Der nun folgende Satz stellt ein sehr hilfreiches Resultat zur Abschatzung von Wahr-
scheinlichkeiten dar.

Satz 12.22 (Ungleichung von Chebyschev-Markov) Seien (92,S,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und X : € — R eine reelle Zufallsvariable, dann
gilt fiir jedes Paar reeller Zahlen ¢ > 0, k > 0 die folgende Ungleichung von
Chebyschev-Markov

Pwe |Xw)|<e)>1- é/IXV‘ qp.

Beispiel: n-fache Wiederholung

Seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X;}, i € N, eine Folge sto-
chastisch unabhangiger, identisch verteilter (d.h. Px, = Py, fiir alle 4,5 € N)
(P-)integrierbarer Zufallsvariablen fiir alle i € N, so gilt mit dem obigen Satz an-

gewendet auf Y = Y~ %% — i mit p = E(X;) und k = 2:
=1

)

p<{weg;

Also gilt fiir endliche Varianz:

n

=1

n

- fim 355 =

=1

12.2 Bedingte Erwartungen

Ausgehend von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) betrachten wir nun eine
numerische, (P-)integrierbare Zufallsvariable X : Q — R und die Abbildung
Y : Q - R, w E(X). Diese Abbildung ist fiir jede o-Algebra G iiber
G-B-messbar. Somit ist {(), 2} die kleinste aller o-Algebren G iiber Q, fiir die Y’
G-B-messbar ist, und es gilt:

/de = /XdP fiir alle A € {0,Q}.
A A

Ist nun X ebenfalls {(), Q}-B-messbar, so existiert eine (P-)Nullmenge N € S mit
X(w)=E(X)=Y(w) fur alle w € N°.
Eine andere Schreibweise dafiir lautet:

X=E(X)=Y (P-) fast sicher.
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Daher ist der Ubergang von X zu Y mit keinerlei Informationsverlust (beziiglich der
Verteilung von X) verbunden. Ist aber X nicht {(), 2}-B-messbar, so haben wir
beim Ubergang von X zu Y Information iiber die Verteilung von X verloren. Diesen
Informationsverlust wollen wir folgendermaBen quantifizieren: Ist F die Menge aller
o-Algebren iiber €2, sodass X fiir alle C € F C-B-messbar ist, so ist

o(X) = ﬂ

CeF

die kleinste o-Algebra iiber 2, fiir die X C-B-messbar ist. Selbstverstindlich gilt
{0,9} C o(X). Ist nun {0,Q} = o(X), so haben wir keine Information verloren.
Der Informationsverlust beim Ubergang von X zu Y (beziiglich der Verteilung von
X') wichst mit der Anzahl der Mengen A € (X)), A & {0, 2}. Wir verwenden also
o-Algebren (in unserem Beispiel {0, 2} und (X)), um den Informationsverlust zu
charakterisieren.

Im folgenden betrachten wir den umgekehrten Weg, indem wir uns einen Informati-
onsverlust in Form einer o-Algebra C C S iiber 2 vorgeben und eine C-B-messbare
numerische Zufallsvariable Y :  — R betrachten, fiir die gilt:

/YdP:/XdP fur alle A € C.
A A

Satz und Definition 12.23 (bedingte Erwartung) Seien (2, S, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und X : € — R eine (P-)integrierbare numerische Zufalls-
variable, dann existiert zu jeder o-Algebra C C S iiber Q) eine C-B-messbare
numerische Zufallsvariable Y : € — R mit:

/YdP:/XdP fiir alle A € C.
A

A

Fiir zwei C-B-messbare numerische Zufallsvariable Y,Y; : Q — R, die die obige
Gleichung erfiillen, gilt
Y =Y, (P-) fast sicher.

Jede C-B-messbare numerische Zufallsvariable Z : € — R, fiir die (P-) fast sicher
Z =Y gilt, wird mit E(X|C) bezeichnet und heiBt die bedingte Erwartung von
X unter C. Dabher ist die Zufallsvariable E (X |C) nicht eindeutig festgelegt. Ein
fest gewahltes Z nennt man Version von E (X|C).

Ausgehend von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) und einem Messraum
(©,S’) betrachten wir eine (P-)integrierbare numerische Zufallsvariable X : 2 —
R und n Zufallsvariablen Zy,..., 7, : Q — (.

Mit o(Zy, ..., Z,) bezeichnen wir die kleinste unter allen o-Algebren C iiber Q, fiir
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die die Zufallsvariablen 71, ..., Z, C-S’-messbar sind. Interessiert man sich nun fiir
die bedingte Erwartung E (X|o(Z1, ..., Z,)), so schreibt man dafir E (X |Z;,..., Z,).
Eigenschaften bedingter Erwartungen:

a) E(E(X|C)) = E(X),
b) Ist X C-B-messbar, so folgt E(X|C) = X (P-) fast sicher,
c) Ist X(w) =a € R fiir alle w € ©, so gilt E(X|C) = « (P-) fast sicher.

Ist nun Z : Q — R eine (P-)integrierbare numerische Zufallsvariable, so erhalten
wir:

a) Fiiralle o, 3 € R mit aX + 8Z: Q — R (d.h. nicht ,co — c0") gilt:
E(aX + (Z|C) = aE(X|C) + BE(Z|C) (P-) fast sicher,

b) Sei nun X < Z (P-) fast sicher, dann gilt:
E(X|C) <E(Z|C) (P-) fast sicher.

Besonders wichtig ist die in der folgenden Definition festgelegte Klasse von beding-
ten Erwartungen.

Definition 12.24 (bedingte Wahrscheinlichkeit) Seien (2, S, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und A eine beliebige Menge aus der o-Algebra S, dann wird
fiir jede o-Algebra C C S die bedingte Erwartung E (14|C) als bedingte Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet und in der Form P(A|C) dargestellt.

Seien nun (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (£, S’) ein Messraum und Y :
) — € eine Zufallsvariable derart, dass es ein w’' € ' gibt mit P(B) > 0, wobei
B = {w € Y (w) = W'}, so gilt fiir jede Menge A € S und fiir alle reelle
Versionen von P(A|Y):

P(A|Y)(w) = PB(A) fiir alle w € B.

Diese Gleichung rechtfertigt den in Definition 2.24 gewahlten Namen. Zudem ist
es nun prinzipiell méglich, Wahrscheinlichkeiten der Form PP(A) fiir Mengen B :=
{we QY (w) =w'} mit P(B) =0 zu untersuchen:

PB(A) := P(A|lY =) := P(A]Y)(w) fiir alle w € B.
Analog schreiben wir fiir bedingte Erwartungen:
E(AlY =u') :=E(A]Y)(w) fir alle w € B.

Dass diese Festlegungen sinnvoll sind, wird im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie bewiesen.



Kapitel 13

Mathematische Statistik

13.1 Einfiihrung

Hat man ein Zufallsexperiment durch einen Wahrscheinlichkeitsraum modelliert, so
stellt die Wahrscheinlichkeitstheorie Hilfsmittel bereit, um bei bekanntem Wahr-
scheinlichkeitsraum Aussagen iiber den Ablauf des zugrundeliegenden Zufallsexpe-
rimentes machen zu konnen. Die mathematische Statistik behandelt die folgende
Problemstellung: Das zu modellierende Zufallsexperiment wird zunadchst durch einen
unvollstandigen Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben. Bei dieser Beschreibung wer-
den die Grundmenge (), die c—Algebra S und eine Menge von Wahrscheinlichkeits-
maBen auf S festgelegt. Dabei wird die Menge der in Frage kommenden Wahr-
scheinlichkeitsmaBe haufig durch einen Parameter 6 aus einem Parameterraum ©
dargestellt. Die Menge aller eindimensionalen Normalverteilungen kann zum Beispiel
durch den Parameterraum

0= (o) eRxRT"=0

dargestellt werden. Um nun zu einer vollstandigen mathematischen Beschreibung
unseres Zufallsexperimentes zu kommen, miissen wir uns fiir ein Wahrscheinlich-
keitsmaBB P aus der Menge der in Frage kommenden WahrscheinlichkeitsmaBe ent-
scheiden. Ein wesentliches Kriterium der mathematischen Statistik besteht nun
darin, dass eine Entscheidung iiber die Wahl des WahrscheinlichkeitsmaBes bezie-
hungsweise iiber die Verkleinerung der Menge aller in Frage kommenden Wahr-
scheinlichkeitsmaBe von Ergebnissen des Zufallsexperimentes abhangt. Somit kann
die Problemstellung der mathematischen Statistik als Umkehrung der Problemstel-
lung der Wahrscheinlichkeitstheorie aufgefasst werden. Dabei werden die Ergebnisse
des Zufallsexperimentes haufig nicht unmittelbar fiir die zu treffende Entscheidung
verwendet, sondern die von diesen Ergebnissen abhangigen Werte einer Zufallsva-
riablen X definiert auf 2. Wir erhalten somit die folgende Ausgangssituation:

Gegeben ist ein Tripel (€2, S, W) bestehend aus einer Grundmenge €2, einer o —Alge-
bra & und einer Menge von WahrscheinlichkeitsmaBen W auf S. Ist diese Menge W
durch einen Parameter 6 € © beschrieben, so schreiben wir (2, S, Wyeo). Ferner
sind ein Messraum (¥, G), eine Zufallsvariable X : 2 — WU und der Funktionswert
X (@) der Zufallsvariable X fiir mindestens ein beobachtetes Ergebnis @ € 2 des

258
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zugrundegelegten Zufallsexperimentes gegeben. Basierend auf X (&) soll nun unter
verschiedenen weiteren Vorgaben eine Entscheidung fiir die Wahl des Wahrschein-
lichkeitsmaBes P € W auf S ermdglicht oder zumindest vereinfacht werden. Wir
werden die folgenden Problemstellungen untersuchen:

Punktschdtzung

Unter der Annahme, dass unsere Menge VW von WahrscheinlichkeismaBen durch
einen Parameter 6 € O dargestellt ist, soll fiir eine nichtleere Menge I' und eine
vorgegebene Funktion v : © — T ein Funktionswert 4 von ~ ermittelt werden.
Durch die Wahl von 4 wird Wyee auf Wyc(rco,y(r)=4) reduziert. Fiir die Menge
aller eindimensionalen Normalverteilungen mit

0= (o) eRxRT"=0

konnte die Funktion v zum Beispiel in der Projektion auf die erste Komponente
bestehen:
7:RXRT = R(=T), (4,0%) = p.

Man interessiert sich also nur fiir die Festlegung des Erwartungswertes.

Bereichsschitzung

Im Gegensatz zur Punktschatzung begniigt man sich bei der Bereichsschatzung da-
mit, die Menge Wyceo der moglichen WahrscheinlichkeitsmaBe durch die Wahl einer
speziellen Teilmenge B C I' auf die Menge Wyc(rco.v(r)eB} Zu reduzieren.

Testtheorie

In der Testtheorie betrachtet man eine Partition W, W; unserer Menge von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen W. Das Ergebnis eines Tests ist eine Entscheidung dariiber,
ob die Menge der zur Diskussion stehenden WahrscheinlichkeitsmaBe W auf W,
oder W, reduziert wird.

Durch die Zufallsvariable X : €2 — WU erhalten wir zu jedem P € W ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB Px auf G, das BildmaB von X. Die zu W gehdrige Menge aller
BildmaBe Px auf G bezeichnen wir mit Px )y beziehungsweise mit Px w, .. falls
W durch einen Parameter § € O dargestellt wird. Da wir nicht die Beobachtung
& € Q als Basis unserer Uberlegungen gewihlt haben, sondern X (w), ist es sinn-
voll, Aussagen iiber WahrscheinlichkeitsmaBe P € W (auf S) auf Aussagen iiber
WahrscheinlichkeitsmaBe Px € Py yy zu verlagern.
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Definition 13.1 (Stichprobe(nraum), stat. Raum, Realisierung) Seien
(Q,8) ein Messraum, W eine Menge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf S und
(Q,S8,W) die unvollstindige Beschreibung eines Zufallsexperimentes gemal der
obigen Motivation. Seien ferner w € <) ein Ergebnis dieses Zufallsexperimentes,
(¥, G) ein Messraum und X : Q0 — U eine Zufallsvariable (also S-G-messbar),
dann heiBt die Menge U Stichprobenraum, und der Wert & = X (w) Stichprobe
oder Realisierung von X. Ist nun Px,, die Menge aller BildmaBe von X in
Abhangigkeit von W, so heiBt das Tupel (V,G, Px,y) statistischer Raum.

Im folgenden Beispiel sollen die bisherigen Begriffe eingeiibt und dabei auch auf einen
zentralen Begriff der mathematischen Statistik hingefiihrt werden.

Beispiel: Herstellung von Gliihbirnen

Eine Firma stellt Gliihbirnen her, wobei jede Gliihbirne mit einer festen Wahrschein-
lichkeit 6 €]0, 1] defekt ist. In einem groBen Lager werden M Gliihbirnen aufbe-
wahrt. Ein Kunde bestellt K (K < M) Glihbirnen, die aus dem Lager entnommen
und ausgeliefert werden. Bei der Verwendung jeder dieser K Gliihbirnen wird vom
Kunden notiert, ob sie defekt (=1) ist oder nicht (=0). Die Firma hatte gerne
aufgrund der Erfahrungen des Kunden eine Schatzung, mit welcher Wahrscheinlich-
keit eine Gliihbirne defekt ist. Das im Lager befindliche M-Tupel von Gliihbirnen
modellieren wir durch einen biniren Vektor w € Q = {0,1}™, wobei wir uns die
M Gliihbirnen als durchnummeriert vorstellen und w; = 1 bedeutet, dass die i-te
Gliihbirne defekt ist (also ist fiir w; = 0 die i-te Gliihbirne in Ordnung). Als o-
Algebra S auf {0, 1} kénnen wir die Potenzmenge P ({0, 1}) verwenden. Unter
der Annahme, dass die Zustande der einzelnen Gliihbirnen stochastisch unabhangig
sind, erhalten wir als mogliche WahrscheinlichkeitsmaBe:

M

Wee]0,1[<w) = Hewi(l - 9)(1wi)-

=1

Nun steht uns allerdings kein Ergebnis dieses Zufallsexperimentes unmittelbar zur
Verfiigung, da wir ja nur die K ausgelieferten Gliihbirnen beobachten kdnnen. Seien
nunl <14y <...<ixg < M die Nummern derjenigen K Gliihbirnen, die ausgeliefert
wurden, so kénnen wir mit U = {0, 1}* und G = P ({0, 1}*) die Zufallsvariable

X: Q=Y we (W, wi)=2=(21,...,Tk)

angeben. Fiir die entsprechenden BildmaBe erhalten wir:

K
PX7W06]0,1[(x) = HQQCZ(l _ 6))(1—901-)
=1

Eine Realisierung unserer Zufallsvariablen X ist somit durch einen bindren Vektor
T € U gegeben. Dieser Vektor ist die einzige Information, die wir zur Schatzung
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von 6 zur Verfligung haben. Da aber
K K K
Px Woero(7) = Hemi(l — )07 = grim (1L — g) K=
i=1

scheint es zu geniigen, sich statt x € {0, 1}¥ nur die Zahl Zfil x; zu merken. Die
entscheidende Frage lautet nun: Sind alle Informationen, die in z € {0, 1} iiber
den unbekannten Parameter 6 enthalten sind, auch in der Zahl Zfil x; enthalten?
In diesem Fall nennt man die Abbildung

K
T:0={0,1}" - ={0,1,... K}, z+— > =

=1

eine suffiziente Statistik fiir 6.
Rein intuitiv wiirde man einen Schatzwert 6 fiir 6 folgendermaBen berechnen:

K

T

=50
K

Wie konnte man nun entscheiden, ob alle Informationen iiber 6 bereits in der Ab-
bildung T" enthalten sind? Zur Beantwortung dieser Frage stellen wir zunachst fest,
dass T P({0,1}%)-P({0,1, ..., K'})-messbar ist. Somit kénnen wir fiir jede Menge

Dy:={zc{0,1};T(x)=t}, te{0,1,...,K},

die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Pline) = S
fur 6 €]0, 1] berechnen. Es gilt:
K
0 fur alle x mit > x; #t
Pew@ =0 gwo %

W:mﬁjrallexmlt ;xi:t

Entscheidend ist nun die Tatsache, dass die verschiedenen Werte P)Qﬁ/ve(x) fur
alle z € {0,1}% und alle t € {0,1,..., K} nicht mehr von 6 abhingen. Diesen
Sachverhalt interpretieren wir dahingehend, dass die Beobachtung 7'(x) hinreichend
(suffizient) dafiir ist, jede Information iiber 6 zu erhalten, die man aus der Stichprobe
T = X (w) entnehmen kann.
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13.2 Punkt- und Bereichsschitzung

In diesem Abschnitt gehen wir von einem statistischen Raum (V, G, Px yy,.,) aus
und betrachten die Aufgabe, aufgrund einer Stichprobe z € U eine Schatzung fiir
v(0) mit v : © — T' zu berechnen und Kriterien fiir die Giite dieser Schatzung
anzugeben. Motiviert durch das obige Beispiel definieren wir:

Definition 13.2 ((suffiziente)Statistik) Seien (V,G, Px ,.,) ein statisti-
scher Raum, (Qr, St) ein Messraum und T : ¥ — Qr eine G-Sp-messbare Abbil-
dung, dann wird die Abbildung T als Statistik bezeichnet. Die Statistik T' heil3t
suffizient fiir § € ©, falls es fiir jedes A € G und fiir jedes § € © eine Version
von Pxw,(A|T) gibt, die nicht von 6 abhangt. In diesem Fall heiBt die von der
Statistik T' erzeugte o-Algebra o(T) € G suffizient fiir 0 € ©.

Das Auffinden suffizienter Statistiken ist im allgemeinen keine einfache Aufgabe. Im
folgenden betrachten wir einen wichtigen Spezialfall:

Exponentialfamilien:
Seien (¥, G, Px w,.,) ein statistischer Raum, p ein o-endliches MaB auf G und
Ty,....,T, : ¥ — R G-B-messbare Funktionen. Seien ferner C : © — R™,
&,...,& : © — R reelle Abbildungen und h : ¥ — R G-B-messbar, dann heiBt
die Familie Py )., von WahrscheinlichkeitsmaBen eine Exponentialfamilie, wenn
fir jedes 6 € © durch

fxo:¥ —=RS - CO)h(z)exp (Z @(0)7}(@)

eine p-Dichte von Py yy, gegeben ist.
Entscheidend ist nun, dass bei Exponentialfamilien die Statistik
T:V—R" a0 (Ty(z),...,Th(z))"

suffizient ist fiir & € ©. Ist nun Px )y, eine Exponentialfamilie mit entsprechender
suffizienter Statistik 7" fiir & € © und betrachtet man statt der Zufallsvariable X
einen Messraum (U7, 0({A; x ... x A;A; € G,i =1,...,p})) und eine Zufalls-
variable

~

X: Q=0 we (X(w),...,X,w)", peN,
wobei X1, ..., X, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind mit
Pxw, = Px,w, firalle ¢ € © und alle i € {1,...,p},

so erhalt man einen neuen statistischen Raum (VP 0({A; x ... x A; A, € G i =
L,....,p}), Py W%e) und eine suffiziente Statistik

T
p p
T:9" > R" i (Zﬂ(@),...,Zﬂ(@))
i=1

=1
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fir 0 € ©, wobei T fiir i = 1,...,p die suffiziente Statistik der Exponentialfamilie
pX«mW@e@ = PX7W9€® fiir 6 € © ist.

Beispiel 1: Gliihbirnen

Seien ¥ = {0,1}, G = P({0,1}) und Pxy, fiir jedes 6 €]0, 1| gegeben durch

Pxw,(7) = fxo(z) =0°(1—0)""" = (1 — ) exp (m In (&)) :

soist T:{0,1} — R,z — x eine suffiziente Statistik fiir 6 €]0, 1[. Mit
X:Q-05 we (XW),..., Xgw)T,
wobei X, ..., Xk stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind, fiir die gilt:
Pxw, = Px,w, firalle 6 €]0,1[ und alle : € {1,..., K},

erhalten wir eine suffiziente Statistik
K
T:{0,1}F SR, & ) i
=1

fur 6 €]0,1[. Es gilt:
K . .
PX,WQ (i) = HQ%(l _ 9)(1—xi) _ inzl xi(l _ Q)K_Zi:1 di
i=1

Beispiel 2: Normalverteilung
Seien U = R, G = B und Pxy, fiir jedes # € R x R gegeben durch die
Lebesgue-Dichte

fxo(z) = \/;W—ezexp (—%>_

soist T:R - R xRS 2+ (2,227 eine suffiziente Statistik fiir 6 = (u,0?) €
R xRY. Mit
X:Q—=RP we (Xi(w),..., X,w)",

wobei X, ..., X, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind, fiir die gilt:
Pxw, = Px,w, firalle 0 € R x R und alle i € {1,...,p},

erhalten wir eine suffiziente Statistik

p p T
T:R?P R xR, & § xE @7
i=1 i=1
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fir 0 € R x R™, wobei Py ,,, eine p-dimensionale N'((1, ..., )", 0*E,) Normal-
verteilung darstellt (£, bezeichnet die p-dimensionale Einheitsmatrix). Somit muss
man sich statt des p-dimensionalen reellen Vektors & nur die zwei reellen Zahlen

p p
(Z #;, > &7 ) merken, ohne Informationen iiber 6 zu verlieren. Dies gilt iiberra-
=1 i=1

schenderweise fiir alle p € N.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, ausgehend von einem sta-
tistischen Raum (¥, G, Pxw,.,) und basierend auf einer Realisierung 7 € ¥ die
Aufgabe zu untersuchen, einen Schatzer v(0) fiir v : © — I' anzugeben. Wir un-
tersuchen den Spezialfall ' = R. Sei nun g : ¥ — R eine G-B-messbare Funktion,
so nennt man g eine Schatzfunktion fiir (6) und ¢(Z) einen Schatzer fiir v(0). Die
Schéatzfunktion g heiBt erwartungstreu, falls

Eo(g) :== /gdPXWg = ~(0) fur alle € O©.

Es kann passieren, dass es fiir () keine erwartungstreue Schatzfunktion gibt; in
diesem Fall wird ~y(0) als nicht schatzbar bezeichnet. Ansonsten heiBt v(#) schatz-
bar. Wir gehen im folgenden immer von schatzbaren ~(f) aus und wollen nun
iiberlegen, wie man zwei gegebene erwartungstreue Schatzfunktionen g; und g fiir
v(0) vergleichen kann. Ein MaB fiir die Abweichung einer Zufallsvariable von ihrem
Erwartungswert ist die Varianz dieser Zufallsvariable. Da der Erwartungswert einer
erwartungstreuen Schatzfunktion gerade die zu schatzende GroBe ist, ist g; besser
als go, falls die Varianz von g; kleiner ist als die Varianz von g,. Der folgende
Satz beschreibt nun die Méglichkeit, mit Hilfe suffizienter Statistiken zu besseren
erwartungstreuen Schatzfunktionen zu kommen.

Satz 13.3 (Rao-Blackwell) Seien (V,G, Px,.,) ein statistischer Raum,
(Qp,Sr) ein Messraum, v : © — R eine Abbildung und g : ¥ — R eine er-
wartungstreue Schatzfunktion fiir (). Sei ferner T' : VU — Qg eine suffiziente
Statistik fiir 0 € O, so ist die Schatzfunktion

h:U—R, x—Eyg|T="T(x))

ebenfalls erwartungstreu (wobei fiir die bedingte Erwartung E o das Wahrschein-
lichkeitsmaB Px v, herangezogen wird) und es gilt:

Vio(g) > Vy(h).

Beispiel: Gliihbirnen
Kehren wir nun zu unserem Beispiel iiber die Herstellung von Gliihbirnen mit dem
statistischen Raum ({0, 1}, P({0, 1}*), Pxw,,.,) zuriick und betrachten zwei
Schatzfunktionen

g: {0, 1} =R,z 1y
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und mit 7: {0,1}X = {0,..., K}, 2~ 35 o
h:{0,1}* =R, 2w Ey(g|T =T(z))

Nach einfacher Rechnung erhdlt man:

Eines der wichtigsten Verfahren zur Punktschatzung ist das Maximum-Likelihood-
Verfahren. Ausgangspunkt ist ein statistischer Raum (¥, G, Px y, ). eine Stich-
probe 7, ein o-endliches MaB 11 auf G und die Forderung, dass Py yy, fiir jedes 0 € ©
absolutstetig beziiglich y ist mit der Dichte fxg: ¥ — RJ. Istnuny:© — T
bijektiv, so berechnet man ein 6 € © mit:

fXﬂA(E) > fxo(x) fir alle € ©
und verwendet den Wert () als Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 7(0). Maximum-
Likelihood-Schatzer miissen nicht existieren. Die Berechnung von 6 fiihrt auf das
Gebiet der mathematischen Optimierung. Die statistische Analyse von Maximum-
Likelihood-Schatzern ist ein dusserst schwieriges Problem.

Beispiel 1: Gliihbirnen

Fir p p
fXG(iU) — 621‘:1 xz(l _ Q)K*Zizl i
ergibt sich
K
> T
g — =1
K

Beispiel 2: Normalverteilung

Sei
ol i — 01)?
prote) =11 e (<35,

so ergibt sich:

Ist die zugehorige Schatzfunktion erwartungstreu?



Testtheorie 266

Die Berechnung von Bereichsschatzern wollen wir an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel: Normalverteilung

Sei ) ,
fxp(z) = E \/12—7T exp (-@) :

Gesucht ist ein a € Rar derart, dass fiir 0 < ¢ < 1 gilt:

1 & 1 &
Px revfe |- Ti—a,— T+ a

fiir alle 8 € R. Dies ist dquivalent zu

)

Px w, ({x eV, —a/p < %;xz — /P < a@}) > c.

Da aber die Zufallsvariable
1 p
Zy U—-R, z+— — x; — /Pl
p GtV

N(0,1) normalverteilt ist fiir alle p € N, erhalten wir fiir a:

D(ay/p) - B(-ay/p) > ¢

beziehungsweise
1+e¢ . :
®(a\/p) > — (siehe Tabelle Seite 254).

Es ergibt sich mit der Realisierung £ und mit dem aus der obigen Ungleichung

bestimmten a:
1< 1<
fe|=> z—a-) Ti+ta
L L

13.3 Testtheorie

Die Testtheorie ist ein wichtiges und umfangreiches Teilgebiet der mathematischen
Statistik; daher konnen wir nur auf Grundideen eingehen. Ausgangspunkt ist ein
statistischer Raum (¥, G, Px w,., ) und eine Partition ©y, ©; von O (also: ©y, O, #
0, N O; =0 und Oy UO; = O©). Basierend auf einer Stichprobe T € ¥ soll nun
entschieden werden, ob © auf ©; oder ©, reduziert wird. In der Testtheorie wird
diese Fragestellung durch die Entscheidung zwischen einer Nullhypothese

HQIQE@()
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und einer Gegenhypothese
Hl . 9 € @1

formuliert. Zu bestimmen ist also eine G-P ({0, 1})-messbare Entscheidungsfunktion
d : ¥ — {0, 1}, die jeder moglichen Stichprobe Z eine Entscheidung fiir © (also:
d(z) = 0) oder fir ©; (also: §(z) = 1) zuordnet. Ein Test ist natiirlich dann
festgelegt, wenn eine Menge K C © mit

K ={z € ¥;§(z) =1}.

festgelegt ist. Um nun die Menge K bestimmen zu kdnnen, bendtigt man eine
Vorstellung, wie man die Giite eines Tests quantifizieren kann. Dazu betrachtet
man den Fehler 1. Art

PX’W9<{$E\IJ;.I’€[_(}), 96@0,
und verbunden damit das Testniveau a:

a:= sup Pyw,({r € ¥;z € K}).
[ASSH

Die Zahl o € [0, 1] gibt die kleinste obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit an,
dass man sich fiir ©; entscheidet, obwohl § € ©¢ gilt. Es ist iiblich, nur Tests mit

dem selben Testniveau zu vergleichen. Ein Test ¢; mit dem Testniveau « ist besser
als ein Test ¢, mit dem selben Testniveau, falls

Pxw,{x € ¥;61(z) =1}) > Pxw,({x € U;62(z) = 1}) fiir alle § € ©4.

Mit anderen Worten: Der Test ¢, ist besser als der Test ¢5, falls der Fehler 2. Art
fiir ¢; fiir jedes 6 € Oy kleiner ist als der Fehler 2. Art fiir ¢o:

Pxw,{x € ¥;01(z) =0}) < Pxw,({x € W;02(z) = 0}) fiir alle § € ©4.

Praktisch besteht nun die Vorgehensweise darin, zu einem gegebenen statistischen
Raum (¥, G, Px w,.o) und zu einem gewahlten Testniveau a unter allen Tests vom
Testniveau a denjenigen Test zu finden (also die Menge K), der fiir alle § € ©,
den kleinsten Fehler 2. Art besitzt. Diesen Test nennt man gleichmaBig besten
Niveau-a-Test. Natiirlich stellen sich in diesem Zusammenhang wichtige Fragen,
die allerdings im Rahmen dieser Vorlesung nicht diskutiert werden konnen:

e Gibt es zu einem gegebenen statistischen Raum und zu einem Testniveau «
iberhaupt einen gleichmaBig besten Test?

e Wenn es diesen gleichmaBig besten Test gibt, wie kann man dann die ent-
sprechende Menge K finden?

Bevor wir fiir einen Spezialfall diese Fragen beantworten, soll auf einen wichti-
gen Punkt hingewiesen werden. Bei der Suche nach einem Testverfahren wird die
kleinste obere Schranke fiir den Fehler 1. Art gewahlt, wahrend man mit dem ent-
sprechenden Fehler 2. Art leben muss. Hier ist also eine Asymmetrie zwischen den



Testtheorie 268

Hypothesen Hy und H; erkennbar. Diese Asymmetrie ist gewollt, da sie haufig den
praktischen Gegebenheiten entspricht. Soll zum Beispiel aufgrund von Messungen
iiberpriift werden, ob es gefahrliche Wechselwirkungen zwischen zwei Medikamen-
ten gibt (Hypothese Hy: Ja, Hypothese H;: Nein), so ist der Fehler 1. Art, also die
Entscheidung, dass es diese Wechselwirkungen nicht gibt, obwohl sie existieren, viel
gefahrlicher als der Fehler 2. Art, also die Entscheidung, dass diese Wechselwirkun-
gen vorhanden sind, obwohl sie nicht existieren. Doch nun zum bereits erwdhnten
Spezialfall:

Satz 13.4 ((gleichmaBig) beste Tests bei zweipunktigem ©) Seien
(\Il7gvPX7Wee{eo,el}) ein statistischer Raum, . ein o-endliches MaB auf G und

Px v, sowie Px,y, absolutstetig beziiglich yu mit den Dichten fx g, : ¥ — R
beziehungsweise fx g, : W — R, dann ist fiir jedes k € R der Test

1 fiir alle x mit fX,@l (l’) > kfX,Go (LL’)

0:¥ = {01}, w— { 0 fiir alle = mit fxo,(x) < kfg(@)

unter allen Tests vom Testniveau

a = PX,WQ(J({x € \I];fX,Ol (.CE) > kfX,Go(x>})

der (gleichmaBig) beste.

Beispiel: Gliihbirnen

Kehren wir nun zu unserem Beispiel iiber die Herstellung von Gliihbirnen mit dem
statistischen Raum ({0, 1}, P({0, 1}%), Px wyc 0505 ) Mit k=1 und mit
Froa(®) = 02557 (1 —0.2)K "X £ o(z) = 0.85=1 % (1 — 0.8)K - XiZi o

zurtick, dann ist der Test

X

K
1 fir alle x mit > z; >

§: 0 — {0,1},2 — i1
0 fir alle z mit > z; < %

=1

bester unter allen Tests mit Testniveau

N K
Oé:PX’)/\/O‘2 ({IE S \I’,le > 5}) .

i=1

Fir K = 10 erhalten wir mit o = 0.00642 den Fehler 2. Art: 0.03279.
Fir K = 20 erhalten wir mit o = 0.00056 den Fehler 2. Art: 0.00259.






