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Kommentar:

1y 1. Lehrbuch in etwa Vorlesung
12/ und /3/ 2. Lehrbuch in etwa Vorlesung
14/ Ubersi chtliche Formelsammlung (reicht aus)

15/ Etwas umfangrei chere Formelsammlung, schlechter lesbar.
16/ Kombination aus Formelsammlung und Lehrbuch. Eignet sich nicht zum Selbst-
studium. Wenn der Stoff einmal verstanden wurde, ist es ein hervorragendes Nach-

schlagewerk.

17/ Sehr umfangreiche Formel sammlung, insbesondere fir Integrale, etwa 2000 Seiten,

nur in Sonderféllen zu verwenden.

18/ Sehr theoretisches Werk, iber Vorlesungsniveau, zur mathematischen Weiterbildung

flr Ingenieure bestens geeignet.
19/ Standardwerk der numerischen Mathematik

Ein Lehrbuch ist nicht vorlesungsbegleitend erforderlich. Allerdingsist eine Formel sammlung, insbesondereim
zweiten und dritten Semester, sehr zu empfehlen.

Ubersicht Mathematik | bisllI]
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1. Algebra

2. Funktionen

3. Komplexe Zahlen

4. Analytische Geometrie

5. Grundlagen der Differentialrechnung

2. Semester: (6 Stunden)

6. Anwendungen der Differentialrechnung
7. Integralrechnung
8. Reihen

3. Semester: (6 Stunden)

9. Frequenzanalyse
10. Differentialgleichungen
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11. Laplace Transformation
Gliederung Mathematik 11
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6.1. Tangente, Normale 1

6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.1. Tangente, Normale

My y = ()

Yo—

Bild MAG1A

6.1.1. Tangente und Tangentenfunktion

Die Tangente oder die Tangentenfunktion y(x), siehe Bild MA61A, hat mathematisch gesehen einen doppelten
Schnittpunkt im betrachteten Funktionspunkt. Anschaulich ist die Tangente die Gerade, die die Funktionskurve
nur tangiert und nicht schneidet. Analytisch fafdt sich die Tangentenfunktion berechnen:

Yr(X) = Yo + a* (X - Xg)

_ dy
& de

Yr(X) = Yo - a*Xo + a* X = (Yo - &*Xg) + &*X

Anwendung: Linearisierung (kleine Abweichungen) vom Arbeitspunkt

6.1.2. Normale und Nor malenfunktion

Die Normale oder die Normalenfunktion yy(x), steht senkrecht auf der Funktion y = f(x), siehe Bild MAG1A.
Analytisch ist die Normalenfunktion auch eine Gerade, die sich beschreiben 183t durch:

Yn = Yo + b* (X - Xo)

b, ist die Steigung der Normalenfunktion. Steigung der Tangente (a,) und der Normalen (b,) stehen im Zu-
sammenhang. Umrechnung erfolgt tber Inversion und Negation (inverse Reziproke)

b, - -

dy
dx
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2 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.1.3. Grafische Konstruktion der e-Funktion

In der Technik ist die Lésung einer DGL (3.Semester), z.B. Schaltvorgange von Gleichstromquellen, haufig eine
e-Funktion in der Form:

Y(X) = Yimad* €

Die obere Form ist nicht sehr praxisrelevant. Eine physikalische Lésung ist in der Regd abklingend fur grofRe t-
Werte, hier x-Werte. Dieses bedingt, dal3 a negativ wird. x hat normalerweise eine Einheit. Damit mit einheits-
losen Groéfden gerechnet werden kann, ersetzt man a durch:

-1
%

a =

Somit kann die e-Funktion wie folgt beschrieben werden:
YO = Vg€

Die e-Funktion kann nun in enigen Punkten durch Tangenten angendhert werden. Dazu wird die Ableitung
gebil det:

x@ %
y/(X) _ 7ymax — ,y(X)
%o %o

Die obere Formel sagt aus, dai3 die Steigung immer Funktionswert dividiert durch x, betrégt. Dieses ist als
Steigungsdreieck in Bild MAG13A verdeutlicht.

LOR Y/mex
0.8 ‘
0.6
0.4

0.2

Bild MAG13A

hier: Yo =1
Y(X=Xo)/Yimax = €1 = 0.37

Y(X=2X)Ymex = €% = 0.14
G8

Y(X =3X)Ymax = €2 = 0.05

Aufgabe 6.1.2 a rechnen
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6.2. Steigungswinkel, Schnittwinkel von Kurven

6.2. Steigungswinkel, Schnittwinke von Kurven

/1 S.281

6.2.1. Steiqungswinke

Bild MAG21A

Die Steigung der Tangente im Punkt x, betragt:

Ay
o FL e

Fallsx undy in gleichen Mal3stab aufgetragen sind, ist die Steigung der Tangens des Winkels ¢+

a = tan(gy)

¢, - arctan(a,) - arctan{dﬁ—(XX)L} = arctanfy’(x)]

3

Achtung: Bel ungleichen Mal3stdben in x und y sind die M al3stabsfaktoren zu beach-

ten
Beigpiel (mit MaRstabsfaktor)
gegeben: y=x* X]=1 [yl=1
Ay=10z21cm Ax=122cm
gesucht: Steigungswinkel der Funktion an der Stellex =x,=3
Darstellung: u=m*x [u =cm => [m,] =cm
v=m*y [V] =cm = [m]=cm
lcm 2cm
=—— =01cm = =———=2cm
™y 10 m 1
o - arctan( ﬂ] \ - arctar|
duj X, m, dx | |X,
¢ = arctan ﬂ*ZX ‘ = arctan 0'1$*2*3 = 16.70°
2cm Xo=3 2cm
Version1.4 22. Dezember 2000
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4 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.2.2. Schnittwinke

y

Vo o — e

Bild MAG22A

Der Schnittwinkel zweier Kurven ¢ ist gleich dem Differenzwinke der Steigungswinkel der beiden Tangenten
im Schnittpunkt, siehe Bild MAG22A.

dy,
= arctani—
®2 {dx XS}

dy,
dx X

s
3
Q
-
|

Verfahren zur Bestimmung des Schnittwinkels

1. Schnittpunkt x, von y; und y, suchen => Vi=Vs,
2. Steigung Y,'(Xy) und y,'(X,) berechnen
3. Schnittwinkel @ = @, - @, = arctan[y;(x)] - arctan[y,(x))] berechnen

Achtung: Bel ungleichen Mal3stdben in x und y sind die M al3stabsfaktoren zu beach-
ten

Aufgabe 6.2.1a rechnen
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6.3. Kurvendiskussion 5

6.3. Kurvendiskussion

/1 S. 289 ff
/2/'S. 305 - 309

Ziel der Kurvendiskussion ist, moglichst einfach (ohne vid Aufwand) einen charakteristischen Verlauf einer
Funktion zu erhalten. Hier in der Vorlesung soll die Funktion y = f(x) untersucht werden.

1. Semester: Funktion ist die Abhangigkeit einer GrofRe von einer anderen. In der Technik kann dieses jede
beliebige physikalischen Gréf3e von einer anderen sein. Beispiel U = f(I) oder P =f(I) oder auch nicht technische
Funktion. Hier soll y = f(x) betrachtet werden.

Was kann an einer Funktion untersucht werden?

- Definitions- und Wertebereich

- Schnittpunkte mit den Achsen

- Pole, Nullstellen

- Asymptoten

- Grenzwerte

- Symmetrieeigenschaften

- Extremwert (Maximum, Minimum)

- Krimmung (Linkskrimmung, Rechtskrimmung)
- Wendepunkte

- Sattelpunkte

Jeder Punkt wird einzeln anhand kleiner Beispiele vorstellt. Am Ende des Kap. 6.3 erfolgen vollsténdige
Kurvendiskussionen anhand der Ubungsaufgaben.
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6 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.3.1. Definitions- und Wertebereich

siehe auch Kap. 2.1.4. (erstes Semester)

Wertebereich: Bereich aler moglichen Funktions (y)-Werte
Definitionsbereich: Bereich aler moéglichen Abszissen (x)-Werte
Beispiel 1:

Funktion: y=x*+1
Wertebereich: l<y<w
Definitionsber eich: —00 < X < oo
3 2 - 0 1 2 3
X
Bild MAG31A
Beispiel 2:
2y
Funktion: y =1In(x)
1
Wertebereich: -0 <Y < oo
I |
0 2 4 . Definitionsber eich: 0<X<+x
1
2 Bild MAG31B
Beispid 3:
4Ty
_1)\2 2
Funktion: y=1 X - 1
2 3
Wertebereich: l<y<3
. X Definitionsber eich: -3< x<3
4 4
ot Bild MAG31C
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6.3.2. Schnittpunkte mit den Achsen

Schnittpunkt mit y - Achse => y(x=0) =y,
Schnittpunkt mit x - Achse => Y(Xo) = 0= X,
Beispid: y=x2-4

67

Bild MAG32A

Schnittpunkt mit der y-Achse:

Yo = Y(x=0)

hier am Beispid: y,=-4flirx =0

Schnittpunkt mit der x-Achse:

6.3. Kurvendiskussion 7

Prinzip: Suchen der Nullstelle, siehe auch Kap. 6.3.3 (Nullstellen), Kap. 6.5 (Iterationsverfahren) und 1. Seme-

ster (Kap. 1.6 und Kap. 1.7)

Beispid: y=0=x*-4

Xor00 = +/4 = +2 =>

Versonl.4 22. Dezember 2000
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8 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.3.3. Pole, Nullstellen

Allgemein:
Pal: Ungtetigkeitsstelle Y(Xp) — o
Nullstelle: siehe auch Kap. 6.3.2, 6.5, 1.6, 1.7 V(X)) =0

Eine gebrochen rationale Funktionen hat Z&hler- und Nenner-Nullstellen:

Nennernullstelle => y -~ o => Pal
Zéhlernullstelle => y=0 = Nullstelle
Beispiel 1:
6ry
__ | y - X+1
4 : x-1
21
L s l 0 l 1 s |
-4 2% ) x| 2 4
L | X
) |
4t l
Bild MAG33A
Pal: wenn Nenner gleich Null x, => X,-1=0 =
Nullstelle: wenn Zéhler gleich Null x, => Xo+1=0 =

Im oberen Bild sind schon Zusatz-Information der Asymptoten enthalten: x =1undy =1

Beigpiel 2: y = In(x)

2y

1

0 ! |

2 4
X
Aar
2
Bild MAG31B

ein Pol: y- - => IN(x~0) ~ X, =0
eine Nullstele: y=0 => Xo=1
Versionl14 22. Dezember 2000
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6.3. Kurvendiskussion 9

6.3.4. Asymptote

Bekannt: Verhalten der Funktion flr x - « oder auch fir y - «
einfach ausgedr lickt: Das Verhalten fur x - « wird durch eine einfachere Funktion angenéhert.

mathematisch korrekt: f(x) - Original-Funktion
fa(X) - Asymptoten-Funktion

Eine Funktion f(x) hat die Asymptote f,(x) wenn fur den Grenzwert x, die Abweichung zwischen f(x) und f,(x)
beliebig klein wird.

M~ [f() - f,00] = 0
XﬁXg

Beigpidl 1:
y- X1 .4, 2 siehe Bild MAG34A
Xx-1 Xx-1
flir x - « => - lim |1 +
yA X0 X + 1j|
2
Ya = lim |1+ X
X—0 1+i
X
|im(£)
X-oo \ X 0
Y, =1+ =1+ =1
lim | 1 ot
=] +1
X—oo \ X

Bild MAG34A

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



10 6. Anwendungen der Differentialrechnung

Beispid 2:
_ XZadxe 4 1
y7=7x+3+
x+1 x+1
1 4 4
4 - -1 -3
1 3 1
Ya=X+3
|
| 101y
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L y
5 - . !
|
|
|
st Bild MA6348
Beispid 3:
3
yfx "3 %2 oxi1+ 2
x+1 x+1
1 0 0 3
1 - A -1
1 -1 1 2
4 | 2
Bild MA634C

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



6.3. Kurvendiskussion 11

6.3.5. Grenzwerte, L licke

(wenn zwel gleiche Funktionen 0/0 ergeben)

Beispiel:
y = x+1 x=-1 => y:l
x+1

lim(y) - Hnl(x * 1] 1
x>-1 x--Ux+1

=> Lickesiehe Kap. 2.2.3.3 (1. Semester)

welitere Informationen im Abschnitt 6.6 (Regel von de I'Hospital)

6.3.6. Symmetrieaigenschaften

Wiederholung Kap. 2.4 (1. Semester) gerade/ungerade Funktion:

Beispiee:

Bild MAG36A

gerade Funktion

nur gerade Potenzen
achsensymmetrisch zur y-Achse
y = cos(X)

y = cosh(x)

y=a+ax +ax

6.3.7. Steigung

=> siehe Kap. 6.2

Versonl.4 22. Dezember 2000

ungerade Funktion

nur ungerade Potenzen
Punktsymmetrisch zum Nullpunkt
y = sin(x)

y = sinh(x)

y = ax + ax® + ax®

D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



12 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.3.8. Extremwerte und Kriimmung

Beispiel:

\

&~
——

[\

\‘A_

4 - [ 4 4 2 U 2 4
2 links X / 9 \ y' X
7
4
-6 -6-
Bild MAG38A Bild MA638B
y=x’-4 y=4-x
y =2x y = -2
y“ = y“ =-2
Extremwert x =0 Extremwert x =0
Minimumx =0 Maximum x =0
Linkskrimmung <=y" >0 Rechtskrimmung <=y" <0
Extremwert => y =0
Minimum => y =0 und y >0
Maximum => y =0 und y <0

Extremwert-Bestimmung fir oberes Beispiel:

y =0=2x =>x=0 Yy =0=-2X=>X%=0
Ye=X*-4=-4 Ye=4-x"=4

YV (Xg) =2>0 =>Minimum Yy (Xg) = -2 =>Maximum
(XE! yE) = (0! '4) (XE! yE) = (0! 4)

spéter noch detaillierter

Schema zur Bestimmung von Extremwerten

Al V'(X) ; erste Ableitung bilden
B] y(xX)=0 ; erste Ableitung gleich Null setzen => Xe
C] y'(X) ; zweite Ableitung bilden
D] V'(Xg) ; Wert der zweiten Ableitung an der Stelle des x¢ -Wertes bilden
E] Entscheidung V'(Xg) >0 => Minimum
V'(Xg) <0 => Maximum

Schema zur Bestimmung der Kr immung

Al zweite Ableitung bilden  y"(X)

B] Wert y"(x) an der Stelle x bilden

C] Entscheidung; y'(x)>0 =>
y'(X) <0 =

Linkskrimmung
Rechtskriimmung

Eselsbriicke
Linkskrimmung, Rechtskrimmung, Minimum und Maximum Bedingungen lassen sich schlecht merken. Diese
Bedingungen lassen sich sehr schnell erarbeiten, wie oben, anhand der Normal parabel n:

y=x2 Minimum bei x =0 y'=2
y =-x? Maximum bei x = 0 y'=-2
Hinweis. Absolute und relative Extrema siehe Kap. 2.1.6 (1. Semester)
Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



6.3. Kurvendiskussion 13

6.3.9. Wendepunkt

Ubergang von Links- auf Rechtskriimmung oder umgekehrt =>y™" =0
Tangente schneidet als Sonderfall die Funktion y = f(x) im Wendepunkt

Beispiel:

Bild MAG39A
y, = X3 - 4x y,=x3 Y3 = X3+ 4x
y, =3x*-4 y, =3x° y; =3°+4
y» = 6x Y, =6x Ys = 6X

Alle oberen Funktionen haben einen Wendepunkt bei x = 0, Uberall geht bel x = 0 Rechtskriimmung in Links-
krimmung Uber.

Wendepunkt-Bestimmung fir ober es Beispiel
y; =0=x2=>x,=0 y) =0 => x,=0 ys =0=>x,=0

(X Yu) = (0, 0) (X Yu) = (0, 0) (X Yu) = (0, 0)

Schema zur Wendepunkt-Bestimmung

Al V'(x) - zweite Ableitung bilden
B] v'(x) - zweite Ableitung gleich Null setzen => x,,

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



14 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.3.10. Sattelpunkt

festgestel It

</</<)
oo
ocoo

Sattel punkt, was ist das?

Beispiel 1;

y >0 => Maximum
y <0 => Minimum
y =0 => Sattel punkt
y=x’

y=X

y =2¢

Yy =4x

y(x=0=0

Yy (Xs = 0) = 0 => Sattel punkt

Bild MAG310A

Dieser Fall wurde bislang noch nicht behanddlt, es liegt weder ein Minimum, noch ein Maximum vor. Hier
handdt es sich dann um einen Sattel punkt.

Bedingung fir einen Sattelpunkt:

y(x) =0

y'(x) =0

y"(x) # 0

Hinweis: Der Sattelpunkt beinhaltet auch einen Wendepunkt, weil dieArt der Kriim-
mung wechselt (rechts <=> links). Wegen der speziellen wagerechten Tangente und weil
kein Extremwert vorhanden ist, wird hier Sattel punkt vom gesprochen.

Anti-Beispidl:

y(x) = x* - Bekanntlich Minimum bel x = 0

y'(x) = 4x® y'(x=0) =0

y'(x) = 12x2 y'(x=0) =0

y"(x) = 12x y"(x=0) =0

=> Obere Funktion erfillt fast die Bedingungen fir einen Sattelpunkt, ist aber kein Sattel punkt

=> Hier mul3 eine genauere Untersuchung erfolgen, siehe néchster Abschnitt

Version1.4
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6.3. Kurvendiskussion 15

6.3.11. Allgemeine Bestimmung von Extremwert, Wende- und Sattelpunkt

Was bis jetzt in den Abschnitten 6.3.8 bis 6.3.10 aufgefiihrt wurde ist, ist nicht allgemein giiltig, sondern gilt
nicht wenn die ersten zwei Ableitungen an der betrachteten Stelle gleich Null werden.

6.3.8 bis 6.3.10 nicht anwenden wenn an der betrachteten Stelle xg gilt:

y'(Xg) =0 und y'(xg) =0

Die Problematik soll anhand eines Beispiels untersucht werden:

Beigpid 1.  y,=x*+5 Y,=x3-5

20

-3 3

X

Bild MAG311A

Extremwert Sattelpunkt
y1=x'+5 y.=x*-5
y, = 4x3 Yy, = 3x?
yr =12 Y2 = 6x
vy = 24x v? -6
yi - 24 Y, =0
yi =0
y;(x=0) = 0 y5(x=0) = 0
y; (x=0) = 0 Y, (x=0) = 0
y, (x=0) = 0 Y, (x=0) = 6 = 0

yi(x=0) - 24>0

Das obere Beispid 183t erkennen, dai’ die erste nicht zu Null werdende Ableitung entscheidend fur die Art des
Punktesist. Zum Beispid zurtick:

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



16 6. Anwendungen der Differentialrechnung

Zuy,
erste nicht zu Null werdende Ableitung bel x = 0ist y*(x=0) = 24 > 0 ist von gerader Ordnung

=> Extremwert, Minimum

uy;

erste nicht zu Null werdende Ableitung bei y*(x=0) =6 = 0

ist von ungerade Ordnung => Sattel punkt

Schemazur Bestimmungder Art desPunktes, wenn ersteund zweite Ableitung gleich Null
snd, y'(xg) =0und y'"'(xg) =0

Al Y'(Xs)=0undy"(xg) =0
B] Ordnung n, der ersten nicht zu Null werdenden Ableitung bestimmen
C] Entscheidung:
nungerade => Sattelpunkt
n gerade => Extremwert y"(xg) >0=>Minimum
y'(Xg) <0 =>Maximum

Beispid 2:
y = 24cos(x) + 12x2 - x* + 3

y/ = -24sin(x) + 24x - 4x3 y/(x=0) = 0

y"" = -24cos(x) + 24 - 12x2 y/(x=0) = 0

y¥ = 24sin(x) - 24x y¥(x=0) = 0

y?¥ = 24cos(x) - 24 y¥(x=0) = 0

y® = -24sin(x) y¥(x=0) = 0

y® - -24cos(x) yo(x=0) = -24 < 0
gerade Ordnung und kleiner Null  => Maximum bei x =0
Beispid 3:

y = 6sin(x) - 6x + x3+5

y' = 6cos(x) - 6 + 3x y/(x=0) = 0

y” = -6sin(x) + 6x y/(x=0) = 0

y* = -6cos(x) + 6 y¥(x-0) - 0

y* = 6sin(x) y¥(x=0) - 0

y® = 6cos(x) y¥(x-0) - -6
ungerader Ordnung => Sattel punkt

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



6.3.12. Krimmung und Krimmungsradius

6.3. Kurvendiskussion 17

Jede Kurve, die keine Gerade ist, 183t sich in eéinem Punkt durch einen Kreis annghern, siehe Beispid, Bild

MAG312A.

Beispid: y=x*-1

Bild MAG312A

AusBildMAB312A | &t sich der Krimmungsradiuserkennen. Auch der Begriff der Krimmung ist gebrauchlich.

ohne Ableitung:

/2312
Krimmungsradius: p = (1%
y
y//
Krimmung: k= —2
(1 + y/2 312
o - |4
k
zum Beispidl:
y=x2-1
y' =2
y'=2
_ (1+4x?)¥?
2
1
- XxX=0)==2=
Py = p( ) 5
32
b, - p(le):%:5.59
Version1.4 22. Dezember 2000
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18 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.3.13. Zusammenfassung K urvendiskussion

Folgende Punkte kdnnen bel einer Kurvendiskussion untersucht werden:
- Definitions- und Wertebereich
- Schnittpunkte mit den Achsen
- Pole, Nullstellen, Liicken
- Asymptoten
- Grenzwerte
- Symmetrieeigenschaften
- Steigung
- Extremwerte (M aximum, Minimum)
- Krimmung (Linkskrimmung, Rechtskrimmung)
- Wendepunkte
- Sattelpunkte

- evtl. Krimmungsradius berechnen

Aufgaben 6.3.1 4, d, g, 6.3.2aund 6.3.3 ¢ d rechnen

6.4. Extremwert-Aufgaben

/1 S. 303 ff
Statt des gesamten Verlaufs einer Funktion ist hier nur der Extremwert einer Abhéngigkeit (Funktion) gesucht.

=> Optimierungsproblem (Meist: Kosten, Zeit, Material, Wirkungsgrad, Ergiebigkeit u.s.w.)

Die GroRe f(x) soll beziiglich der Variablen x optimal werden

f(x) - MAX, MIN
fl(x) = 0 => Xmax: Xmin
f'(x) >0 => Minimum
f'(x) <0 => Maximum

Methoden zur Extremwert-Bestimmung siehe Kap. 6.3 (Berechnung des Extremwertes).

Aufgaben 6.4.1, 6.4.2 und 6.4.3 rechnen

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



6.5. Iterationsverfahren 19

6.5. lterationsverfahren

Das Prinzip der Iterationsverfahren ist, bel einer Gleichung oder einem Gleichungssystem, ausgehend von einer
Anfangd 6sung, schrittweise eine verbesserte Lésung zu erhalten. Dabei ist der Begriff der Konvergenz wichtig
oder man spricht auch davon, wie schnell ein Gleichungssystem konvergiert.

konvergent => Annéherung an die Lésung
nicht konvergent => L6sung entfernt sich von der wahren Lésung.

6.5.1. Regula Fals

DiesesVerfahren ist schon aus dem ersten Semester bekannt (Kap. 1.7.2) und soll hier nur vollstandigkeitshal ber
noch einmal aufgefiihrt werden, ohne weitere Ubung.

y

Bild MAGB51A

(Hinweis auf Aufgaben 1.16/1.17 vom 1. Semester)

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



20 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.5.2. Newton Verfahren

sieheauch Kap. 1.7.1

Prinzip: Suchen der Nullstellen einer Funktion y = f(x)

Bild MAB52A

Ableitung Uber Regula Fals

_ i y
2 X Y= Y1 “ Ay
X~ X Ax
Y1
dy
dx
1)

f(x,)

Xy, = X -

X5 1

Ableitung Uber Tangente

Yr =Y. %L *(X 7X1) = f(Xl) + f/(Xl)*(X 7X1) =0
1

i
e
f/tx)
X, = X = X - foe)
> 1 )
=0 => Xt = %~ ff,((xx‘))

Problem x, finden
Methode A: irgendeines einsetzen
Methode B: grafische Ndherungd 6sung bestimmen, siehe Kap. 1.6 (1. Semester)

Konvergenzbedingung (ohne Ableitung) /2/ S. 313

f(X) +f /() <1
[F(3)]?

Aufgabe 6.5.1 b rechnen
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6.5. Iterationsverfahren 21

6.5.3. Iterationsverfahren durch wieder holtes Einsetzen

Beigpidl 1: (Achtung: rad-Modus einstellen!)
cos(X) = X => x =0.7391
cos(0) =1 =X
cos(1) = 0.5403 =X,
co0s(0.5403) = 0.8576 =X,
co0s(0.8576) = 0.6543 =X,
c0s(0.6543) = 0.7934 =Xg
c0s(0.7934) = 0.7014 =Xg

= nahert sich langsam von beiden Seiten an

Prinzip: gegeben: x =f(x) X = cos(X)

Xirg = (X)) Xirg = COS(X;)

K onver genzbedingung (ohne Ableitung):
fO)l <1
Am einfachsten: probieren

Verfahren geeignet, wenn auf Taschenrechner f(x) = f(ANS) leicht gebildet werden kann.

K onver genzbeschleunigung: (verschiedene Verfahren)
Beispid 2:

X, =cos(0) =1

X, = cos(1) = 0.5403

x. - %2 o7702
s 7

X, = c05(0.7702) = 0.7178
X = c05(0.7178) = 0.7533

Xy T Xg
X -~ - 073%

Dieses war nur Hinweis auf ein Verfahren.

K onver genzver besser ung oder K onver genz her stellen
Wird die Gleichung nach einem anderen x umgestellt ist u.U. Konvergenz méglich.

x =f(x) => x; = f(x;)
umgestel|t: x=g(x) => X; = g(x)

Dazu ein Beispid:
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22 6. Anwendungen der Differentialrechnung
Beispid 3:
x*-x-02=0

Al analytische L 8sung

X, = + 05%4/052+ 02 = 05+ /045

x, = 1.1708
x,=-0.1708

B] erste Umstellung

X=x*-02
X, = xizf 0.2

T+

XO = '5 XO = '0.5 XO = 0
Xl = 24.8 Xl = 0.05 Xl = '0.2
X2 = 614 X2 = '0.1975 X2 = '0.16
X3 = '0.1610 X3 = '0.1744
X4 = '0.1741 X4 = '0.1696
Xs =-0.1712
C] zweite Umstellung
X = yx +0.2
X, = 4% +0.2
Xo=0 X, =10
X, = 0.4472 X, =3.194
X, = 0.8045 X, = 1.842
X5 = 1.0022 Xg = 1.429
X, = 1.0965 X, = 1276
Xs = 1.1386 Xs = 1.215
Xg = 1.1569 X = 1.190
Version1.4 22. Dezember 2000

Xo=1.1 Xo=1.2
X, =101 X, =124
X, = 0.8201 X, = 1.3376
X3 = 0.4726 Xs = 1.5891
X, =0.0233 X4 = 2.3255
X5 = -0.1995 xs = 5.2078
Xg = -0.1602 Xg = 26.92
Xg = 724.6

Xo=-1.2

X, =]

X, =0.78 +j0.64

X3 =1.04+j0.31

x,= 112 +j0.14
Xs = 1.15 + j0.06
Xs = 1.16 +j0.03
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6.6. Unbestimmte Ausdriicke 23

6.6. Unbestimmte Ausdr ticke

/1S, 270 12/ S. 470

Unbestimmte Ausdriicke sind:

0% 0 1 (= - =)

ﬂ

0
0
Regel von de I'Hospital lautet:

imf _ imf fir  f(x=a) =0 und g(x=a) = 0

x-ad®¥)  x-ag/(x) oder f(x=a) = ~  und g(x=a) = «

Wenn f(x) = 0und g(x) = 0und f'(x) = 0 und g'(x) = 0 dann muf die zweite Abteilung beriicksichtigt werden
U.S.W..

im {0 im0 g 0 = gx) = %) = 909 = 0
x-ad®)  x-ag”(x)

Wenn auch die zweite Ableitung gleich Null => dritte Ableitung verwenden, u.s.w.

Regd gilt also fur % oder = andere Formen (0%, 0°, 1~ oder «-=) miissen auf % oder =~ umgeformt werden.

oo

Umfor mungen:
" _ ) -

Al O* f(x) *g(x) = 0 (siehe Aufgabe 6.6.1 C)
9

B] o - 0 (siehe Aufgabe 6.6.1 €)

B1] auf einen Hauptnenner bringen
Sl

1 19 f(x
B2 f(x) - g(x) = =
] () - 9(¥) 1 1 1 1

i J— —— %

f0) 9 ¥ 9k

C] O° oder 1¢ (siehe Aufgabe 6.6.1 d)
¥, = 10"
In(yy) = g(x)*In[f(x)] dazu siehe A]

Beweis der Regel fur 0/0

Annahme f(x) und g(x) haben eine Nullstelle bel x = a, f(x=a) = 0 und g(x=a) = 0 Annéherung der Funktionen
durch ihre Tangenten:

f(x) = f(a) + ' (a)* (x-a) = f'(a)*(x-&)

9(x) = 9(a) + g'(a)* (x-a) = g'(a)* (x-a)

imf® i f@*xa) _ f(a)
x-ad®)  x-agl@-x-a) g

Aufgabe 6.6.1 abis6.6.1 erechnen
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24 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.7. Differentiation in Parameterform

gegeben:

gesucht:

Konvention:

dyf o dfy) o Rkey - yeR
dt

X =X(t) y =y(t)

y'(t) y ()

- Ableitung nach x mit Strich * kennzeichnen
- Ableitung nach t mit Punkt . kennzeichnen

Y. I d

dt dt dx

dt X x?
y/ - X*y - yx*X
X3
X =Xx(t) => X(t) => X(t)
y=y@® => yey - = y(t)
y - ¥
X
no_ Xy - yX
e
Aufgabe 6.7.1 aund d rechnen
Versionl14 22. Dezember 2000
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6.8. Differentiation in Polar koor dinaten

11/ S.444, /2] S. 280

6.8. Differentiation in Polarkoordinaten

r(p)
y \
A
Ar
v&
o <
r
A
¢
X
Bild MABSA
dy _ v/~ tan(e + @) - tan() + tan(p)
dx 1 - tan(e) = tan(e)
tan(p) - S
cos(¢)
tan(e) - A0 . T T
A A
(0
pro dr
de
T sin(e)
y/ = r’  cos()
T ()
r’  cos()
y' - r = cos(@) +r’+sin(qp) poo dr
r/cos(p) — I +sin(g) dep

ohne Ableitung:

PR L L

) (r'cosp - r=sing)®

Aufgabe 6.8.1a rechnen

Versonl.4 22. Dezember 2000
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26 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.9. Ableitung mehrerer Veranderlicher

Funktion einer Veranderlichen ist bekannt:

y =1(x)

;_ dy - i
y/ = " => Steigung der Tangente
fur kleines x - X, =y=y,+y(X-%X) Tangentenfunktion

=> Anndherung durch eine Tangente (Gerade), Abweichung vom Arbeitspunkt

6.9.1. Erste partielle Ableitungen

Funktion von zwei Abhéangigen:

z=1(x,y)
=> Annéherung durch eine Ebene
Z=25+ ay(X - Xo) + by(y - Yo)
o dy
bel y = f(x = =
y =f(x) & 7 i

EinfUhrung der partiellen Ableitung

oz _ 0z
L oX % dy
Beigpidl: Z=2X + 4xy + y?
0z 0z
= = =2+4 = = =4x+2
% oX ny g oy rY

9Z _ im f(x+ Axy) -~ f(xy)

z - & 9Z _ im fky + Ay) -~ f(xy)

X Ax-0 AX gy  Ay-0 Ay
Bedeutung u.a.: Funktion der Tangentialebene:
Z=7yra(X-X) tb(y-y) =7+ i(xfxo) ¥ i(yfyo)
oX oy
0z 0z
- oz b, - %<
N ooy
Unter schied partielle und totale Ableitung
Beispid: z=x2+y?
i = 2X E = 2X + Zy*l
ox dx dx
Aufgabe 6.9.1 a rechnen
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6.9. Ableitung mehrerer Verénderlicher 27

6.9.2. Zweite partielle Ableitungen

e
ZXX = a=zx = i = a=22
oX oX ox?
5 o
y = oo )

Z,=2,

Aufgabe 6.9.2 a rechnen.

6.10. Dastotale Differ ential
13/ S. 209

Fir y =f(x) => dy = df(x)
Ay = & *AX
dx

Annahrung durch Tangente

Firz=f(x,y)  Anndhrung durch Ebene

Z(X, ) = Z(Xor Yo) * Zu(Xo» Yo)* (X - Xo) + Z,(Xo, Yo)* (¥ - Yo)
Z-2,=Az

y-Yo=A4y

X - Xo = AX

Az =z*AX +z*Ay A-d

dz =z>dx + z,*dy

Aufgaben 6.10.1 aund 6.10.2 arechnen.
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28 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.11. Fehlerrechnung
11/ S. 265, S.483

6.11.1. Grundbegriffe der Fehlerrechnung

Xm - gemessener Wert

X - wahrer Wert

foas - absoluter Fehler

fra - relativer Fehler

frav - relativer Fehler in %

fas = X - X = falscher Wert - richtiger Wert

fo fﬁ Xm ~ X falscher Wert - richtiger Wert

X X richtiger Wert

f

f X - X
roe = 100%=f = 100%*%5 = 100%: mX

obige Formeln sehr einfach daher nur Hinweis auf Aufgabe 6.11.1.

Aufgabe 6.11.2 rechnen.

6.11.2. Fehlerfortpflanzung

Problem (Aufgabe 6.11.3.) Widerstand aus U-1-Messung bestimmen
(U=10V £ 0.5%) (I = 2A £ 2%)

manuell: R =

Dieses Verfahren ist aufwendig aber einsichtig.

Zahlenwer trechnung:

U=10V +10V*0.006=10V +005V U,, =995V U, =1005V

I=2A+2A*0.02=2A+0.04 A lmin=1.96 A I = 2.04 A
10.05 Vv 9.95V
- - 5128Q - - 4877Q
R 196 A Rvin 2.04 A
4877Q<R<5.128Q (exakt, manuell)
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6.11. Fehlerrechnung 29

einfacher: totales Differential bilden

=
drR = i*du + i*dl

ouU al
Ubergang d - A
AR = i*AU + i*AI

ouU al
R _1 R__U
ouU I al |2

AR:iAU‘F —i *Alzﬁfi*Alzﬁ*ifi*i: £,£
I 2 I |2 u | I I U I

Die oberen beiden Formelen sehen nach der etwas langeren Herleitung reativ einfach aus. Die direkte Be-
stimmung der oberen Formel erfolgt nach der zahlenwertmalRigen Bestimmung von AR.

AUp, Al
AR - ;{ e |m) - 120AV (0.005 + 0.02) - 0.125Q

4875Q<R<5125Q
Damit ergibt sich fast das gleiche Ergebnis als exakt manuell, aber wegen der Anndhrung durch eine Ebenetritt
nur eine geringe Abweichung auf. Dieses Verfahren ist schon weniger aufwendig als manudll. Es gibt aber eine

noch bessere Standard-Methode Uiber die sofortige Berechnung des relativen Fehlers. Meistens ergibt sich eine
physikalische Groéfie aus der Multiplikation anderer physikalischer GrofRen mit verschiedenen Potenzen.

Allgemeiner Ansatz:

z=f(xy) =x™y"

dz =z*dx + z,*dy Az =z7*AX +z*Ay
Zx = m*xm-l * yn Zy = n*xm*yn-l
£ = i*Ax + i*Ay
z z z
m-1 n m n-1
Az mx™xy 4 Ax 4 DEXTEy Ay
Z Xm*yn Xm*yn
Az Ax Ay
—— =mx*x == + N *x —L
z X y

Obere Formel ist die Fehler-Fortpflanzungs-Formel fir

2y ] 8z X LY
z X y

Diese Formel &0t sich entsprechend fur drei und mehr Grof3en leicht erweitern. Hier sieht man auch, wie man auf
AR (siehe oben) gekommen ist.
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30 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.11.3. Mittlerer und maximaler Fehler

z="f(u,v,w, x)

Az=z*Au+z*Av + z,*Aw + 2z * AX

Maximaler Fehler:

AZmBX = ‘ZU*AU‘ + ‘ZV*AV‘ + ‘ZW*AW‘ + ‘ZX*AX‘

Mittlerer Fehler:

AZmittlerer - \/(Zu *AU)Z + (ZV*AV)Z + (ZW*AW)2 + (ZX*AX)2

Aufgaben 6.11.4 und 6.11.5.arechnen
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6.11. Fehlerrechnung 31

6.11.4. Mittelwert und Standardabweichung

Unterscheidung zufélliger und systematischer Fehler.

systematischer Fehler: Mel3gerét falsch geeicht, tritt immer wieder auf.
zuféliger Fehler: aufgrund von zufélligen Schwankungen, statistischer Fehler.

Dieser zuféllige Fehler soll nun untersucht werden.

Problem: Mehrfache Messung einer einzelnen Grof3e.
gegeben: X1y Xy eeverenes X, - Messungen
gesucht: - Mittelwert

- Aussage Uber Mef3sicherheit

a) Mittelwert:

sﬂl—\

zn:xl

i=1

b) Abweichung vom Mittelwert:

Die Summe der Abweichungen vom Mittelwert zu berechnen, wére falsch, weil das Ergebnis Null ergibt:

ﬂl—‘
ﬂl—‘
ﬂl—‘

n n
Z Z n+*x=X-X=0
i=1 i=1

besser ist, die quadratische Abweichung zu beriicksi chtigen
n
DA =Y (% - %P
i=1
n n 2 n n n
DR S IREEI N SIS I
I= I= =

i=1 i=1

X+ Y (%?

|=1 i=1
n
i=1

n
XX 2R ¢k = X - e
i=

IFVCID SCRINEY
i=1

Eigentlich sollte der obere Ausdruck durch n dividiert werden, da aber bei n = 1 keine Abweichung vom
Mittelwert feststellbar ist, wird durch (n - 1) dividiert. Da die quadrati schen Abweichungen vom Mittelwert die
gleiche Mal3einheit aufwei sen sollten als die Grofde selbst, mul? noch die Wurzel gezogen werden:

Definition: S = 1 2
n-1

s\'nl[zn:x,zn*(f()]

Aufgabe 6.11.6 arechnen
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32 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.11.5. Normalverteilung und M el3sicher heit

041 g0
03f
02f
017
0.04 2 o0 2 4
x-Xx)/s
Bild MAG115A

Gaufische Normalverteilung (siehe Bild MAG115A):

o - L L1 p[l[xi)z
o) = = exp-o) =
J2n S 2\ s

Es gibt auch noch andere Verteilungen, symmetrische oder auch asymmetrische.

Die Mef3sicherheit sagt aus, wie sicher esist, dal? das Ergebnisinnerhalb der Grenzen X + Ax liegt. (z.B. X s
oder X * 2s).

Mef3sicherheit in %

Mefdtoleranz Ax
AX Mef3sicherheit AX Mef3sicherheit

+0.1s 8% +24s 98.36%
+0.2s 15.86% +26s 99.06%
+04s 31.08% +28s 99.48%
+0.6s 45.14% +3.0s 99.73%
+0.8s 57.62% +32s 99.86%
+1.0s 68.26% +34s 99.93%
+12s 76.98% +3.6s 99.97%
+14s 83.84% +3.8s 99.99%
+16s 89.04% +40s 99.99%
+18s 92.82% +45s 100%
+20s 95.44% +50s 100%
+22s 97.22%

Tabelle MAG115A: Mel3sicherheit bei Gaul3scher Normalverteilung

Aufgabe 6.11.7 aund 6.11.8 arechnen
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6.12. Vektorenund Differentiation 33

6.12. Vektoren und Differ entiation

Die gesamte Elektrotechnik 1813t sich in elementarer Form mit Hilfe von vier Vektorgleichungen, den sogenann-
ten Maxwell-Gleichungen, beschreiben:

—

rot (H) = J+D

rot (E) = B
j = K*E
D - exE

mit den Randbedingungen
div(D) = o
div(B) = 0

Die oberen Gleichungen sehen sehr kompliziert aus. Die Ausdriicke darin sollen nur andiskutiert werden, damit
diese mal gehort wurden. In Klausur nur, was in Ubungen dran war. Die oberen Gleichungen werden in der
theoretischer Elektrotechnik zur Feldberechnung bendtigt.

Jetzt sollen mehrere Arten der Differentiation von Vektoren vorgestellt werden, denn obere Aktionen ".", "rot
und "div" sind Arten der Vektordifferentiation.
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34 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.1. Differentiation eines Vektors nach einem Skalar

Physikalisches Beispiel, eindimensional:

Weg: X
Geschwindigkeit: V=_—"-=X

Eindimensional wird kein Vektor benétigt.

Beispiel zweidimensional

y s(t)

Bild MA6121A
ds, . dx
V = . = =
X dt X dt
ds, dy

Allgemeine Differentiation des Vektor snach dem Parameter t

X . X dx/dt
S=1y % =g=|y|l =|dydt

z z dz/dt
Aufgabe 6.12.1 arechnen
Version1.4 22. Dezember 2000

() [

v,
Vy v(t) = [

X(t) ]
y(t)

v,
v,(0)
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6.12. Vektorenund Differentiation 35

6.12.2. Differentiation eines Skalars nach den Vektorkomponenten

Physikalisches Beispiel eindimensional:

(=)
Z/
Uq
!
_{ —_— }_
E
I 1 I
0=0 (P=Uq
X
x=0 x=] Bild MA6122a

Beispiel schon in EGI gerechnet

U
% - E - Feldstérke (Betrag)
X
(p = T*Uq
E - -9 (dndimensonal)
dx
Beispiel zweidimensional: ¢ =f(x,y)
Yy
9= U
- oplox ¢
E E-- |7 - 7| - -grad(e)
oploy y
X
p=20

Bild MA6122B
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36 6. Anwendungen der Differentialrechnung

Allgemeine Differ entiation des Skalar s s nach Vektorkomponenten

gegeben: s=f(x,y,2)

hier fehlt das Differentiationszeichen, dafur wird der Gradient eingefiihrt
os/dx

S
grad(s) = | osloy| = | S,
090z Sz

Anwendung E- Technik

ch/dx O
E = -grad(g) = | delay| = - | @,
G(plaz ¢,

M athematische Deutung:

Der Vektor grad(s) zeigt in die Richtung der stérksten Zunahme.

Physikalische Deutung:

Beispid: Isobare

Der Vektor grad(p) steht senkrecht auf den Isobaren und zeigt in
Richtung der stérksten Luftdruckzunahme.

Bild MA6122C

Aufgabe 6.12.2 arechnen
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6.12. Vektoren und Differentiation 37

6.12.3. Divergenz eines Vektorfeldes

J,(x yz+ A7)

J,Goy+ 4z

e

J e+ Ax, y, z)

Zunahme des Stromes pro Volumen

AJ <AA, .\ AJy*AAy .\ AJ <AA,

J. (2 ‘
ais
Jyx ¥, 2)
J.& 2
Bild MAG6123A
gesucht:
A A Ay AL
AV AV AV AV AV

AV AV

Al AJx*Ay*AZ+ AJy*AX*AZ+ AJ, = Ax = Ay

AV AV AV AV
AJ Ay <Az AyxAz AJ,
X *Ax+AyxAz  AX
i = AJX + i + AJZ
AV Ax Ay Az
A=>0 => i
dav
aJ, aJ, dd
div (j) = XYy _Z
ox oy oz

Die Divergenz eines Vektorfeldesist ein skalares Feld.

ov
2

0z

\
"

. v,
div(v) = p
y

ox

Physikalisch mechanische Deutung:

Physikalisch elektrische Deutung:

div(d) = 0
Aufgabe 6.12.3 rechnen

Version1.4

22. Dezember 2000

Die Divergenz der Stromungsgeschwindigkeit in einem Fluf3ist
gleich Null, wegen der Massenerhaltung und der Inkompressibilitét
von Wasser. Wenn div(Vv) gleich Null ist => das Feld ist quellen-

und senkenfrei, Fliissigkeit div(V)=0

Fallskeine Ladung im Volumen erzeugt wird, gilt
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38 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.4. Rotation eines Vektorfeldes

Die Rotation eines Vektorfeldes (ohne Ableitung) ist definiert:

ay 0z

oV ov

rofv) = | == - 2
0z oX

oX oy

olox v, €

rot(v) - oloy v, €
oloz v, €

Die Rotation eines Feldes sagt etwas Uiber den Drehsinn einesFeldesaus. In der Strémungsmechanik spricht man
dann von Wirbdl.

Beispid 1: Drehung eines Punktes auf einer Welle

. y
z,
@ Bild MAG124A
X cos(wt) X vy ~sin(wt)
S=1y| = Rlsnwt)|] VvV =|y| = y,| = Rxw cos(wt)
z z Z 0 0

Die untere Herleitung der Formd ist mit Hilfe von Kap. 6.12.7 mdglich oder /1 S. 510/:

0
rot(v) = 2wl 0| = 2&
1

Die Rotation einer sich drehenden Welle zeigt in die Drehachse und ist zwei mal der Winkel geschwindigkeit w.

Wichtig: rot(v) = 0 => Das Vektorfeld ist wirbelfrel.
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6.12. Vektorenund Differentiation 39

Beigpidl 2; Magnetfeld eines Leiters
N
J/ AN
/ \\
/ =~
/ // \\ \
(@ e
\ \ / |
\ \\ // //
\
\ S /
\
S 7 Bild MA6124B

Das Magnetfeld eines Leitersist inneren Leiters ein Wirbelfeld. Aufderhalb des Leiter ist das Feld, obwohl es
nicht so aussieht, wirbelfrel.

Es gilt die Beziehung fir quasistationére Felder: rot (H) = J.

Aufgabe 6.12.4 arechnen
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40 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.5. Differentialoperator V (Nabla)

Dieser wird hauptséchlich von Physikern verwendet. V wird ohne Pfeil gekennzeichnet und ist ein Vektor:

olox
v = | oloy
oloz

Esgibt drel Arten den Differentialoperator V anzuwenden:

Al Skalar-Produkt auf Vektor

v*V =

9
OoX
K3
ay
9
oz

d d d

W V| = =—v, + —v, + =—v_ = div
Y o0z ? V)

ox * oy’

B] Multiplikation mit Skalar

V*s =

9
OoX
K3
ay
9
oz

i
OoX
Js
ay
E
oz

*S = = grad(s)

C] Kreuzprodukt mit Vektor

lox v, e

vXV = 0/dy v, e} = rot(v)

oloz v, e

Zusammenfassung:

Die Ausdriicke "div", "grad" und "rot" lassen sich mit Hilfe des Differential operators V ausdriicken

Al Vv = div(Y)

B] Vs = grad(s)

C] VXV = rot(v)  Kreuzprodukt

Version1.4

22. Dezember 2000

Skalar-Produkt mit Vektor

mit Skalar multipliziert

=>
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6.12. Vektorenund Differentiation 41

6.12.6. Zusammengesetzte Vektoroperationen

L aplace-Operator

2 2 2
A-vsy-v2- 9 0 9
ox2  oy? 0az2

+ —

s d% %
+ ==

ox2 oy? 0oz?

As = div(grad s) =

div (AV) = v*grad(A) + A*div(V)
rot(A v) = A*rotv + grad(A)x v
grad(u*v) = u*grad(v) + v*grad(u)
rot (rotv) = - A* v + grad(div(Vv))

rot[grad(A)] =0

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Wworl\ma2\MA2 Skript. WPD



42 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.7. Vektoren in angepaliten K oordinaten

Manche Felder lassen sich besser in speziellen Koordinaten berechnen, z.B. 181%t sich das Feld eines Koaxiallei-
tersam besten in Zylinderkoordinaten berechnen. Die Darstellungswei se mit Einheitsvektoren ist schon ausdem
1. Semester bekannt:

Ay

A= |A)| = Axg + A€ + A€,
A

Z

Obige Vektoren wurden in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten dargestellt. Die Einheitsvektoren miissen
dabei in drei unabhéangige Richtungen zeigen. Bel rechtwinkligen Koordinaten sind dieses die drei Koordinaten-
richtungen x, y und z. Rechtwinkelige Koordinaten sind mittlerweile ausreichend bekannt. Im folgenden sollen
Vektoren in drel anderen Koordinatensystemen behandelt werden:

A-Ag +Ag, +Ag, rechtwinkeigeKoordinaten (bekannt)
A=Ag, +Ag, +Ag, schigfwinkeligeKoordinaten
A= A, +Ag, +Ag, Zylinderkoordinaten

A = A€ + A€, +Ag, Kugekoordinaten

6.12.7.1. Vektoren in schiefwinkeligen K oor dinaten

Schiefwinkelige Koordinaten sind, insbhesonderein der Elektrotechnik, nicht von grof3er Bedeutung. Dieseeignen
sich aber zur Einflhrung auf andere Koordinatensysteme, da diese leicht verstandlich sind.

Y —
¢
—_—
A%e, y |
1 | . .
A *e;
Bild Ma61271A

Nach Bild MA61271A wird der gleiche Vektor A einmal in rechtwinkeligen und einmal in schiefwinkligen
Koordinaten dargestellt. Prinzip: Vektor wird zerlegt nach Komponenten in Richtung der Einheitsvektoren. Hier
ist die Richtung der Einheitsvektoren noch ortsunabhangig. Auf eine Umrechnung und auf eine Angabe der
Vektoroperation soll fur schiefwinkelige Koordinaten verzichtet werden.
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6.12. Vektorenund Differentiation 43

6.12.7.2. Vektoren in Zylinder koor dinaten

6.12.7.2.1. Wiederholung Zylinderkoordinaten

(seheauch Kap. 4.1.2.2)
Auf eine dreidimensionale Darstellung soll hier verzichtet werden. Es werden hier zwei Ansichten dargestellt.

Ansicht A] Projektion auf x-y-Ebene
Ansicht B] Projektion auf R-z-Ebene
Die jeweils dritte Koordinate kann durch:

o Koordinate zeigt aus der Zeichenebene heraus
® Koordinate zeigt in die Zeichenebene

dargestelIt werden. Eselsbriicke: Pfeilspitze oder Pfeilende

y z

//
y ______ 7Z ___________
—
T |
~
X7 — ?, !
//
//
; ©

Bild MA612721

Nach Bild MA612721 183 sich Punkt P,, nicht als Vektor, beschreiben durch x, y, z oder durch R, ¢, z. Die
Umrechnung zwischen beiden Formen ergab:

x=Recos(g) R =7y’

y = R*sin(y) ¢ = arctan( X] (+m fur x < 0)
X

Z=Z Z=Z

K oordinatenflachen in rechtwinkligen Koordinaten sind
X -y - Ebene (z=const =0)

X - Z - Ebene (y=const =0)
y - z - Ebene (x =const =0)

Koordinatenfléchen in Zylinderkoordinaten sind die Fléchen

R = const das sind gerade, koaxiale Hohlzylinder vom Radius R mit der z-Achse als Zylinderachse.
¢ = const das sind die von der z-Achse begrenzten Halbebenen
z = const das sind die Ebenen senkrecht zur z-Achse.
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44 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.7.2.2. Einheitsvektoren und Komponenten

Da Vektor-Felder ortsabhdngige Vektoren enthalten kénnen, werden die Vektoren U und v in den Punkten P,
und P, nach Bild MA612722A dargestellt, einmal in der x-y-Ebene und der Vektor v auch in der R-z-Ebene

®z%e,

Bild MA612722A

Die Vektoren werden zerlegt in die Komponenten in Richtung der Einheitsvektoren. Die Richtung der Einheits-
vektoren ist hier ortsabhangig. Die z-Richtung wird wie bei kartesischen Vektoren behandelt. Die zwei anderen
Komponenten sind in Richtung des Radius R und in Richtung des Winkels ¢ gerichtet. Somit ergibt sich der
Vektor vV in Zylinderkoordinaten

V = Ve€r t V€, tV.E

6.12.7.2.3. Langenelemente

dRin R-Richtung
Rdeg in ¢-Richtung

dz in z-Richtung
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6.12.7.2.4. Flachenelemente

In kartesischen Koordinaten gilt fir ein Volumenelement nach Bild MA61224A

P

- day x__
dx
Bild MA612723
dA =dx dy auf Flachen in der x-y-Ebene, z = const
dA =dx dz auf Flachen in der x-z-Ebene, y = const
dA =dydz auf Flachen in der y-z-Ebene, x = const

Die Flachene emente auf den Koordinatenflachen im Zylinderkoordinaten sind:

dA = Rdedz auf den Hachen R = congt,
dA = dRdz auf den Flachen ¢ = congt,
dA = RdRd¢ auf den Flachen z = congt.

Dabe wird, wie oben, immer die Lénge einer Koordinatenrichtung mit der in der anderen multipliziert. de wird
dabel immer mit R multipliziert, weil die Bogenlange (Langeim Winkelrichtung) sich ergibt aus der Multiplika-
tion von Radius mal Winkd (siehe Definition des Bogenmal3esin Kap. 2.3.21).

6.12.7.2.5. Volumend ement

Das Volumene ement in kartesischen Koordinaten
dv =dx dy dz

nach Bild MA612723 ergibt sich aus der Multiplikation aller drei Koordinatenrichtungen. Auch in Zylinder-
koordinaten ergibt sich aus der Multiplikation aller Koordinatenrichtungen das V olumenel ement:

dV = RdR de dz
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6.12.7.2.6. Liniendement

Das Liniendement in rechtwinkligen Koordinaten ist:

ds = €qcdx + € xdy + € xdz

Das vektoridle Liniene ement im Zylinderkoordinaten lautet:

ds = €xdR + €,Rdp + €,dz
Dieses ergibt sich auch aus den Léngen im Richtung der Einheitsvektoren, multipliziert mit dem Einheitsvektor.
Das Quadrat des Linienelementsist

ds’ = dx? + dy* + dz* = dR® + R* dg? + dz?

6.12.7.2.7. Transformation der Vektorkomponenten

Ar = A, cos(p) + A, sin(p)
Alp = 'Ax S'n((p) + Ay COS((p)
A,=A,

Ax = AR COS((p) - Atp S'n((p)
Ay = AR S'n((p) + Atp COS((p)
A,=A,

6.12.7.2.8. Vektoroperationen in Zylinderkoordinaten

os 10s os
rad(s - rad(s)] = —— rad(s)], = —
[grad(s)]x o [grad(s)],, R0 [grad(s)], ~
e 1|0 0 0
div(B) = = |— — B + — (RB
®) R [GR( ? dp oz (RB,)
- oB
dive) - L1 S (rBy) + LBe z
R oR R ¢ 0z
2 2
As - L 9|Ros| , 1S s
R oR| oR R20g? 072
oB oB . OB oB
rotRB:i=z ~® rotB- " -2
R o oz ¢ oz oR
- d(RB oB
rotZB = i g - _R
R oR o
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6.12. Vektorenund Differentiation 47

6.12.7.3. Vektoren in Kugelkoordinaten

6.12.7.3.1. Wiederholung Kugel koordinaten

(seheauch Kap. 4.1.2.3, 1. Semester)

y z
3306“9
WipFp————— 7/—7 A =
Rl P _ —~ | /A A 74 Pl

/ — | ) |

N | |
- # I X | R
—
- X R,

,©

Bild MA612731

Ein Punkt &3t sich nach Bild MA612731A durch die drei folgenden Koordinaten darstellen:

r - Entfernung zum Ursprung
¢ - Winkd in der x-y-Ebene zum Punkt
U - Winkel von der z-Achse zum Punkt in der R-z-Ebene

Die Grofie R in Zylinderkoordinaten ist hier nur eine HilfsgréfRe. Umrechnung nach folgenden Formeln:

x = r*sin(d)* cos(¢) r=yx?+y?+z?

y = r*sin(®)*sin(¢) ¢ - arctan( X) (+7 fir x < 0)
X
z =r*coy(D) & - arccos®
r
0<r<e, O<d<m, 0< ¢ < 2m.

Koordinatenfl&chen sind die Flachen

r = const das sind konzentrische Kugelflachen von Radius r mit dem Mittelpunkt in Koordinaten-
ursprung
U = const dassind gerade Kreiskegel mit Offnungswinke! ©, mit der z-Achse als Achseund der Spitzeim

Koordinatenursprung

¢ = const das sind die von der z-Achse begrenzten Halbebenen.
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48 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.12.7.3.2. Einheitsvektoren und Komponenten

y %"
i </ /’I’e(l’@bqﬂ\ﬂ;
~\4 >
N
\ e
\ e d
Vim———— 7 Ax*er
~ TP
d | \\
~ |
-~ \(P L »
@, % |

Bild MA612732

Nach Bild MA612732 wird der Vektor A zerlegt in Komponenten in Richtung der Einheitsvektoren €. €, und
€,. Dabei sind die Richtungen wieder ortsabhangig und die Koordinatenrichtungen nach Kap. 6.12.7.3.1 sind:
r, ¢ undv.

A=Ag +AE, +Ag

6.12.7.3.3. Langenelemente

Die Langen in Koordinatenrichtung lauten:

dr in r-Richtung
R*de = r*sin(®)*de in ¢-Richtung
r*do in U-Richtung

6.12.7.3.4. Flachenelemente

Mit den oberen Langend ementen ergeben sich die Flachenelemente auf den Koordinatenfléachen, durch Multipli-
kation von zwel Langenelementen:

dA = r%sin(®)ddde auf den Flachen r = const
dA =r sin(d)drdg auf den Flachen © = const
dA = rdrdd auf den Héachen ¢ = const

6.12.7.3.5. Volumend ement

Das Volumenelement &3t sich durch Multiplikation aller Léngenelemente berechnen:

dV = r2sin(®) dr do de
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6.12. Vektorenund Differentiation 49
6.12.7.3.5 Liniendlement

DasvektorieleLiniendement 1813t sich wieder ausden Langen in Koordinatenrichtung und den Einheitsvektoren
bestimmen:

ds = €xdr + gr«dd + € +r+sin(0)de

Das Quadrat des Linienelements ergibt sich zu

ds® = dr? + r*dd? + r>*sin(0) do?

6.12.7.3.6. Transformation der Vektorkomponenten

A = A, sin(®)cos(e) + A, sin(®)sin(e) + A, cos(d)
Ao = A, cog(B)cos(g) + A, cos(B)sin(e) - A, sin(D)
Alp = 'Ax S'n((p) + Ay COS((p)

Ay = A, sin(d) cos(g) + A, cos(e) cog(D) - A, sin(e)

A, = A, sin(b) sin(e) + A, cos(D)sin(e) + A, cos(¢)
A, = A, cos(d) -A, Sn(d)

6.12.7.3.7. Vektoroperationen in Kuge koordinaten

os 10s 1 os
rad(s)], = = rad(s)], = =— rad(s)] = —
[orad(s), - < [orad()], =~ lorad®, - g5
- 1 (o, .. o, 0
div(B) = —(r°sindB,) + —(rsindB,) + — (rB
(B) S ar( B aﬁ( o) 30 ( q,)]
. oB
dv@) - + Sy + — 2 9 (sndBy) + L T
rz or rsind ob rsnt o
2,
As:iirziJr 1isinﬁi+ 12
rz or{ or r2sint 60 ov r2sint o@?
1 0 . 0
rotB = — (rsindB ) - —(rB
' r?sind |00 ( (P> a<P( ﬁ)}
1|0 oB,
roo B = = | =B} - —
® r ar( f’> oo
. oB
rot,B - —— |0 - (rsindB,)
rsnd | g or ¢
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50 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.13. Extremwertaufgaben mehrerer Abhanaqiger

Die Extremwertproblematik bei einer Variablen wurde ausfihrlich in Kap. 6.3 und 6.4 behanddt. Am an-
schaulichsten ist die Extremwertberechnung anhand einfacher Funktionen, z.B. hat im Eindimensionalen (eine
unabhéngige Variable x) die Parabel

2

y =X
ein Minimum bei
Xmin = 0
In diesem Abschnitt sollen Funktionen mit mindestens zwel unabhangigen Variablen untersucht werden:
f(x.y) = z(x.y)

Die einfachste Form einer solchen Funktion ist der Rotationsparaboloid

Beispid 1. z=z(xy)=x*+y?

ObereFunktionist die Normal parabel im Ursprung (0,0,0), diein positiver z-Richtung gedffnetist unddieumdie
z-Achse rotiert. Hier ist einsichtig, dald bei x=0 und y=0 ein Minimum der Funktion z(X,y) vorhanden ist. Wie
|a3t sich dieses jetzt mathematisch berechnen? Fiir ein eindimensionales Minimum war die Bedingung:

Dieses war eine Gleichung zur Bestimmung eines Variablenwertes und zwar des x-Wertes, wo ein Extrema
auftrat. Hier werden fir zwel Variable auch zwei Bestimmungsgleichungen benétigt. Was sagt die obere
Gleichung anschaulich oder grafisch aus? Die Ableitung gleich Null setzen, bedeutetet eine waagerechte Tan-
gente in x-Richtung. Nun sind zwei Variablen vorhanden. Die Bedingungen hier waren:

waagerechte Tangente in x-Richtung
waagerechte Tangente in y-Richtung

Wie kann das mathematisch ausgedriickt werden? gz _ 0 und % = 0 warefasch, weil nur die x- bzw. y-

dx y
Abhangigkeit untersucht werden soll. Daist das Mittel der partiellen Ableitungen vorhanden.

0z

e 2 =0 und = = =0

oX % oy %

Z=X2+y? Z, = 2X z,=2y
z,=0=2x => Xmin = 0

Zy:0:2y => ymin:0

Zusammenfassung:

Zur Bestimmung der Extrema mussen die 1.partiellen Ableitungen gleich Null gesetzt
werden.
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6.13. Extremwertaufgaben mehrerer Abhangiger 51
Beispiel 20 z=x*-y?
Obere Methode auf Beispiel 2 angewandt, ergibt den gleichen Punkt als bei Beispiel 1. Ist dieses nun auch ein
Extrempunkt? Antwort: Nein. Begrindung: In x-Richtung liegt ein Minimum vor und in y-Richtung en
Maximum. Auch dieser Punkt wird dann Sattel punkt genannt. Die obere Bedingung (Nullsetzen der partiellen

Ableitungen) ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung. Die Entscheidung ob es sich um einen
Sattel punkt oder um einen Extrempunkt mufd mit Hilfe der zweiten partiellen Ableitungen erfolgen.

Schema:
Al notwendige Bedingung:

Alleersten partiellen Ableitungen gleich Null setzen, ergibt nach Lésung einen oder mehrere Punkt (Sattel punkte
oder Extrempunkte)

B] hinreichende Bedingung:

Die zweiten partiellen Ableitungen auswerten an der Stelle mit den Werten von A.

Zur notwendigen und hinreichenden Bedingung soll ein Berechnungsschema fur die Funktion
z =f(x,y,u,v)

angegeben werden:

Al notwendige Bedingung:

0z
ox
0z
EY
0z
au
0z
EY

=grad(z =0

|
O O O O

Aus der notwendigen Bedingung werden durch Nullsetzen ein oder mehrere Punkte

< © < X

gefunden.
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52 6. Anwendungen der Differentialrechnung
B] hinr eichende Bedingung:

Fur diehinreichende Bedingung werden n (hier 4, weil auch 4 Variablen vorhanden) Determinanten gebildet. Die
zweiten partiellen Ableitungen werden an der Stelle P (unter A gefunden) ausgewertet:

Det, = |;04p

Z
Det, =
e oty
L Ly L
Det - 2, 3, 3,
Qx Ly Zuup
Zo By Bu By
Der, - [ % B %
ax Ly Gu L
Zo By Za B,
Minimum => Det, > 0 und Det, > 0 und Det; > O und Det, > 0
Maximum => Det, < 0 und Det, > 0 und Det; < O und Det, > 0
sonst => Sattel punkt

Fur mehr Variable a's vier miissen nach obigen Schema auch mehr Determinanten ausgewertet werden, fur
weniger Variable auch auf sprechend weniger Determinanten. Der Sonderfall zweier Variable soll hier noch mal
angegeben werden:

furz="1(x,y)

notwendig: f(Xz, Y¥o) =0  oderz, =0 => Xe, Ve
f,(Xe, Ye) = 0 oder z, =0 => Xer Ve
foXeYe) fo(Xe Ve Z

hinreichend: OTETED yEE >0 oder >0
fyx(XE! yE) fyy(XE! yE) ZYX

fouXeyp) >0  => Minimum

fouXeyp) <0  => Maximum

sonst => Sattel punkt
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Beispid 3:

Z=X?-6Xx+Yy*-8y+50

Z,=2X-6 z,=0 =>x=3
z,=2y-8 z,=0 =>y.=4
Zy=2 z,=0

z,=0 z,=2

Det; =2>0

Det,=2*2=4 >0

6.13. Extremwertaufgaben mehrerer Abhangiger 53

aus Det; > 0 und Det, > 0 folgt, dal3 es sich bei dem gefundenen Punkt um ein Minimum handelt.

Einsichtig wird Beispid 3, wenn quadratisch ergénzt wird:

z=(x-3)*+(y-4)>+50-9-16

Hinweis Well hier bei Beispiel 3 nur rationale Funktionen mit der Potenz keiner gleich 2 vorkommen,
sind die zweiten partiellen Ableitungen nicht mehr von x und y-abhangig, im Normalfall ist das
anders. Auch das Gleichungssystem, was sich aus dem Nullsetzen der ersten partiellen Ablei-
tungen ergibt, ist in der Rege nichtlinear und verkoppelt.

Aufgaben 6.13.1 f und 6.13.3 rechnen
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54 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.14. Kurvenanpassung

Problem: Mehrere Mef3- oder Rechenwerte sind tabellarisch gegeben in bestimmten, meist aquidistanten
Absténden. Gesucht ist nun f(x) als Ganzes oder fi(x) in n Abschnitten i. Mehrere Moglich-

keiten.

Einige Vereinbar ungen:
m - Anzahl der Mefl3werte oder gegebenen Punkte

n - Polynomordnung der Anpassung
k - Anzahl der unterteilten Bereiche

6.14.1. Lineare I nterpolation

y
y:
y Y3 Y4
1 Ys
# h ¥ h o hJh K
| | | | |
X, X, X3 X, X
Bild MA6141A
00 =y 2 Y x)
il N

m =5 Punkte
n=1 lineares Polynom
k =4 Bereiche

Lineare Interpolation ist bekannt und dient nur zur Wiederholung und zum Erkennen des Prinzips. Die obere

Formel ist die Geradengleichung durch die Punkte (x;, y;) und (X1, Yis1)-

(keine Ubungsaufgaben)
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6.14. Kurvenanpassung

6.14.2. Stetiger Ubergang von vy’

Problem:

Durch einen quadratischen Ansatz soll ein stetiger Ubergang ermaoglicht werden:

Bei linearer Interpolation ist die Ableitung der Funktion an den Stitzstellen nicht stetig.

f0 - A + B| S| 4 c
i) = A + B h 4

2
X =X
h]

y
Y, A hier: m=5 Punkte, Funktionswerte
Vi n =2 Anpassung durch Parabel
Ya Ys k =4 Bereiche
~h—+—h—+h—+h~
1 1 1 1 X
X, X X3 Xy  Xs
Bild MA6142A
gegeben: m - Funktionswerte im aquidistanten Abstand h in x-Richtung
gesucht: k =m- 1 Koeffizienten A;, B,, C, fir den Bereichei=1 bisi=k

k* 3 unbekannte K oeffizienten

Bestimmungsgleichungen:

Summe

=> eine Bedingung frei wahlbar

welcheist egal,
hier gewahlt: y " (x,) =0

k * linksseitige Funktionswerte  Bdl
k * rechtsseitige Funktionswerte  Bd2
(k-1) * stetige Ableitung Bd3

3k - 1 Bestimmungsgle chungen fur
3k  unbekannte Koeffizienten

Bd4

Zur Auswertung der oberen Bedingungen wird der Ansatz zundchst zweimal differenziert:

f(x) = A +B

fi/(X) =

X=X
o ol

I 1
f(x) = 2Ci?

) <

X=X

=)

g/ = h+f{x) = B

X =X
h

g% - %h %% - C

55

Es werden die Werte der nullten bis zweiten Ableitungen am linken Rand x = x; und rechten Rand x = x; +h

gebildet:
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56 6. Anwendungen der Differentialrechnung

linker Rand Bereich i rechter Rand Bereich i linker Rand Bereich (i+1)
fi(x) = A, -1 fixth) =A+ B + G -4 fia(xth) = Ay -7
gi/(Xi) = B, -2 gi/(Xi+h) = B + 2G -5 gi/+1(xi+h) =B, -8
gi//(xi) =G -3 gi//(xi +h) = G -6 gi/»fl(xi th) = G4 -9
Bereichi=1
Bd1 bzw. (1) => A=y
Bd4 bzw. (3) => 0=2C, =>C;=0
Bd2 bzw. (4) => Y.=A;+B;+C; =>Bi=Y;- %1
Bereichi>1
bekannt: A, B, Gy
gesucht: A, B, G
Bd1 bzw. (1) = A =Yy
Bd3 und (5), (8) => B..=B;+2C
B, =B +2C,
Bd2 und (4), (7) => A+B+C=y,
C=VYu-Yi-B.-2C,
Zusammenfassung und Schema
Al K oeffizienten fir den Bereich 1 bilden:
A=y,
Bi=V¥,-v
C.,=0
B] Koeffizienten fir den néchsten Bereich i > 1 rekursiv berechnen
A=Y
B, =B +2C,
C=VYu-Yi-B.-2C,
C] Funktionswert berechnen (mit Auswahl des Bereichesi):
2
X=X X=X
fI(X) = Ai + Bi T] + Ci h ]
Aufgabe 6.14.1 arechnen
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6.14. Kurvenanpassung 57

6.14.3. Stetigkeit von y- und v

hier:  m=5 Punkte, Funktionswerte
n = 3 Kubische Parabdl
k =4 Bereiche

f—h —— h—f— h—H— h—
| | |

X X X3 Xy X5

Bild MAG6143A

Fur einen allgemeinen Verlauf mit speziell m = 5 Stitzwerten im aquidistanten Abstand h und k = 4 Abschnitten
erfolgt fir die Bereichei = 1 bisk = 4 der Ansatz:

fA+B(XX‘]+C
[ i h i

Damit sind k* (n+1) = 4*4 = 16 Koeffizienten zu bestimmen. Somit sind auch 16 Bedingungen (Bestimmungs-
gleichungen) erforderlich:

14 Bedingungen: a) 4 Funktionswerte links Bdl
b) 4 Funktionswerte rechts Bd2
c) (4-1) y stetig Bd3
d) (4-1) y" stetig Bd4

Um alle Koeffizienten zu bestimmen sind 16 Bedingungen erforderlich, zwei fehlen.

=> 2 Zusatzbedingungen yV'(X) =0 Bd5
V'(Xs) =0 Bd6

=> Entspricht mechanisch einer Biegelatte durch die Punkte i, die am Ende keine Kriimmung (y"(End-
punkte) = 0) aufweist.

Die allgemeinen Funktionen und deren erste und zwei Ableitungen werden angegeben:

X - X X - %2 X - x>
fi=A +B hI+CiTI + D hl

, X = X X = X 2
f; =B + 2C + 3D, «h
h h
2
/ / X=X X - X
g = h«ff = B, + 2C, + 3Di[ - ]
X - X
f' = |2c, + 6D, '}*hz
h
1 X=X

?hz*fi” - C + 3D

Die Funktionswerte der nullten bis zweiten Ableitung werden an drei Stellen gebildet:
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58 6. Anwendungen der Differentialrechnung

linker Rand rechter Rand linker Rand

Bereichi Bereichi Bereich (i+1)

fi(x) = A (1) [fix+h)=A +B +C (4 [fiaxi+h) = A, (7
g/(x) = B, @ |g/x+h) =B +2C +3D, [® |gl.x+h) =B, 8
gi//(xi) =G ®) gi//(xi+h) = G + 3D, O] gi/jl(XiJrh) =G ©)

Die Bedingungen Bd1 bis Bd6 werden mit Hilfe von (1) bis (9) ausgewertet:

4*Bd1 bzw. (1) =>

4*Bd2 bzw. (4) =>

3*Bd3und (5),(8) =>

3*Bd4 und (6),(9) =>

Bd5 bzw. (3) =>

Bd6 bzw. (6) =>

A=y,
A=Y,
As=Y;
A=Y,

Y=A+B;+C,+D,
Y:=A,+B,+C,+ D,
Ya=Az+B;+C3+ D,
ys=A,+B,+C,+D,
algemein:

algemein:

algemein:

G

1l
o

C,+3D,=0

Bi+Ci+Di=Y,-Vy,
B,+Co+Dy=Y;-Y,
Bs+Cs+Ds=Y,-Ys
Bi+Cy+Ds=Y5-Ys
Bi+C+Di=Vu-V

B, +2C,+3D,-B,=0
B, +2C,+3D,-B,=0
B, + 2C,+ 3D,- B, =0
B,+2C +3D,-B,,=0

C,+3D;-C,=0
C,+3D,-C;=0
C;+3D;-C,=0
C+3D-C.,=0

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)

(15
(16)
(17)
(18)

(19)
(20)
(21)
(22)

(23)

Damit ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Variablen B,, D,, B,, C,, D,, B;, C;, D5, B,, C, und D,. Die
Variablen A, A,, A, und C,; sind oben schon bestimmt. Dieses Gleichungssystem &3t sich in Matrizenschreib-

wel se angeben:
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6.14. Kurvenanpassung

B, D, B, ¢, D, B, C D, B, C, D,
Zy | 1 1 B, Yo-Va
Zn | 1 3 -1 D,
Zns 3 -1 B,
Zp, 1 1 1 C, Ya-Yo
Zns 1|23 D,
Zps 1] 3 -1 | B, |=
Zps 1 1 1 C, Ya-Ys
Zns 1] 2|3]-1 D,
Zno 1| 3 -1 B,
Zr1o 1 1 1 C, Ys-Ya
Zn 11 3 D,

Die D, des oberen Gleichungssystems lassen sich eleminieren mit der Gleichung (14):

Di=VYu-Yi-B-C
oder durch Zeilenaddition:

Zgy = -Zpy +3F2Zp,
Loy =-Zpz+3F2Zp,
Loy =-Zps+ 3 2Zpy
Zoy=-Zpg+ 3 2Zpy
Zos = -Zpg+ 32y,
Zog=-Zpg+ 32y,
Zegr=-Zpu+ 3 Znsg

Damit ergibt sich ein reduziertes Gleichungssystem:

B, B, C, B, C B, GC

Zy | 2 | 1 B, +3(Yzy)
Zg, | 3 1 B, +3(Y-Yy)
Zgs 2 1 1 C, +3(Ys-Yy
Zg, 3 2 1 B, | = +3(Y5Yo)
Zgs 2 1 1 C, +3(Ya-Ys)
Zes 3 2 1 B, +3(Y,Ys)
Ze 3 2 C, +3(Ys-Ya)

(10)
(15
(19)
(11)
(16)
(20)
(12)
(17)
(21)
(13)
(23)

59

Die Struktur des oberen Gleichungssystemsist gut erkennbar. Das System | &3t sich leicht um eine Stiitzstelle von
(m=5, k=4) auf (m=6, k =5) erweitern, dierechte Seitewird als Matrix mal Vektor geschrieben:
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60 6. Anwendungen der Differentialrechnung

B, B, C, B; C; B, C, By Cg Vi Vo Vo Va Y5 Ve
Zg| 211 B, -1] 1
Zc| 3 1 B, -1] 1
Zcs 211 C, ‘1)1 Vi
Zes 3|2 1 B, 1)1 Y
Zes 2|1]1 C, |=3 1)1 Ys
Zcs 3|2 1 B, 1)1 Ya
y. 2]1]1 C, -1{1 Vs
Zes 3|2 1 Bs -1{1 Yo
Zeo 3|2 Cs 111

Das obere Gle chungssystem soll fur die Variable B, nach dem Gauf3'schen Algorithmus gel 6st werden. Die obere
Struktur erlaubt die Méglichkeit, jeweils zwel Schritte in einen zu vollziehen (Erklérung weiter unten):

B,
B, Y1
B, B, C, B; C; B, C, By G C, Y, Y, Ya Yo Y5 Ve Y,
Zo,| 0] 0 Jo]JoOofo]-12f-7]0fO B, 0 0 0 5 |-6]1 Vs
Z,| 0] O JOo]45(26]0f0]JOofO|*]C,[|=3] O 0 |-19] 24 |-6]1 Ya
Zys| 0 ]1-168]-971 0f0]JOfO0]OfO B, 0 71 1 -90 | 24 |-6]1 Vs
Zy,|627] O ojofojJofojofo C, -265] 336 | -90 | 24 |-6]1 Ve
Bs
Cs

Zor = Zeo- 22y - 32y

Zoy = Zoy + T*Zge + 12* 7
Zos = Zoy - 26 Zcy - 45% Zcs
Zou= Zos + 97 Zc, + 168*Z,

Die Koeffizienten B, fir k =5, m = 6 lassen sich aus Z,, bestimmen:

265y, + 336y, - 0y; + 24y, - by; + Yq

ZD4 => k = 5, m= 6 Bl = 209

Sy, — 6y, + Vs

ZDl => k:2,m:3 Bl: 4

Auch der Koeffizient B, fur eine andere Anzahl von Stiitzstellen 183 sich auch Z; bis Z,, bestimmen.

-19y, + 24y, - 6y, + y,

ZD2 => k:3,m:4 Bl = 15

71y, - 9y, + 24y, - 6y, + Y
-56

ZD3 => k:4,m:5 Bl:
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Schema
Al Werte fur den Bereich 1 berechnen
A=y, C,=0
B, berechnen nach:

By, - 6
k=2,m=3 51:=y1 ZZerS

K=5m=6 B, - -265y, + 336y, - 9;)(;/; + 24y, - 6ys + Y,

Di=Y,-y.-B; aus (10)

B] Rekursiv die K oeffizienten flr die Bereiche 2 bisk berechnen:

A=Y

B,=B_,+2C,+3D, aus (18)

C=C,+3D, aus (22)

Di=Viu-Yi-B-G aus (14)
Aufgabe 6.14.2 arechnen
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6.14.4. Lineare Regression

Problem: Mehrere Mefdwerte sollen durch nur eine Funktion angenahert werden
m - Anzahl der Mef3wert

k = 1 Bereich
n = ? Polynomordnung

Beispiel 1:  durch Gerade annghern

Bild MA6144a

Beigpiel 2: Durch Polynom hoherer Ordnung annéhern

y
g X n>1
x X
X
Bild MA6144B

Ansatz: Vo= 8t aX+axit ... ax" Index "b" flr berechnet
gesucht: n + 1 Koeffizienten g, bis a,
gegeben: zwel Mefdvektoren mit m-Mefdwerten

Y1 Xy

Y> %

X

J. - Y3 X - 3

ym Xm
m<n+1 => unbestimmt, nicht méglich
m=n+1 => direkt mdglich zu bestimmen (Kap. 2.2.1, 1. Semester)
m>n+1 => soll in diesem Abschnitt behandelt werden
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Problematik:

6.14. Kurvenanpassung 63

Esliegen mehr Mefl3werte als K oeffizienten vor. Mit wel cher Bedingung soll man nun die a bestimmen? Antwort:
Der Fehler (die Abweichung) zur angendherten Funktion sollte minimiert werden. Damit mui3 die Abweichung
zwischen Mefdwerten und berechneten Werten betrachtet und aufsummiert werden. Die Abweichungen vor-
zeichenbehaftet aufzusummieren bringt nichts, da negative und positive Abwei chungen sich aufheben wiirden.
Eine Mdglichkeit wére die Betragshildung. Betragshildung ist aber keine analytische Funktion und 183 sich
mathematisch schlecht berechnen. Abhilfe: Das Betragsquadrat ist immer positiv. Die K oeffizienten a, bis
a, bestimmt man, indem die Betragsquadrate der Abweichungen zwischen M ef3werten

und berechneten Werten aufsummiert und minimiert werden. Der Vorteil hier ist, daR groRere
Abweichungen stérker beriicksichtigt werden.

Dasi - teberechnetey,; ist:

Vo = 8 taxX tax tax t

Der Fehler y; zwischen berechneten y,; und gemessen y; betragt:

Yi = Yo ~ Y :a0+a1Xi+a2Xi2+a3Xi3+

Der Fehler 183t sich zum Fehlervektor y; zusammenfassen und in Matrixschreibwei se angegeben:

Yi
Yro

yfm

oder in Kurzform

mit der Matrix und den Vektoren:

Yi
Yro
— Y3

yfm

Version1.4

22. Dezember 2000

Cx' | P v,
a1

in y2
&

X3

Xm a Ym

Fehlervektor
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64 6. Anwendungen der Differentialrechnung

zu bestimmender K o€ffizientenvektor

Q|
I

Y1
Y>

Mef3vektor

<
3
|

Ym

Das gesuchte Betragsquadrat des Fehlervektors ergibt sich aus dem Skalarprodukten des transponierten Fehler-
vektors mit dem Fehlervektor (Kap. 1.3.3.5)

Vi =% ¥ -e* = f -Fehler

T —1gT ST
Yt -a'X “Ym

f=@XT - yp)X-a-y,)
f = aT*)ZT*)Z*af ET*)ZT*ym - YJ*)Z*EJr Yrrr*ym
Problem: hier Extremwertaufgaben mehrerer Veranderlichen a,, al .... a,

Bestimmungsgleichungen:

CLI
08,
a=f:0
08y
JKCLI
oa,

Zusammengefaldt zu einer Vektordifferentiation:

df

da

=0

Wie differenziert man nun einen Skalar nach dem Vektor a, wobel der Skalar den Vektor a schon als Skalar-
produkt enthalt. Dazu ein Beispid.
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6.14. Kurvenanpassung 65

Beispiel:
fo &
F=foray + firay + fra, = (ay &, &) fa| = (f, T F) | &
f, &
oF fo oF _ f, oF _ f,
oa, oay oa,
fO
dF
aF _ |y
da |°
f2
F-aT«f -f'xa => a _F
da

=> Das Differenzieren des Skalars a T+f nach einem Vektor 3 ergibt als Ableitung den Vektor f selbst.

Die Hilfsgrofle
h = aT«X T«X+a

nach a differenziert ergibt nach der Produktregel und den gefundenen Regeln fur die Differentiation nach eéinem
Vektor:

% = X TeXea (ET*)ZT*)Z)T = 2X XA
Ia

zurlick zur eigentlichen Bestimmung von a
f=aTeX «X*a - 25T*)ZT*)7m + )7”?*)7”1

% - 2X"xa - 2X'y, -0

[1)

x'xa - X'y,
Vergleicht man obere Gleichung mit
M*a = m

ist noch die Matrix

M = X *=X
und der Vektor
m= X'y

zu bestimmen. Mit
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66 6. Anwendungen der Differentialrechnung

2
1 X X oo X Y1
2 Y,
1 X X oo o Xp 2
vi vi Y3
— 2 —
X=11 % X3 o = Xg und m =
2 n
1 X, X oo o Xy Yin
ergibt sich:
m
2 n 2 n
1 1 1 . 1)1 % x . x 1 ¥ x Yx© . Y x
i-1
X, X, Xy . X 2 n
1 72 73 ml |1 X X . X 2 3
2 X2 2
7 s 2 2 ) , Yox X X%
= Xl XZ X3 . Xm 1 X X Xn = 2 3 4
3 : XXX X%
n n
X e e e X 2 n
' ™AL X X X Y x" oo B Sl
und
Yi
111 . 1) (y,
X Xp Xy o Xl |y Yi %
— 2 2 2 2
m=[X % X - Xu| |ys] = Yi %

Yi %

1 : MMM

Yi %
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6.14. Kurvenanpassung 67
Zusammenfassung linear e Regression:
Die Koeffizienten des Polynoms
Yy =ag+ aX + axi+..a.x"
werden mit Hilfe des Gleichungssystems (n+1). Ordnung
M=a = m

bestimmt mit den Werten fir M und m:

3 2
& > Yi X
a = % m = Z Yi Xi2
> Y Xi3
8 N n
> Yi %

Aufgabe 6.14.4 aund 6.14.5 arechnen
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68 6. Anwendungen der Differentialrechnung

6.14.5. Vergleich der Anpassungsverfahren

Fehler Anpassung y =sin(x) x=0.7
Anzahl Mel3werte Verfahren max Fehler Anzahl Parameter
m=5 lineare Interpol ation 70*10° 8
m=5 y' stetig 3*3*10° 12
m=5 y" stetig 1.1*10° 20
m=11 lineare Interpolation 1.2*10°% 20
m=11 y' stetig 2¢10° 30
m=3 y" stetig 20*10° 8
m=4 y" stetig 4%10° 12
m=5 y" Stetig 1.1%10° 16
m=6 y" stetig 0.45*10 20
m=4 n=3 Regression 45*10° 4
m=5 n=3 Regression 40*10° 4
m=10 n=3 Regression 30%10° 4
m=11 n=4 Regression 0.5¢10° 5
m=11 n=5 Regression 0.8*10° 6
m=21 n=6 Regression 0.012*10° 7
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7.1. Einfhrung 69

/. Integralrechnung

7.1. Einfdhrung

I ntegralrechnung: Wasist das?
salopp: Die Umkehrung der Differentialrechnung.

Zur Infinitesimalrechnung (das Rechnen mit kleinen Gréf3en) gehodren die Differentialrechnung und die Integral -
rechnung. DieDifferential rechnung befal?t sich (sal opp ausgedriickt) mit der Steigung der Tangente. Dieseerhielt
man durch Grenziibergang der Sekanten zur Tangente. Die Differentialrechnung wurdeparallel von Newton und
Leibniz um 1700 entwickelt. Dielntegralrechnung entstand im Anschlufl? an die Differential rechnung und wurde
im wesentlichen von Leibniz und den Gebridern Bernoulli entwickelt. Standardproblem der I-Rechnung ist die
Flachenberechnung.

Differentialrechnung - Stei gungsberechnung A-d
Integralrechnung - Aufsummierung von infinitesimal kleinen GroRRen ¥ o~

[

In der Einflhrung zur Differentialrechnung wurde aus dem zuriickgel egtem Weg die Geschwindigkeit berechnet.
Jetzt soll versucht werden, aus einem gegebenen Geschwindigkeitsverlauf den zuriickgel egten Weg zu berechnen,
siehe Bild MA71A.

v

t's

s/m

27 t's

Bild MA71A

Den Weg erhalt man durch Aufsummieren des Produktes aus Geschwindigkeit v und kleiner Zeitspanne At:
s=Y VvFAt

Ubergang von Summe zu Integral und von kleiner endlicher Zeitspanne zu infitisimal kleiner Zeitspanne ergibt:
L -l A-d
s(t) = [ v(t)*dt

Fur die Flachenberechnung soll der Zusammenhang noch genauer untersucht werden.
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70 7. Integralrechnung

Einfaches Beigpidl:

gegeben: v(t) = a*t gesucht: s(t)

% v(t)

hier n=6
I .t
T T T T T T .
12 3 1 5 6 i Bild MA71B
n=6
S(Atxn) = S(At«6) = V(i =At)At
i=1
ix — okik ot 0t
v(i* At) = a*i* At At = = = —
6 n
n
St) = Y axiAt«At
i=1
t? ¢
t) = ax—) i
s(t) nzg
n
Kap. 8.7: Yi- (n+ n
i=1 2
(1) a*tz*(nJrl)*n t2n+1
n 2 n
limht1 _4
N-co N
s(t) = ax—=t?
Probe: ds axt = v(t)
dt
=> Integralrechnung ist Umkehrung der Differentialrechnung
Differentialrechnung: st) = %at2 - vV = % = axt
Integralrechnung: v =at - S = %a*tz
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7.2. Dasunbestimmte Integral 71

7.2. Das unbestimmte I ntegr al

Nach den Vorbetrachtungen nun zum eigentlichen wichtigsten Teilpunkt der I.-Rechnung: aus einer gegebenen
Funktion f(x) die Stammfunktion F(x) zu bestimmen.

Diel.-Rechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung:

Differentialrechnung: f(x) - f(X)
Umkehrung: fx) -fx

Jetzt ist die Bezeichnung hier aber etwas anderes. Gegeben ist f(x) und gesucht ist die Stammfunktion F(x)

f(x) = Integrand, zu integrierende Funktion
F(x) = Stammfunktion
X = Integrationsvariable
F(x) =f(x) % = f(x) dF = f(x)dx [dF = F = [f(x)dx
Beigpidl: Erst F(x) ausflllen im ersten Teil der Tabelle F(x) - f(x)
Ableitung Stammfunktion Weitere Stammfunktion
f(X) F(x) Fa(X)
€ € e+7
2X X2 X2+ 4
3x2 X3 x%-8
1/x In(x) In(x)- In(5)=In(x/5)
a* cos(ax) sin(ax) sin(ax) + 25
x° 1/6x° 1/6x° + 7
CH 1/ae™ Vae™ + 9
sin(x) -Cos(x) -cos(x) +5
3 3X 3X -4
X 1/2x? 1/2x*-5

Im zweiten Teil der Tabelle soll erst die Ableitung eingetragen werden und erst dann wird eine Stammfunktion
gesucht.

Zur Erinnerung an die Differentialrechnung: Die Ableitung einer Konstanten (da/dx = 0) ergab Null. D.h. wenn
man zur Stammfunktion eine Konstante addiert ist, auch die Bedingung zur Integration auch erfillt: F (x) = f(x)
oder F(x) ist die Stammfunktion von f(x). Nachtrag in obere Tabelle der konstanten im unteren Tell.

[f(x)dx =F(x) + ¢

F(x) - beliebige Stammfunktion
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72 7. Integralrechnung
Zusammenfassung unbestimmtes Integral
Umkehrung Differentialrechnung

[f)dx = F(x) + ¢

d _
& f f(x)dx =

_ dF()
™" e

df beide Zeichen heben sich auf

F(x) - Stammfunktion

f(x) - Integral, zu integrierende Funktion
X - Integrationsvariable

c - Integrationskonstante (beliebig redll)

Berechnungsmethoden zur Ermittlung der Stammfunktion werden spéter im Kap. 7.5 und speziell in Kap. 7.7
vorgestellt.

Studenten: Aufgabe 7.2.1.

7.3. Das bestimmte I ntegr al

Im letzten Kapitel wurde die Stammfunktion [f(x)dx = F(x) erklart. In diesem Kapitel soll der Zusammenhang
zwischen Stammfunktion und integraler GrofRe erklart werden:

- Was sagt das Integral physikalisch und mathematisch aus?

- Das|ntegral von Potenzfunktionen wird durch Summenbildung und Grenziibergang untersucht.

- Die Rechenregeln werden erldutert, die im nachsten Kapitel 7.4 noch einmal explizit in
Kurzform zusammenfafdt werden.
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7.3. Das bestimmte Integral 73

7.3.1. Bedeutunqg des bestimmten Integrals

Manchen von lhnen ist bestimmt die Flachenberechnung unter der Kurvey = f(x) ausder Schule bekannt, die mit
Hilfe der Integralrechnung durchfiihrt wird. Auch das Einfiihrungs Beispid mit Geschwindigkeit und zuriickge-
legtem Weg 183 sich auf eine Flachenberechnung zurtickfihren: Der zurlickgel egte Weg entspricht der Flache
unter der v = f(t)-kurve.

Die Flachenberechnung mit Hilfe der Integralberechnung ergibt Flachen, die wie im Bild MA731A begrenzt
werden (Beweis weiter unten):

y
X
x=a x=b
Bild MA731A
Vereinbarung: f(x)>0
Begrenzung: in y-Richtung: y=0 y =f(X)
in x-Richtung: X=a Xx=b

In den néchsten Abschnitten soll langsam erarbeitet werden, wie diese Flachen zu berechnen sind. Dabei sind die
Beweiseerst etwas komplizierter. Ahnlich wie bei der Differentialrechnung, die Herleitung von Differenzen- und
Differentialquotient, wird die Integralrechnung durch den Grenziibergang von endlichen Gréf3en zu infinitesimal
kleinen Grof3en erlautert.

Bewels: Die erwdhnte Flache aus Bild MA731A kann in vide Teilflachen aufgeteilt werden, siehe Bild
MA731B.
Y 2 v =J
7 Yo
N
A
/§ Die Gesamtflache A ergibt sich durch Aufsummierung

der Einzeflachen:

AN

X
— —={Axk— _
x-d x=b Bild MA731B

n
A=Y A A = f(X)* Ax

i=1

. b-a
A =Y f(x)+Ax AX =

i1 n

I
Der Grenzilbergang | - Ax ~ dx ergibt

A = [f(x)dx
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74 7. Integralrechnung

7.3.2. Integral durch Summenbildung

A4 |y B)|y
16y
d 75
ZN
X X
a "IAxl‘_ b a _’IAXF_ b
Bild MA732A
Bildung von - A) Untersumme S,
- B) Obersumme S,
S>A>S,
Zerlegen in n-Abschnitte
Ax - b-a
n
i=0,1,2 ... n-Funktionswerte
y; = f(a+ Ax*i) = 1(i)
n
S, = Y f(i)+Ax Obersumme
i=1
n-1
S = f(i) *Ax Untersumme
i=0
Hier gilt Ax - congt - -2
n
n n-1
S, = AxY. f(a + Axxi) S, = AxY. f(a + Axi)
i=1 i=0

Durch den Ubergang von endlichen zu infitisimal kleinen Gréfen (Ax -~ 0 =>n - ) ergibt sich der Ubergang
von der Summenbildung zur Integralbildung.

A= lim(S) = lim(S)
Ax-0 Ax-0
N—co ) N—co

n-1 ]
lim |P_- aZ f [a , b ai) Untersumme
N-c [ N =0 ]

>
I

] ) ]
A = lim b - aZ f[a , b ai) Obersumme
Neeo [ N i1 ]

Diesezwel oberen Formeln kénnen grundsétzlich auf alle Funktionen angewendet werden. Im néchsten Abschnitt
sollen die bestimmten Integrale von den Potenzfunktionen untersucht werden, um bestimmte Erkenntnisse zu
erhalten. Das Integral [x"dx ist zu berechnen. Die Grenzwertbildung ist schon im Kap. 7.1 (Einfihrung in die
Integralrechnung) angewandt worden.
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7.3. Das bestimmte Integral 75

7.3.3. Bestimmte | ntegrale der Potenzfunktionen

In diesem Abschnitt wird die Flache unter der Funktion y = x™ berechnet und dabel bestimmte Rechenregeln
abgeleitet, diein 7.4. noch einmal zusammengefaldt werden. Dabel sollen dieFallem =0, 1, 2 und m allgemein
betrachtet werden.

Beigpidl 1: y=f(X) =c=c*x°

y;

y=Jix)=c

Bild MA733A
Fur m = 0 braucht die Integralrechnung nicht bemiiht zu werden. Aus Bild MA733A ergibt sich die Flache fur
f(x) =x°:

A=c*(b-a)

Beigpid 2. y=f(x)=x

. v =fc)=x

5
. V

Bild MA733B

Die Integration einer Geraden ist schon durch den Grenziibergang in der Einfihrung (Kap. 7.1.) bekannt. Die
Flache 1813 sich aus Bild MA733B fir y=f(x)=x bestimmen:

A - (bia)*b;a _ %(bziaZ)
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76 7. Integralrechnung

Beigpidl 3: y = f(x) = x?
y
y =1(x) = x?
X
a b
Bild MA733C

Anwendung von Obersumme aus Abschnitt 7.3.2.

n
S, - AXZ; fla + Ax * i)
I=

(0]
I

n n n
AXY (a + Axxi)? = Ax a? + Y 2axAx+i + Y, (Ax)3?
i=1

n
i=1 i=1 i=1

n
S =Axa?y 1+ 2a«(Ax)?

n
i=1 i=1

i+ (Ax)3§nj i2
i=1

Im Vorgriff auf Kap. 8.7 (ohne Ableitung):

n n 1 0 1
1=n i = =(n? + n) i2=2=@2n%+3n%2+n)
= i1 2 i-1 6
— — 2 - 8
T S CET. 0F WS CEF.E PR,
n nz 2 n® 6

2 3 2
S -(b-aa’+ab - at " + (b - a)f«L2n +3n7+n

n2 6 n3
3 2
lim D +n:1 I|m2n +3n +n:2
-« n? N-oo ns

A-liM(S) - (b - a)a? + a(b - a)? + %(bf a)® - %(bf a)3a% + 3a(b - a) + (b - &)
N-o

A - %(b ~a)[3a%+ 3ab - 3a%+ b2 - 2ab+ af %(b ~a)b?+ab + af

1

A = §[b3+ab2+ba27ab2—a2bfa3] - %[b37a3]
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7.3. Das bestimmte Integral 7

Beigpidl 4: (ohne Herleitung)

Flachen unter der Funktion y = f(x) = x™

Ergebnis: A = 1/(m+1) (k™ - a™h

Zusammenfassung: Flache unter den Potenzfunktionen

y=f(x) A F(x)
C c*(b-a) cX
X (b?- &)/2 X?/2
X2 (b*- &)/3 X33
X™ (™! - a™)/m+1 X™Ym+1

Wenn die Flache A unter der Kurve f(x) zwischen x = aund x = b und die Stammfunktion F(x) in eine Tabelle
eintragt, so 1afdt sich ein Zusammenhang zwischen Flache A und Stammfunktion erkennen:

DieFlacheA (oder auch dasbestimmtelntegral) erhalt man, wenn die Stammfunktion an
der Stelle F(x = b) von der Stammfunktion an der Stelle F(x = a) subtrahiert wird.

y
y=fx)

®
o

Bild MA731D

b
A = ff(x)dx = F(/_, -F()/,_, = F(b) - F()

X=a

Der Unterschied zwischen unbestimmten und bestimmten Integral ist der, daf’ beim unbestimmten Integral nur
die Stammfunktion F(x) gesucht ist. Das bestimmte Integral ist in den Integrationsgrenzen zu berechnen. Dabei
wird von einer unteren (hier in den Beispielenimmer @) und einer oberen (hier b) Integrationsgrenze gesprochen.
Beim bestimmten Integral werden diese Grenzen unten und oben an Integralzeichen angegeben. Meist wird
Variable mit "=" hinzugefugt. Die Integrations-Variable (hier x) ist digjenige, dieim Integral hinter dem d (hier
X) steht.

Aufgabe 7.3.1 a, b und ¢ rechnen. Stundenten d, e und f
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78 7. Integralrechnung

7.3.4. Herleitung weiterer Rechenregeln

In diesem Abschnitt sollen weitere Rechenregeln herleitet werden. Im Kap. 7.4. werden alle bis dann bekannten
Rechenregeln der Integralrechnung noch einmal zusammengefaldt und wiederholt.

7.3.4.1. Addition von Flachen in x-Richtung

y
y =1f(x)
7
X
a b c

Bild MA7341A
gesucht: A=A +A,

b
A = f f(x)dx
A, = [ f(x)dx

{
A=A +A,

c b c
A = [ f)dx = [ fX)dx + [ f(x)dx

J s [oece |
A = F(c) - F(@ = F(b) - F(a) + F(c) - F(b)

= Der Integrationsweg darf an jeder beliebigen Stelle unterbrochen werden.
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7.3.4.2. Addition von Fl&chen in y-Richtung

Beispid: f(x) = f1(x) + ()

f,(x) =1

fo(x) = X

y=fx) = f,(x) + Hx) = 1 +x

y
§ y=5Lx) =x
1 y=f(x)=1
/ x
a b
Bild MA7342A
gesucht: A=A +A, f(x) = f(X) + f,(X)

b
A = f f,(x)dx

X=a

b
A? = f f,(x)dx
x=a

A=A +A,
b

b
A = f f(x)dx = f [f,00 + f,09ldx =

X=a

} f(x)dx = 7 f,(x)dx + 7 f,(x)dx

X=a X=a X=a

} f,(x)dx + 7 f,(x)dx

7.3. Das bestimmte Integral

DasIntegral einer Summenfunktion ist gleich der Integrale der Einzelfunktionen.
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80 7. Integralrechnung

7.3.4.3. Umkehrung des I ntegr ationsweges

y y
/// 7
| // | x | | x
b a b
(Y = dx
F—®-a) = — @-h) —
Bild MA7343A

Im zweiten Fall 1auft der Integrationsweg entgegen der Koordinatenrichtung und fiihrt somit wegen positiver y-
Wert zu einer negativen Flache (Vergleich Vektorrechnung, Kreuzprodukt, Flache gerichtete GroRe)

b a

f(x)dx = - f(x)dx
x[a x=f—b
F(b) - F(a) = -[F(a) - F(b)]

Bei der Vertauschung der Integrationsgrenzen andert der Wert deslIntegralssein Vorzei-
chen.

7.3.4.4. Negative Funktionswerte

Y g b X

y =%

Bild MA7344A

b
hier f f(x)dx < 0

a
b

hier A = —f f(X)dx

a

Physikalische GrofRen kénnen auch negativ werden, weil die Richtung (z.B. Strom, Spannung, Geschwindigkeit)
meisten willkirlich angenommen wird. Wenn aber aus nur negativen Werten ein Integral (sprich Summe)
gebildet wird, dann ist auch das Ergebnis negativ.
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Arbeitsblatt MAII-1

7.4. Rechenreqgeln der Integralrechnung

Regel 1: Das unbestimmte Integral [f(x)dx = F(x) bestimmt man durch suchen der Stammfunktion. Fir
die Stammfunktion gilt:

dF(x)/dx = f(x)

Regel 2: Es gibt unendlich vidle Stammfunktionen z.B. F(x) und G(x), die sich nur um eine additive
reelle Konstante unterscheiden.

[T(x)dx = F(x) + ¢ = G(x)
Beweis. Bei der Differentiation nach Regdl 1 fallt diese Konstante wieder weg.

Regel 3: Der Wert eines bestimmten Integrals ergibt sich aus den Differenzen der Stammfunktion an
den Integrationsgrenzen:

b
ff(x)dx = F(x=b) - F(x=a) = F(b) - F(a)

a

Regel 4: Die Potenzfunktion y = x™ wird dadurch integriert, dal’ der Exponent um 1 erhéht wird und,
dal3 durch diesen um 1 erh6hten Exponenten dividiert wird:
fxmdx -t axmic
m+ 1
Regel 5: Konstante Faktoren dirfen vor das Integral gezogen werden. Beweis: Der konstante Faktor

bleibt beim Grenzwertiibergang erhalten:
b b
f k = f(x)dx = k f f(x)dx
a a
Regel 6: Das Integral einer Summenfunktion ist gleich der Integrale der Einzelfunktionen:

b b b
f [f,()dx + f,(x)]dx = f f,(x)dx + f f,(x)dx

Regel 7: Man kann den Integrationsweg in beliebig viele Einzel stiicke zerlegen, ohne das der Wert des
bestimmten Integrals sich andert:
c b c
f f()dx = f f)dx + f f(x)dx
a a b
Regel 8: Bei der Umkehrung des I ntegrati onsweges wechselt das Vorzeichen des bestimmten Integrals.
b a
f fO)dx = - f f(x)dx
a b
Regel 9: Falls die obere Grenze grof3er ist als die untere (Integration in positiver Richtung der In-

tegrationsvariablen) ergeben positive f(x)-Wert auch positive Anteile an Integral.

b
b>a A (fx >0 - f f(x)dx > 0

a
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82 7. Integralrechnung

zwei Rechenregeln zur Flachenber echnung:

Regel 10: Bei echten Fléchenberechnungen ist auf die Mal3einheiten zu achten. z.B.
V=[x =
[V] =[u] =cm
V=mj>*y m, Mal3stab v
u=m,*x m, Mal3stab u

A = [v(u)du = [ m*y(x)*m, dx
A =m*m, [ y(x)dx

Regel 11: Falls der Betrag der Flachen gesucht ist missen die Nullstellen von f(x) gesucht werden. Der
Integrationsweg ist an Nullstellen zu unterbrechen. Die Flachen werden dann entsprechend
ihrer Vorzeichen aufsummiert. Diesesist eher enegeometrischealseinephysikalische Anwen-
dung der |.-Rechnung.

Beispid:

L f®)

.
WV

1 Wert a, b, ¢, d, e bestimmen
2. Betrage der Integrale aufsummieren

Bild MA74A

A=A+ A + Ay + A

A:Al'A2+A3'A4

A = Z f()dx - Z fO)dx + Z f()dx - Z f(x)dx

A = F(b) - F(a) - F() + F(b) + F(d) - F(c) - F(e) + F(d)

=-F(a) + 2F(b) - 2F(c) + 2F(d) - F(e)

Aufgaben 7.4.1. bis 7.4.3. rechnen.
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7.5. Grundintegrale

Bis jetzt ist ausfuhrlich diskutiert worden, wie ein Integral berechnet wird, wenn die Stammfunktion einmal
bekannt ist. Das Hauptproblem bei der Integralrechnung ist das Finden der Stammfunktion.

Bei der Differentialrechnung konnte zu einer jeden Funktion f(x), die sich aus Grundfunktionen zusammensetzte,
auch die Ableitung f'(x) gefunden werden. Diese Ableitung setzt sich dann wiederum aus Grundfunktionen
zusammen.

Bei der I.-Rechnung existiert zwar auch zu jeder stetigen Funktion f(x) eine Stammfunktion F(x). Diese kann
aber, muR3 aber nicht, eine Kombination von Grundfunktionen sein. Kennengelernt haben wir schon dieIntegrale
der Potenzfunktionen. Auch von Sinus- und Kosinusfunktion kann leicht die Stammfunktion angegeben werden,
siehe Tabelle 7.5.1.

Die Tabelle 7.5.1 kann auf zwei Arten ermittelt werden:

- Die Tabdlle der Ableitungen von Grundfunktionen (z.B. Arbeitsblatt MA1-26 und MA1-27
wird invers ausgewertet.
- In Kap. 7.7 werden Integrations-Verfahren angegeben.
Um spéter mit Hilfe der Integrationsverfahren Integrale zu |6sen, muf3 eineListevon Grundintegralen vorhanden

sen.

Nach den Vorstellen der Tabele 7.5.1 die Aufgaben 7.5.1.a und b rechnen.
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Arbeitsblatt MAII-2

n+l

1. fx”dx = —— + neR\{-1}
2. %:In\XMC x#0
3 fexdx -=eX+ C
4 faxdx: + C =a*log.e + C a>0,a+1
Ina 4 ’
5. fsin(x)dx = —cos(x) + C
6. fcos(x)dx =sn(x) + C
dx @n+ Dn
= tan(x) + C X+ ~——""2" neG
. fcoszx ¥ 2
dx
8. f = —cot(x) + C X#NT neG
sin? x
9. = arcin(x) + C = -arccos(x) + C fr x| <1
IF m x
dx
10. f = arctan(x) + C = -arccot(x) + C
1+x2
11. fsinh(x)dx = cosh(x)+ C
12. f cosh(x)dx = sinh(x) + C
X tanh) ¢ C
13 fcoshzx
14, | [=2 - oothi  C X0
' sinh? x
15, f — = arsinh(x) + C = In(x+\/x2+1>+C
16. f - arcosh(x) + C = In(xt\/x271>+C x| >1
Vx2-1
dx 1, 1+X
= artanh(x C==ln C
17. flixz () + e x| <1
dx X+1
18 flixzfarcoth(x)+C7?In ——+C x| >1
dx 1, x-1
10. fxzil7—arcoth(x)+C7?InX+1+C x| >1
Tabelle7.5.1:  Grundintegrale
Hinweis: Die Positionen 1, 2, 3, 5, 6, 11 und 12 sollen auswendig ohne weiters Nachdenken parat sein.
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7.6. Mittelwertsatz der 1 ntegralrechnung

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung &t sich auf zwei Arten ableiten:

- mathematisch Gber Grenzwerte
- grafisch Uber mittlere Flachen

a) mathematischen Ableitung

Laut Kap. 6.11.4 ist der Mittelwert einer Reihe von Mel3werten:

— A
y,?g Y,
n n
S, =X Y xAx =)y b;]a Obersumme laut Kap. 7.3.2
i=1 i=1
1 _
So:(bfa)*?z: yi}(ba)*y
i=1

b
lim(s) - ff(x) dx
N—co a

b
ff(x)dx =(b-a) *y

b
— 1

= —— [ f(x)dx
V=1 ax[a()

Diese Aussage bedeutet das die Fléache unter der Kurvey = f(x) durch die Breite (b-a) dividiert werden muf3, um
den Mittelwert zu erhalten.
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b) Geometrische Deutung

J,’ )v
Yy =5

a b a b

Bild MA76A

Geometrische bedeutet der Mittelwert, daid die Fléache unter der Kurve reprasentiert wird durch ein Rechteck mit
den Seitenlénge y und (b-a).
A = yx(b - a) - Rechteck

b
f f(x)dx - Flache unter der Funktionskurve

X=a

>
I

A=A

b

ff(x)dx = yx(b - a)

Aufgabe 7.6.1 f rechnen
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7.7. Integrationsverfahren

Bidang sind die Grundlagen der |.-Rechnung vorgestel It worden. Fléachen und Mittelwerte von Standardfunktion
wurden berechnet. Was aber ist bei Integralen der folgenden Form:

fsinz(x) dx
f\/ﬁdx
fxz*sin(x) dx

f tan(x) dx

dx
f (x+5)(x -3
In diesem Abschnitt 7.7. sollen Verfahren vorgestellt werden, um obige Integrale zu 16sen.

Nochmals wiederhalt: Die Differentiation aus einer Kombination von Elementarfunktionen ergab wieder als
Ergebnis eine Kombination von Standardfunktionen. Bei der Integration ist dieses anders. Zwar existiert fir jede
stetige Funktion eine Stammfunktion, diese mul? aber keine bekannte Standardfunktion sein.

In den néchsten drei Abschnitten werden folgende drel Verfahren zum L&sen von Integralen vorgestellt:

- Integration durch Substitution
- Produktintegration
- Partialbruchzerlegung

Allen diesen Verfahren gemeinsam ist, dal? durch Umformung das Integral auf ein Grundintegral zuriickgefuhrt
wird.

Fur alle diese Verfahren mufd man ein Feeling gewinnen. Konkrete Regeln als bel der Differentialrechnung gibt
es hier nicht, bis auf bel der Partialbruchzerlegung. Bel al diesen Verfahren wird eine kurze theoretische Ein-
fuhrung gegeben. Vorstelen kann man sich diese Verfahren am besten durch Anwendung. Darum werden hier
viele Ubungsbeispiele im Rahmen der Vorlesung vorgestellt. Wichtig ist, dal? Sie die verbleibenden Beispiele
selbst rechnen. Dadurch bekommen man Gesplir fiir das Lésen von Integralen.
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7.7.1. Substitutionsverfahren

7.7.1.1. Theorie
Dieses Verfahren gilt allgemein als Umkehrung der Kettenregel
F(x) = [f[g()]dx
Der Integrand ist also eine Funktions eines Ausdrucks in g(x). Jetzt wird g(x) ersetzt durch u.
g(x) =u
F(u) = [f(u) dx
Jetzt mufd noch dx ersetzt (substituiert) werden:
g(x) =u => g'(x)dx = du

du
9'(x)

dx =

Wenn g'(x) kein einfacher Ausdruck (Konstante) ist, mul3 die Variable x noch durch u ersetzt werden. Dazu muf3
die Umkehrfunktion von g(x) gebildet werden, d.h. g(x) = u muf3 nach x = h(u) aufgel6st werden:

gx)=u => x = h(u)

Somit ergibt sich das Integral

_ f(u)
F(u) =
© f g'Th(u)]

Zum Schluf? muf3 noch u ersetzt (zurlicksubstituiert) werden.
F(x) = Flg(x)]
Diese Umformung hat nur Sinn, wenn sich das Integral dadurch vereinfacht. Mit Hilfe der theoretischen

Ableitung ist dieses Verfahren wenig einsichtig. Praktische Erfahrungen mit dem Substitutionsverfahren sind
sehr wichtig. Darum soll die komplette Aufgabe 7.7.1 hier in der Vorlesung vorgerechnet werden.
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7.7.1.2. Beispiele

Aufgabe 7.7.1. a)

FOX) = (3% + 4)° dx

Substitution: 3X+4=u 3dx = du ax = —

F(u) = fus*% = %fusdu

DasProblem ist auf ein Grundintegral zurlickgefiihrt. Diesesist allen Verfahren gemeinsam: durch Umformung
auf ein oder mehrere Grundintegral zurtckfuhren.
1 6
Flu = —u>+C
(u) Y "
Zuriucksubstituieren:

Fu) - 1=18(3x L 4P C

Wie kann bei einem berechneteten unbestimmten Integral leicht die Probe gemacht werden? Antwort: durch
Differenzieren:

dF(x)

ar) ¢

- ()

dF0) 6 (3¢ 4 4543 = (3x + 4)° => ok
dx 18

Aufgabe 7.7.1. b)

F(x) = [ cos(ax) dx

Hier gibt esjetzt zwei Methoden oberes Integral zu 16sen. Einmal durch Substitution und einmal durch genaues
Hinsehen. Eine solche Funktion zu Integrieren ist fir einen E-Techniker spéter eine reine Formsache. Man
merkt, weil siewichtig sind, sich diese Rechenregeln. Aber erstmal soll die Substitution angewendet werden.

a*x=u a*dx = du dx = i*du
a

Fu) - % [eos(udu - %sin(u) i C

F(u) - %sin(ax) i C

Dieses Ergebnis|alit sich auch sointerpretieren: Man weif3, wasdas Integral [ cos(x)dx = sin(x) ergibt, weil sin(x)
abgeleitet cos(x) ergibt. Die Ableitung der Stammfunktion ergibt jabekanntlich den Integranden: dF(x)/dx=f(x).
Aber was ergibt abgeleitet cos(ax)? sin(ax) abgeleitet ergibt a* cos(ax). Also ergibt sin(ax)/a abgel eitet cos(ax)
= F(X) = sin(ax)/a. Bel al solchen Funktion wo eine Standard-Funktion anstelle von f(x) eine Funktion von ax
f(ax) ist, muf’ wegen der Differentiation (Kettenregel) mit 1/a multipliziert werden.

[t - L@
a
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90 7. Integralrechnung

Aufgabe 7.7.1. ¢) Standardproblem wie eben (Wiederholung)

[faxix - 1 [fad(@) - Ir@x
a a

feaxdx ~ Lea, ¢
a

Aufgabe 7.7.1. d)

1
Fix) = [——
-

dx
Das obere Integral ist zwar schon ein Standardintegral, siehe Tabelle 7.5.1. Bei dieser Form ware einem nicht
sofort das Standardintegral eingefallen. Es soll hier das Prinzip erlautert werden, wann man was substituiert.

Frage: Wann hebt sich dieWurzel /1 - x? auf? Wel che Standardfunktion muf fiir x substituiert werden, damit
die Wurzd sich aufhebt?

X = sin(u) V1 -x% =1 - sin’(u) = cos(u)
dx = cos(u) du

Fu) - [ o) gy g - uec
J1 - sin(u) cos(u)

F(x) = arcsin(x) + C

Jetzt gibt es aber als Standardintegral auch eine zweite Lésung. Dieses erhdt man wenn wie folgt substituiert:

X = cos(u)

dx = -sin(u) du

Fu) - (30 ray - g

Y1 - cos’(u)
F(x) = -arccos(x) + C;

Beide Losungen sind richtig, weil gilt (siehe Kap. 2.3.3 und Arbeitsblatt MAI-11):

arccos(x) = % - arcsin(x)
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Aufgabe 7.7.1. €)

FX) =

f# dx
V1 - x?

hier wirde man vielleicht auch wieder x = cos(u) setzen. Das wirde aber keinen Erfolg bringen, weil im Zahler
das x vorhanden ist. Erstmal soll substituiert und dann diskutiert werden warum.

1-x2=u
-2x dx =du x dx =-0.5du
1 -05
F(u = [— (-0.5du) = -0.5 [u™>du
I+ f

1 os
Fu = -05—=—u™ = -yu+C
() 05 Vu

F) - 1-x2+C

Welcher Sonderfall ist beim letzten Integral vorhanden? Im Zahler steht die Ableitung von einem Term im
Nenner, oder allgemein ausgedriickt.

algemein: FOX) = [IvO)]™ * v (x)*dx
Substitution: u=v(x)
du =v'(x) dx
F(u) :fum*du = m1+1um+1+C m=-1
FO) - — [v]™ + C me-1
m+1
Fu) - fi ~Inw) + C m=-1
u
F(x) = In[v(x)] + C m=-1
noch algemeiner: F(x) = [f(x) dx = [g[v(X)] * V'(x) dx
u=v(x) du = v'(x) dx

F(u) = Jg(u) du
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Aufgabe 7.7.1. f

F(x) = [sin®(x)* cos(x)dx

Oberes Integral hat wieder die Form: V3(X) V' (X)dx

Mit Hilfe der oberen Formel aus Aufgabenpunkt e 1813t sich sofort angeben:
o 1.4
F(x) = jsm x)+C

Besser ist diese Aufgabe durch Substitution zu |6sen, weil man Formeln schlechter behalten kann als Verfahren.
Man muf’ nur wissen, dald wenn der Integrand sich beschreiben 183t als Ableitung multipliziert mit einer Funk-
tion der zur Ableitung zugehorigen Stammfunktion, dal3 dann die Stammfunktion substituiert werden muf3.

u=sin(x)
du = cos(x)dx

F(u) = fus’*dv - %u“ +C

FX) - %sin“(x) e

Aufgabe 7.7.1. g

F(x) = f%dx

u=1In(x)
du - Lox
X

uZ
F(u) = fudu = T+C

FO) - %Inz(x) i C

Aufgabe 7.7.1. h

F( - [tan(9dx - f%("x; dx

u = cos(x)
du = -sin(x)dx

F) - (U - nul +C
u

F(x) =-In |cos(x)| + C

Die néchsten vier Unterpunkte sind fast Grundintegrale. Hier soll aber das Prinzip erkannt werden.
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Aufgabe 7.7.1.i

Substitution:

hier

Aufgabe 7.7.1

Aufgabe 7.7.1. k

Version1.4

FO - |

X = a*sin(u) oder

X = a*sin(u)

dx = a*cos(u)du

Fu) - f a * cos(u)du
Ja? - a’sin(u)

F(X) - arcsin( 1) e
a

dx

NP

FO - |

cosh?(u) = 1 + sinh?(u)
X = a*cosh(u)

dx = a*sinh(u)du

Fu) - f ax=sinh(u)du

ya’cosh?(u) - a®

F(x) = arcosh( 5] +C
a

dx

x2 +a?

FO) = [
X = ax*sinh(u)
dx = a=cosh(u) du

Fu) - f a=cosh(u)du

ya’sinh®(u) + a®

F(x) = arsinh(x/a) + C

22. Dezember 2000

7.7. Integrationsverfahren

X = a*cos(x)

fdu:u+C

sinh?(u) = cosh(u) -1

fdu - u+C

fdu - u+C

93
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Aufgabe 7.7.1. |
dx
F(x) =
fxz ‘a2
x = axtan(u) = a sin(u)
cos(u)
dx = a__du
cosX(u)
F(u):fa 1. _21 du
cos(U) 2Sin’(Y) | 2
cosX(u)
1 du
Fu) - 2f— M
af cosX(u) + sin*(u)
F(u) = ifdu - Llauic
a a
F(x) = larctan[ 5) +C
a a
Aufgabe 7.7.1. m
o [
x2 - 4x + 13
F(X) = f S SN
(x-2?2+9
u=x-2 du = dx
F(u) = f L 4y => bekannt aus Aufgabe 7.7.1 k

_ ard ujp .
F(u) = arsmh(g) C

_ arant X2 .
F(x) = arsmh( T) C
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7.7.1.3. Zusammenfassung Substitution

Allgemeine Regeln kénnen nicht gegeben werden, aber Hinweise. Wir haben kennengelernt:

Beispiele
1
einfache Substitutionen: f f(@)dx = ?F(a) 7.7.1ab,c
[TIv(x)] v (x)dx = [f(u)du u=v(x) 7.7.1ef g, h
X2 f(x? + &f)dx u=x>+a 77.1e
X2 f(x? + &)dx X = a*tan(u) 7.7.11

[X®f(x? - &) dx X = a*tanh(u)

fxzn*f(\/xz + a?jdx x = a*sinh(u) 7.7.1k

fxzn*f(\/az - xz)dx x = a*sin(u) 7.7.1d,i

fxzn*f(\/xz - a®jdx x = a*cosh(u) 7.7.1]

[f(x? + a, X + ag)dx Quadratische Erganzung | 7.7.1' m

Hinweise fur den Gebrauch der oberen Tabdle:

Al

Bl

C]

Einfache Substitutionen: Wird das x in einem bekannten Integral mur mit amultipliziert, so mu3 die
Stammfunktion durch a dividiert werden, siehe Aufgabe 7.7.1 a, b und c.

Ableitung als Multiplikant: L&Rt sich der Integral als Produkt aus einer Funktion f[v(x)] und der
Ableitung v'(x) beschreiben, so muf3 v(x) = u substituiert werden, siehe Aufgabe 7.7.1 e, f, gund h.

LaRt sich der Integral beschreiben aus dem Produkt einer Funktion f(x*a?) und einer Potenzfunktion
von x2™! mit ungeraden Exponenten mulR u=x*+a? substitutiert werden, siehe Aufgabe 7.7.1 e. Dazu ein
Beispid:

F(X) = fxg’\/l - x%dx = fxﬁ/l - x%x dx

Weil der Exponent "3" ungerade ist, wird substituiert:

D]

1-x2=u x2=1-u 2xdx = -du xdx = f%du
F(u) = f(l— u)y/u Lol - if(ug"z—uﬂz)du
2 2

F(u) = iéuaz 7éu3/2 + C
2|5/2 3/2

F0 - WL - S o

LaRt sich der Integrand beschreiben aus dem Produkt einer Funktion f(x+a?) und einer geraden Potenz-
funktion von x?", muR je nach Vorzeichen mit trigonometrischen oder Hyperbelfunktion substitutiert
werden. Dazu ein Beispid:

F(X) = fx“\/l - x%dx

Weil der Exponent "4" geradeist, ergibt sich aus Tabelle die Substitution:
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X = sin(u) dx = cos(u)du
F() = [snf(u)«/1 - sinf(u)cos(u)du
Fu) = [sinf(ucosi(u)du = [sin*(U)[1 - Sn*(W]du
Fw = [sin(udu - [sn’(udu
Die oberen Integrale lassen sich erst mit Methoden aus Kap. 7.7.2 I6sen.

dringende Empfehlung:

Aufgabe 7.7.2 und 7.7.3 selbst rechnen

7.7.2. Produktintegration

7.7.2.1. Theorie

Die Theorie zur Produktintegration, oder auch partielle Integration genannt, ist etwas komplizierter, dafir ist die
Anwendung etwas leichter. Die Regeln sind leicht in Worte zu fassen.

Die Produktintegration, oder auch partielle Integration, ist die Umkehrung der Produktregel der Differential-
rechnung.

(f+f) = fi+f, + £ +f,

[ () dx = f fyf, dx + i f, +f, dx
f(fl*fz)/ dx = f «f,

fef, = [ ff, dx + i f, +f, dx

i fof, dx = fyf, - i f, f, dx

Ansatz:
f f(x) dx - f ,(X) #f5(x) dx
[69 ax - ffl*fz/dx = ff, - ffl/*fzdx

Was kann man aus dieser Formel ablesen?

- Wichtig ist die Aufspaltung von f(x) in das Produkt fl*fz/ ?

- Wenn sich die Funktion f(x) durch in Produkt aufspalten 1&3 f,(x) *fz’(x), somuR3als erste Voraussetzung

die Funktion fz/(x) ein bekanntes Integral besitzen (meist Grundintegral aber nicht Voraussetzung, man
kann auch in Tabellen nachsehen)

- Die Funktion f,(x) muf3 so beschaffen sein, dai die Differentiation fl’(x) einen moglichst einfacheren
Ausdruck alsf,(x) liefert.

Die Aufgabe 7.7.4 soll im Kap. 7.7.2.2 zum Kennenlernen erstmal vollstéandig durchgerechnet werden. Danach
wird in Kap. 7.7.2.3 die Produktintegration zusammenfal3t.
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7.7. Integrationsverfahren 97

7.7.2.2. Beispiele

Aufgabe 7.7.4. a
F(x) = [ x*cos(x) dx
ffl*fZ\ dX = fl*fZ = ff\l*fZ dX

Wassoll hier nun f, und was fz/ gesetzt werden? Falsch wére x zu integrieren. Dieseswirde auf der rechten Seite
zu einem Integral fuhren mit x*> mal irgend was. Komplizierter! Also muB x gleich f, gesetzt werden.

f(x) = x*cos(x) = f,*f7,

Am besten man schreibt sich die Funktionen in der folgenden Form auf:
fi=x f,=1

', = cos(x) f, = sin(x)

Um danach in die Formel der Produnkintegration einzusetzen:

[f*f, dx =f*f, - [f*f, dx = x*sin(x) - [1*sin(x) dx

F(x) = [x*cos(x) dx = x*sin(x) + cos(x) + C

Aufgabe 7.7.4.b
F(x) = [x*sin(x) dx
[f*f, dx =, - [f*f,dx
f, soll vereinfacht werden => f, = x2
f,=x2 fi=2x
', =€n(x) f, = -cos(x)
F(x) = -x**cos(x) + [2x*cos(X) dx
Hat sich das Integral vereinfacht oder nicht? Jal Die Potenz von X, mit der die der trigonometrischen Funktion

multipliziert wird, hat sich um verringert. Das rechte Integral mifte noch einmal mit der Produktintegration
berechnet werden. Diesesist aber schon im Aufgabenpunkt a) berechnet.

F(x) = -x*cos(x) + 2*[x*sin(x) + cos(x)] + C

F(x) = -x*cos(x) + 2xsin(x) + 2cos(x) + C

Regel 1: Manchmal muf die partielle Integration mehrfach durchgefiihrt werden.
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98 7. Integralrechnung
Aufgabe 7.7.4.c (Erst falsch vorrechnen)
F(x) = [x*In(x) dx
[f*f, dx =f*f, - [f*f,dx
Nach den bisher festgestellten Regeln miite man f, = x? setzen.

f, = x2 f, = 2x

f; = In(x) f,= [In(x) dx = ? geht nicht!

Da [In(x)dx noch unbekannt ist erfolgt der Ansatz:

f, = In(x) -1
X
f, = x2 f, = %XS

_ 15 I
F(x) = 3 «In(x) fXS*X dx
F(X) = %xg’*ln(x) - %fxzdx

1 3 1.3
F(X) = =x7+In(x) - =x~ + C
(9 = Zx7nGg - 5

Regel 2: Fallsim Integrand ein In(x) vorhanden, mul® man dieses alsf, setzen. Welil
Area-, Arcus- und In-Funktion verwandt sind, gilt diese Regel auch fir
Area- und Arcus-Funktionen.

Aufgabe 7.7.4.d

F(x) = [In(x)*dx = [In(x)*1*dx

fi = In(x) f =

fz/ =1 f,=x

F(X) = x*In(x) - fi*x*dx = x#In(x) - x + C
X

Regel 3: Manchmal ist esauch nétig, einen Faktor (hier ;) zu eins zu setzen.
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Aufgabe 7.7.4.e
F(x) = [arcsin(x) dx
[f*f, dx =f*f, - [f*f,dx

Von arcsin(x) ist die Ableitung bekannt, darum wird f, gleich arcsin(x) gesetzt. AulRerdem besagt Regel 2, dal3
Arcus-Funktionen gleich f; zu setzen sind.

f, = arcsin(x) —
1-x?
/ —
fz = 1 fz—x
F(9 = x + arcsin(x) - | X dx
V1-x?

Der zweite Teil mifdte durch Substitution berechnet werden, ist aber schon in Aufgabe 7.7.1 e berechnet worden.

| S
%2

1

F(x) = xxarcsin(x) +y/1-x%+C

Regel 4: Manchmal muissen zum Lésen einer Integrationsaufgabe mehrere, auch
verschiedene, I ntegratinosverfahren angewandt werden.

Aufgabe 7.7.4.f
F(x) = [cosh?(x) dx
ffl*fz/*dx = ff, - ffl/*fz*dx
f, = cosh(X) f; - sinh(x)
f; = cosh(x) f, = sinh(x)

[cosh?(x)dx = sinh(x)* cosh(x) - [sinh’(x) dx

= sinh(x)* cosh(x) - [ (cosh*(x) - 1) dx
[cosh?(x)dx = sinh(x)*cosh(x) - [cosh?(x) dx + | dx
2] cosh?(x)dx = sinh(x)*cosh(x) + X + C*,

F(x) = [cosh?(x) dx = sinh(x)*cosh(x)/2 + x/2 + C
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100 7. Integralrechnung
Aufgabe 7.7.4.9

F(x) = [x*arcosh(x)dx

ffl*fz/*dx = ff, - ffl/*fz*dx

Wir haben gelernt, dal3 wir Arcus, Area und In Funktionen (diese sind verwandt) stets als f; setzen sollen.

f, = arcosh(x) —
x2-1
1
f, = X f, = 7x2
F(x) = ixzarcosh(x) - f 1 Lo
2 SE1 2
Einschub Substitution:
2
P = [ X dx x = cosh(u) sinh(u) = yIT-x
x% -1

dx = sinh(u)du

cosh*(u)

Fz(u) = f
ycosh?(u) - 1

* sinh(u)du = f cosh?(u)du

Mit Hilfe der Aufgabe 7.7.4 f ergibt sich

F(u) = f cosh?(u)du = %[cosh(u)*sinh(u) + U]

P00 = 3 b V21 + arcosh(]

F(J = %Xzarcosh(X) - %FZ(X)

F(x) = %xz « arcosh(x) - %x * x?-1 - %arcosh(x) +C

Anmerkung 1: Hier wirde auch der Ansatz f, = x zum Zid fihren.

Anmerkung 2: Siehe Regd 4.
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7.7. Integrationsverfahren 101

7.7.2.3. Zusammenfassung Pr oduktintegr ation

f f(x)dx = f f,(X) #f, () xax = F,(X) +F,(X) - f ,(X) +f,(x) dlx

- Bedingung: f(x) = fl(x)*fz/(x). Der Integrand &% sich Aufspalten in ein Produkt zweier Funktionen.

- f,(x): Die Ableitung fl/(x) sollte ein moglichst einfacherer Ausdruck als f,(x) sein.

- Wenn f(x) = X™f,(X)
= f=x fy = f ()
Bedingung: [f.dx bekannt
Anmerkung: Rekursiv n-mal durchfiihren

- Wenninder zuintegrierenden Funktion Logarithmus-Funktion, AREA-Funktion oder ARCUS-Funktio-
nen als Produkt vorkommen, diese Funktion als f; ansetzen.

- Manchmal muf3 ein Teil eines Produktes zu eins gesetzt werden.

- Um manche Integrale zu berechnen, missen die Integrationsmethoden gemischt oder die Methoden
mehrmal s angewandt werden. Eine weitere Methode wird im néchsten Abschnitt 7.7.3. vorgestellt. In
Kap. 7.7.4 werden Aufgaben gerechnet, wo verschiedene Integrationsmethoden anzuwenden sind.
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102 7. Integralrechnung

7.7.3. Partialbruchzerlegung

Im Gegensatz zu den zwei vorher beschrieben Verfahren (Kap. 7.7.1 und 7.7.2) ist dieses durch feste Regeln
gekennzeichnet, dies man lernen kann. Bel den zwei anderen Methoden, Substitution und Produktintegration,
muf3 man sich ein gewisses Fedling aneignen. In diesem Kapite geht es um die Integration von gebrochen ratio-
nalen Funktionen (Kap. 2.2.3 erstes Semester)

Dabei wird zwischen echt und unecht gebrochen rationalen Funktionen unterschieden:

echt gebrochen: n>m

unecht gebrochen : n<m
Hier sall nur die Integration von echt gebrochen rationalen Funktionen behandelt werden, aus dem 1. Semester
sollte bekannt sein, dald man durch Division eine unecht gebrochen rationale Funktion in eine ganze rationale
Funktion und in eine echt gebrochene Funktion aufspalten kann. Dazu nur das Beispid 1.
Beispiel 1

x3-x?+5x-2
F(x) = | — = = “dx
) f 1

3

(x3-x2+5x-2)/ (x-1) = x2+5+

x3 - x?
O0+5x-2
X-5
+3

Hormer Schema
1-15-2
1-105

FO) ~ [0+ S)dx+ [ 31dx

Die Integration von x? + 5 sollte keine Schwierigkeiten mehr bereiten.

1
X+a

dx X+a=u dx =du

Fz(X) :f
F,(0) :f%’ ~Inful = Inx+al + C

F(x) - %x:"’ 4 Bx+ Bxln[x-1] + C
Dieses soll fir die Integration unecht gebrochener Funktionen gentigen.
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7.7. Integrationsverfahren 103

Die echt gebrochene rational Funktion

=1

y

Die Art der Nullstellen kénnen verschieden sein:

a) nur einfach reelle Nullstellen
b) mehrfach reelle Nullstellen

C) einfach komplexe Nullstellen
d) mehrfach komplexe Nullstellen
2] Kombination aus a) bis d)

Beigpiel 2: Echt gebrochen rationale Funktion 3. Ordnung in allgemeiner Form mit drei verschieden
reclen Nullstellen.

b,x? + byx + b,

T X)) (X X (X %)

y

Diese Funktion kann in Partial briiche zerlegt werden:

b,x? + byx + b, A A, A,

+ +

T X (X K (X X)X Xy X Xy XX

y

Multiplizieren mit dem Hauptnenner ergibt:

bx* + byx + by = Az (X = Xa2) (X - Xga)
+ A (X = Xor) (X - Xga) @y
+ Az (X - Xor) (X - Xg2)
bx* + byx + by = AXZ -(Xgp + Xga) AX + XopXs* Ay
+ AXZ -(Xor + Xga) AoX + XorXgs* A,
+ A (X1 + X)) AgX + XoXoo* A

b,=A+A,+A;
By = -(Xo2 + Xag)Ar - (Xor + Xga)*Az - (Xor + X)* Ag
Do = XooXos* Ap + XoiXos* Ay + X Xoo* Az

1 1 1 A, b,
~Xop = Xo3 -Xo1 = Xo3 -Xo1 -~ Xo2 A, = b,
Xoz2 Xg3 Xo1 Xg3 Xo1 Xoz Ag by

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich ergibt die obere Gleichung ein lineares Gleichungssystem
3.0rdnung fur die Variablen A,, A, und A;. Dieses obere ware rdativ umstandlich zu berechnen.

Versuchen wir eseinfacher. Ein Polynomist nur dann gleich, wenn alle K oeffizienten gleich sind. DasVerfahren
war ziemlich aufwendig. Darum gibt es hier einen Trick. Die Partialbruchzerlegung und somit auch die obere
Gleichung (1) gilt fur jedes x, also auch fur die Nullstellen Xq,, X, Und Xq5. Die Gleichung (1), angewandt fr X,
Xz UNd Xq5 €rgibt:
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104 7. Integralrechnung

X=Xy => byXg + byXen + by = Ayx(Xoy — X0) (o1 — %oo)

X=Xp => bzxozz + byXgy + By = Ay (Xop = %) (K2 — %o3)

X=Xz => b2X023 + byXgy + By = Ag#(Xgz — Xo1) (X3 ~ Xo2)

Aus den oberen Gleichungen lassen sich die Koeffizienten A,, A, und A; direkt bestimmen:

bzxozl + by Xy + by
(o1 ~ Xo2) (Ko ~ Xo3)

1

bzxozz + by X + by
(o2 = Xo1) (X2 ~ %o3)

A, =

b2x023 + by Xz + by
(o3~ Xo1) (X3 ~ %o2)

A3:

Der Vergleich mit der Ausgangsgleichung

b,x? + byx + b,

T X)) (X X (X %)

y

ergibt, fir den Koeffizienten A;:

A1 = Y(X = Xo)* (X - Xo)

oder mathematisch korrekt ausgedrickt:
Ay = 1M Ty6g (x - xg,)]
X>Xo1

Hier spricht man auch von der Zuhaltemethode: Die Nullstelle, dessen Koeffizient ermittelt werden soll, muid
zugehalten werden. Den Koeffizienten erhdlt man dann durch Einsetzen der entsprechenden Nullstellein die
restliche, nicht zugehaltene Funktion. Dieses Verfahren funktioniert am besten bei einfach reellen Nullstellen.
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Aufgabe 7.7.7 a

F(x) = f (Xg)(%lsdx

-1x -2
_ 8x - 13 _ A1 N Az
y x-Dx-2 x-1) -2
X=1=> Al M:
(1-2
A _ 8x2 - 13
X=2=> A27ﬁ73
B 5 3
F(x) 7f va— Xz]dx

F(x) =5*In|x - 1| +3*In|x-2| +C

Beigpidl 3: DiePartialbruchzerlegung einer n-fach-Nullstelleergibt n-Partial briiche mit den Potenzen 1 bis

n:
b, X"+ ....bx+b, A A (X=X + A _(X=X)? + . AfX=X)" 2+ A (X - X))
(x-x)" (xX=%y)"
AL AL A A

o ot T o X

Hier lief3en sich durch Koordinatenverschiebung (Umformung Zéhler) die A; bestimmen, siehe Kap. 2.2.2.3,
erstes Semester.

Aufgabe 7.7.7b

3 2
F(x):fX + 2 +f)(+6dx
x-3

(Horner Schema siehe Kap. 2.2.2.3)

w w
[ N W
w Ol N
N 85 o
3l ©

w
PP
w
R

[N
[EnN
[N

X3+ 22+ 5x+6=(x-3)%+ 11(x - 3)2 + 44(x - 3) + 66

oo - [ |09 6 3 M9 < 6ol
[ (x-3)*

F(x)ff 1dx+f 1 dx+f a4 dx+f 66 gy
x-3 (x - 3)? (x - 3)° (x - 37"
Fo) - Injx -3 -1+ 4 1 66 1 ¢
x-3 2x-3%> 3 ((x-23°
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106 7. Integralrechnung

Beigpidl 4: Echtgebrochen rationale Funktionen 3. Ordnung in allgemeiner Form mit einer einfachen
Nullstelle und einer doppelt reellen Nullstelle.

b,x? + byx + b,

y =
(X~ Xop) (X ~ Xp)?

Die Partialbruchzerlegung des oberen y ergibt:

b,x? + byx + b, A A, A,
y = = + +
(X=X (X~ X)? XXy XX (X—Xgp)?

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt sich:

b,x* + byx + by = A, (X - X)?
+ A (X = Xor)(X - Xgp)
+ As (X - Xo1)

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich kénnte man ein lineares Gleichungssystem fir die K oeffi-
Zienten A, A, und A; erhalten. Hier kann man auch einen Trick anwenden. Setzt mann X = Xy, und X = X, folgt:

X=X => bzxozl + byXgy + by = Ap#(Xg - on)2

X=Xp => bzxozz + byXgp + by = Ay (Xgp — Xop)

Darauslassen sich A, und A, direkt mit der Zuhaltemethode berechnen. A, ist noch unbestimmt. A, und A; sind
die Koeffizienten der Partialbriiche mit der hdchsten Potenz. Wertet man die obere Gleichung aus, ist zu ersehen,
dal3 die K oeffizienten der Partial briiche mit den héchsten Potenzen einer mehrfach-Nullstelleauch mit der Zuhal-
temethode ermittelt werden konnen. Auch alle Einfach-Nullstellen sind schon in der héchsten Potenz vorhanden.

Dierestlichen Koeffizienten (hier A,) missen mit anderen Methoden bestimmt werden:
Al Gleichungssystem 16sen

B] Schon bekannte Partialbriiche (durch Zuhaltemethode) von der urspriinglichen Gleichung subtrahieren
und anschliefRend durch Linearfaktoren dividieren.

C] Fur bestimmte x-Werte Zahlenwert auf beiden Seiten der Glei chung (echt gebrochen rationale Funktion
und Partialbruch zerlegte Funktion) einsetzen, fir n Koeffizienten n verschiedene x-Wert. Dieses ergibt
ein Gleichungssystem fiir n-Koeffizienten. Das Gleichungssystem ist hier schndller aufgestellt als bel
Methode A. Durch geschickte Wahl der x-Werte vereinfacht sich das Gleichungssystem.
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7.7. Integrationsverfahren

Aufgabe 7.7.7c

X2 +4x + 7 A A, A

+ +

T X-2%x+3) (x-2¢ x-2 x+3

y

A] Gleichungssystem I6sen
X2HAX+T=A X+ 3)+ AX-2)(X+3) + Ay(x - 2)2
X2+ AX+ 7= XA+ 3A; + A X%+ AX - BA, + AX% - 4AX + 4A,
X2HAX+T7=x A, + A +X[A;+ A,-4A;] +[3A; - 6A, + 4A]

Koeffizientenvergleich

1= AthA 01 1) |A 1
4- A+ A A 11 -4/ |A| =2
7 = 3A - 6A, T A 3 -6 4)|A 7
= A, =38 A,=0.84 A;=0.16

B] Zuhaltemethode

2
x=2 => Al:#:ag
2+ 3
2 _
X = - => A3:=3+4*( 3)+7:0.16
(-3-27
x?+4x+7 38 A 016 A 38(x+3) +016(x 2>
x+2x+3) (x-2° x-2 x+3 x-2 (x - 2%(x +3)

X2+ 4x + 7 -38(x +3) - 016(x - 2> A
(x - 2%x + 3) X -2

X2+ 4x + 7 -38x - 114 - 0.16x%2 + 0.64x - 064 A,

x - 2(x - 2(x +3) X-2

0.84x2 + 0.84x - 504 A,
(x - 2)(x2 + x + 6x) X-2

(0.84x% + 0.84x - 5.04)(x* + x - 6x) = 0.84

084 A

= A,=084
X-2 X-2

107
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108 7. Integralrechnung
C] Bestimmte Zahlenwerte einsetzen

X2HAX+T=A X+ 3)+ AX-2)(X+3) + Ay(x - 2)2

Xx=-3 => (-3 +4*(-3)+ 7 =Ay(-3-2)7?
4 =A*25
A, =0.16
X=+2 => 2+ 4247 =A2+3)
19 =A}
A, =38
X:O 7 :3A1'6A2+4A3
7 =3*3.8-6A,+4*0.16
A, = %(3*3.8 + 44016 - 7)
A, =0.84
Hinweis 1: Am besten eignet sich eine Kombination aus B und C:

- héchste Potenz durch Zuhaltemethode
- Rest mit anderen x-Zahlenwerten (erste Wahl ist dabei x=0 einsetzen

38 084 016
x-2? Xx-2 x+3

dx

F(x) = fy(x)dx :f (

Fo) - - 3-82 + 0844In|x - 2 + 0.164In[x + 3| + C
-
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Beigpiel 5: Echt gebrochen rationale Funktion 3. Ordnung in allgemeiner Form mit einer einfachen
Nullstelle und einer konjungiert komplexen Nullstelle.

b,x? + byx + b,

. (¢ = %) [0¢ ~ X d? # X

Xo12 = XOreinOim
(X = Xgo) (X = X9) = (X = Xore + Jgim) (X = Xore — JXgin)
(X X * Xom

Die Partialbruchzerlegung von y ergibt:

b,x? + byx + by, A Bx+B,

O KX X x| X Ko (XK K

A, ist am besten mit der Zuhaltemethode zu bestimmen. B, und B, lassen sich mit den Methoden A, B, C des
Beispiels 4 (Aufgabe 7.7.7 ¢) berechnen.

Aufgabe 7.7.8 a

3% +4x + 2 A Bx + B,
f(x) = = +
(x -3)(x>*-8+25 x-3 x2-8+25

Xop = 4%16 - 25 = 43

3% + 443+ 2

Xx=3 (Zuhaltemethode) Al=———— — =41
3 -8+3+25
A B
x=0 _2 N>
(-3)*25 -3 25
B2 = 25x% 2 + i = 335
-3%25 3
x=1
3+4+2 A . B;x1+B,
(1-3)(1%-8+1+25 1-3 12-8x1+25
9 41 B;+335
- — + -
-2x18 -2 18

B - 2184 335- 11
2 2

41 . -1.1x + 33.5
-3 (X _ 4)2 4 32

f(x) = .
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110 7. Integralrechnung
Aufgabe7.7.11a

F(x) = [f(x)dx

f(x) aus Aufgabe 7.7.8 a

f) - *L g X4 29 1
X

+ 21—
-3 (x-4)2+3 (x-4)2+3

291=335-11%4

[ U gy - Linw?+ 3 (Substitution)

uz+ 3 2

fédu B —— (Substitution)
uz+ 3 3 3

F(9 = 4.1«njx -3/ - 1'”%‘”[(x A2 29.1*%arctan[ i 34] i C

f X% +4x+2

(x - 3)(x? - 8x + 25)

dx = 4.1+In|x - 3| - 0.55+In(x2 - 8x + 25) + 9.7*arctan[ X:;

7.7.4. Gemischte Aufgaben unbestimmtes Integral

Aufgaben 7.7.10 a, k und o rechnen
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7.8. Numerische Integration 111

7.8. Numerische I ntegr ation

Was hei3t numerisches Rechnen? Antwort: Berechnung von Zahlenwerten mit dem Rechner. Folgende Griinde
erlauben eine numerische Integration in Betracht zu ziehen:

- Falls nur das Ergebnis als Zahlenwert eines bestimmten Integrals von Interesseist.
- Esverlangt vid Erfahrung komplizierte Integrale zu | 6sen.

- Manchmal (meistens) ist es nicht moglich en Integral (mit Hilfe eéner Kombination von Standard-
funktionen) zu ldsen.

- Fur einen Anfanger ist die numerische Integration leicht durchzufiihren oder auch zu programmieren.
Der Nachteil der numerischen Integration:

- Esist keine geschlossene (analytische) Ldsung anzugeben.
- Diesesist wichtig z.B. bei der Lésung von DGLN (3.Semester)

Es sollen verschiedene Methoden der numerischen Integration vorgestel It werden:
- Rechteckregel

- Trapezregd

- Simpson-Regd

7.8.1. Rechteckregd

Nach Kap. 7.3.2 ist die Rechteckregel schon bekannt:

Y Y
A £() B) £() Z
‘? x
N = X —= x
| b
a>|Axle a>|Axle b Bild MA732A

Diesesist nach Bild MA732A dieBildung von Ober- und Untersummen. Das Prinzip: In einem Intervall x; < x -
< X; + Ax = x;,;, wird der Funktionswert angendhert durch einen konstanten Wert. Dabei gibt es zwel Moglich-
keiten: den linksseitigen Wert oder den rechtsseitigen Wert zu benutzen. Dieses Verfahren ist relativ ungenau
und wird zur numerischen Integration von bestimmten Integralen kaum benutzt. Nur Hinweis auf 3.Semester:
Numerisch 16st man auch DGL's. Hier hat die Rechteckregel schon eher eine Bedeutung. In diesem Abschnitt ist
die Rechteckregel zur Vollsténdigkeit aufgefuihrt. Eine gewisse Systematik ist auch hier dabei. Die Anndhrung
der Funktion erfolgt hier durch einen konstanten Wert, also ein Polynom 0.Ordnung.

%

n
f f)dx = Y. y(i)*Ax Obersumme
xox, i=1
% n-1
f fydx = Y. y(i)*Ax Untersumme
i=0
x=x,
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112 7. Integralrechnung

7.8.2. Trapez-Regel

Hier erfolgt die Anndhrung der Funktion f(x) stlickweise durch ein Polynom
1.0rdnung, also durch eine Gerade:

y
Ys /'y =fx)
Anndherung
Y2
Vi
Yo
] 2
X
= Ax —t— Ax —— Ac — _
4 5 Bild MA782A

Gesucht ist die Gesamtflache. Dazu Einzel flachen-Bestimmung:

A=A+ A+ .. +A,

Ax - b-a
n
n- Anzahl der Funktionintervalle
b- obere | ntegrationsgrenze
a- untere Integrationsgrenze
= Ax*y )
2
Y1t Yo
Axx=—_~<
Ao = 2
Y1tYs
= Axx*
As 2
A, = Axx Yo1 Y
2
Ages N Al + Az + A3
Yo Y
AQ%AX(_erlerZ yn1+7n]
Yo
Ages ( ? yn 1t 2n]
b y n-1
f f(x)dx = = Z
2 4
X=a
Zusammenfassung:

Bei der Trapez-Integration wird die Funktion y = f(x) durch eine Gerade angenahert.

b

Zur Berechnung von f f(x)dx werden die Funktionswert y; = f(x = a+ i* Ax), mit (i = 0...n) und Ax = (b - a)/n, s0
a

aufsummiert daf? der linke und rechte je zur Halfte und alle anderen voll aufsummiert werden.
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7.8. Numerische Integration 113

7.8.3. Simpson-Regel

Bei der Rechteckregel erfolgt die Anndhrung durch ein Polynom 0. Ordnung, bei der Trapezregd durch ein
Polynom 1. Ordnung und hier durch ein Polynom 2. Ordnung.

y

Vi

Bild MA783A

Jaweils zwei Funktionsintervalle werden zusammengefaldt und durch eine Parabel 2. Grades angendhert:

y =8+ ax +ax’

y
V2
Y3
Vi
Bild MA783B
x
x = -Ax x=0 x =+A4x

Nach oberer Zeichnung und Formel
betrégt die Flache A:

Ax

A = f(a0+a1x+a2x2)dx

X=-Ax

AX

1 ., 1
A= +=a, X+ =axX
apX > 8 3 ZA(XAX

A - 2(a0Ax+%a2Ax3] - 2Ax[a0+ %azxz)
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114 7. Integralrechnung

erstes Semester (Kap. 2.2.1.3.5):

& = Yo

1
= * (Y~ 2y, +y
2 N 1725 Ys)

11 1 1
A= ZAX{YZ - §*?(y1 ~2y,+Y3)| = AX§[6YZ Yy~ 2y, Yl = §Ax[y1 + 4y, + Yl

Die oberere Formd gilt nun fir ein Doppelintervall. Zur Bestimmung der Gesamtflache miissen alle Doppél -
intervalleaufsummiert werden. Laut Bild MA783A ergibt sich die Flachefir 3 Doppdintervalle (n = 6), bzw. das
Integral.

1
Ages = §Ax[yo Ay Y,
+Yy, + 4y3 +Y,
Y, t 4y5 + y6]

b-a
= #[yo + 4y, + 2y, + dys + 2y, + Ay + Yl

3n

ges

Zusammenfassung:

Bei der numerischen Integration nach Simpson wird die Funktion in Doppelintervalle unterteilt und darin durch
eine Parabel 2.0rdnung angendhert. Das Ergebnis. Eine ungradzahlige Anzahl von funktionswerten ist er-
forderlichi = 0....n (n ganzzahlig). Aufsummierung nach Folgender Regel: Der erste (y,) und der letzte (y,) Wert
zahlt einfach. Alleanderen werden mit vier oder zwei bewertet. Das Ergebnis mul3 mit Ax/3 multipliziert werden.

b
b _
| = A = fy(x)dx = 3na[y0 S AR VAR VA VA S . VR A VAR VA

X=a

7.8.4. Annahrung durch eine Parabel 3.0rdnung

Hier nur der Hinwels, dal3 die in Kap. 6.14.3 abschnittsweise gefundenen Funktionen auch abschnittswei se
integriert werden kénnen.

7.8.5. Integration nach Regressionsanalyse

Das Polynom n-Ordnung durch Regressionsalyse (siehe Kap. 6.14.4) gefunden, kann integriert werden.

7.8.6. Integration nach Runge-K utta

Vollsténdigerhalber erfolgt hier der Hinweis: Das Integral kann auf eine DGL zurtickgefihrt werden und mit
Hilfe von Runge-Kutta (3. Semster, Kap 10.8.3) gel 6st werden.
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7.9. Erweiterung des Integralbegriffs 115

7.9. Erweiterung des I ntegralbegriffs

Bidlang wurden immer stetige Funktionen integriert. Stetigkeit wurdeim 1. Semester im Kap. 2.1.8 definiert und
mit linksseitigen und rechtsseitig gleichem Grenzwert erklért. Die Deutung war: Esgab zwei Arten von Unstetig-

keitswerten:

- Der Funktionswert springt
- Der Funktionswert geht gegen unendlich.

Diese beiden Unstetigkeitsarten sollen in den néchsten beiden Abschnitten im Rahmen der Integralrechnung
untersucht werden.

7.9.1. Integration von Sprungstellen

Im Gegensatz zur Differentiation fuhrt die Integration einer Sprungstelle von f(x) nicht zu einer Unstetigkeits-
stelle.

11(x) 5(x)

Bild MA791A

WieausBild MA791A zu erkennen i<, bereitet dielntegration (sprich Flachenberechnung) keine Schwierigkeit.
Eine Sprungstelleist meistens damit verbunden, daf3 links und rechts jewells eine andere Funktion gultig ist. Zur
Auswertung dieses Integrals muf3 daher der Integrationsweg unterbrochen werden. Es gilt nach Bild MA791A;

f(x) = f,(X) a<x<c

f(x) = fx(X) c<x<b

b c b

f f()dx = f f,()dx + f f,(x)dx

a a [+
Aufgabe 7.9.1 arechnen.
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116 7. Integralrechnung

7.9.2. Uneigentliche Integrale

Hier soll dasbestimmte Integral behandelt werden, wo der Funktionswert an einer I ntegrationsgrenze (obere oder
untere) unendlich wird. Jetzt vermutet man, wenn ein Funktionswert unendlich wird, da’ dann auch das Integral,
und somit auch die Flache unter der Kurve unendlich wird. Diesesist allerdingsnicht immer der Fall. Im Integral
steht al's Summe y(x)*dx. Der Funktionswert wird nur an einer infinitesimal schmalen Stelle » mit der Breite
dx ~ 0. Esliegt ein unbestimmter Ausdruck 0* - vor. Mathematisch korrekt miifdten wir einen Grenzibergang mit
lim durchfuhren.

b b
f(x=a) - « => f f()dx = ”m{,f f(x)dx}
d Xo-al s
x=a =X,
Beispid 1:
A 1
A = | =—dx A, = [ =dx
x=0\/; x=0X2

y=1ﬂ
x X
1
Bild MA792A
1 1
A =[x Ydx A, =[x %dx
X[O X[O
1 1
A = 2x1? A, = xt
x=0 x=0
A1:2 A2:—1+oo:oo

Das was eben berechnet worden ist, wirde eéin Mathematiker als komplett falsch empfinden. Warum sind die
oberen Ableitungen trotzdem durchgefiihrt worden, obwohl sie mathematisch falsch sind? Ingenieure oder
zukiinftige Ingenieure sind Praktiker. Aullerdem ist die obere Ableitung anschaulicher als die mathematisch
korrekte. Die korrekte Schreibweise wére:
1
lim x 72 dx
a-0 f a

1
lim x Y2 dx
0 {f }

A, - lim {2x73 /Xlaz* lim {1 - /a} A, = lim {l}/ ! - Iim[1+l)

a0 a0 a0l X}/ x=a a0 a

A

&

A =2 A,
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7.9. Erweiterung des Integralbegriffs 117

Fazit: Ein uneigentlichtesIntegral (wo ein Funktionswert gegen « geht) kann alsL 6sung
einen endlichen oder unendlichen Wert aufweisen.

Beispiel 2;

e-ax

=
I

Bild MA792B

Fezit: DieFlacheunter einer eFunktion y = y,«e " oder y = y e ° ergibt immer yg*x, oder y,* T, also

Anfangswert multipliziert mit der Zeitkonstanten.

Aufgabe 7.9.2 b, c und f rechnen
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118 7. Integralrechnung

7.10. M ehrfach-Integrale

Bidang sind nur Einfach-Integrale bekannt:

b
A = f f(ydx  => Flachenberechnung
a

Die Flachenberechnung war als eine Aufsummierung von Strecken, multipliziert mit einer kleinen Breite Ax
(Bildung von Ober- und Untersummen):

A = lim Z (i) *Ax

nlﬁoo i=1

Hat man nun viele Flachen A(j) die man im einer dritten Richtung aufsummiert, was bekommt man dann?

. N,
V= lim ¥ Af)«ay = V olumenberechnung
N, j-1

Einsetzen von A(j) a's Summe ergibt

n, n,

v = lim fj lim %™ £ j)Ax=Ay

Ny=oo j=1 Ny~ -1

Volumen kénnen also al's Doppel summe berechnet werden. Zur Erinnerung an die Einflhrung in die Integral-
rechnung (Kap. 7.1): Daergab sich das Integral durch Ubergang zu infinitesimal kleinen GroRen:

Y-
AX - dx
Ay - dy

Damit 143t sich die obere Summe als Integral schreiben:

9, 9
V = f ff(x,y) dx dy

y=0; X=03

mit den Grenzen g, bis g, die spater noch genauer untersucht werden sollen. Dadie Aufsummierungsreihenfolge
vertauscht werden kann, kann auch die Integrationsreihenfolge dx und dy vertauscht werden, so dal3 fiir die obere
Formel ebenfalls gilt:

g4 gz
V = f f f(xy) dy dx
X=03 ¥=0,;
Deutung: Oberes Integral gibt das Volumen im dreidimensionalen Raum (x-y-z) an mit den Grenzen:
z=0 bis z=1(x,y)
X=g; bis X=0,
y=6 hbis y=g

Die Strecken in z-Richtung werden z.B. zuerst in x-Richtung aufsummiert zur Fléche in der x-z-Ebene und
danach werden diese Flachen in y-Richtung aufsummiert zum Volumen. Die Reihenfolge von x und y kénnte
dabei auch vertauscht werden.
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7.10. Mehrfach-Integrale 119

7.10.1. M ehrfach-Integrale mit festen Grenzen

Vergleich zur Flachenberechnung:

y
Y =fx) )
A = f f(X)dx
X
a b
Bild MA7101A

Die zu bestimmende Fléche ist begrenzt durch:
y=0, y=f(x),x=aund x=b

Bei dem einfachsten Fall der V olumenrechnung soll dasV olumen eines Kérpers mit einer rechteckigen Grundfl &
chein der x - y Ebene berechnet werden.

2 | z=ftey) £y y
d
d _— — _—
7 v
c =
/ / 2 — -
x x
a b a b
Bild MA7101B

Nach dem Bild MA7101B wird das zu berechnende Volumen begrenzt durch:
b
d
f(x,y)

Die Begrenzung in der x-y-Ebene (Grundfléche) ist rechtsim Bild MA7101B gezeigt. DasVolumen des K érpers
berechnet sich nun nach folgender Vorschrift:

X
y
z

N < X
I mnn
o0 W

d

]

y=C

b
f f(x,y) dx| dy

X=a
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120 7. Integralrechnung

Mathematisch interpretieren 1813t sich die obere Formel:

- Die innere Klammer (Integration tUber dx) summiert Stecken, die in z-Richtung zeigen, Uber der x-
Richtung auf. Man erhdlt infinitesimal kleine Scheiben (Flachen) parallel zur z-x-Ebene, deren Grof3e

eine Funktion von y ist.

- In der aulBeren Integration summiert man diese infinitesimal kleinen Scheiben (Gréf3e nur noch von'y
abhangig ist) Uber der y-Richtung auf.

- Damit ist das Gesamt-V olumen berechnet.

Hinweis: Falls das VVolumen zwischen zwel z-Funktion
z, =f,(xy) (untere Funktion)
Z, = f5(X,y) (obere Funktion)

gebildet werden soll, mufi3 fir f(x,y) die Differenz beider angesetzt werden (Differenz der
Stecken in z):

f(x, y) = f(x, y) - fi(x, y)

Hier ist auch das Vertauschen der Integrationsreihenfolge mdglich:

b
f f(x ,y)dyldx

y=C

b
Vv -
)

Aufgabe 7.10.1b
X, =2 v, =3 z,=0
X,=5 Y, =7 Z,= y+5%°

A] erst Integration tber x

715 7 5 5
_ L By 2 _ oy s D43
V = y[ X[Z(y 5x 2)dx|dy y[s { (y X+ 23X ) - ]dy
) 7 5 ) 7
Ve f [y(S ARG 22)]dy =[Gy + 1995)ldy

3 y=3

<
[l

<
I

;
1.5y2 + 195ylV = 1.5%(7% - 3% + 195%(7 - 3) = 840
-3

B] erste Integration Uber y

7

5

7 7
f(y + 5x?)dyldx = f { [ly2 + 5x2y] ‘ ldx
4 2 y=3
y=3

x=2

<
I

5
dx = f[(20 + 20x?)]dx

x=2

<
I
\mﬁl\f)

EWﬂ+ww$

x=2

5
~ |20x + %ﬁL - 2065 - 2) 2_:;)(53 2% - 840
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7.10. Mehrfach-Integrale 121

7.10.2. M ehrfachintegrale mit variablen Grenzen

7 ¥ £,(x)
£:(y) F— 1i(x)
2:)
c__
X
| |
a b

Bild MA7102A

Ist die Grenze in x- und y-Richtung kein Rechteck wie im vorigen Abschnitt sondern eine Funktion von x oder
y (Bild MA7102A), muf dieses berticksichtigt werden und die Integrationsreihenfol ge beachtet werden.

Begrenzung fur Bild MA7102A Methode a)

x;=a y,=fi(x) z, =T, (xy)
X, =b y,=fy(x) Z, = f5(X,y)
z=1(x, y) = fi(x.y) - fi(x,y)
f,09
V = f(x,y) dy| dx
x[a y={(><)
oder Methode b)
y.=¢C X1 = Gu(Y) 2, =f(x.y)
Y. =a X2 = Gu(Y) z, = f(x.y)
z=1(x, y) = fi(x.y) - fi(x,y)
d | 9,0
V - f f f(x,y) dx|dy
y=C [x=0,(y)

Deutung M ethode a)

In der inneren Klammer (inneres Integral) werden Stecken der Lange z in x-Richtung aufsummiert zwischen
y =f,(X) bisy =f,(x) zu Flachen in der y-z-Ebene deren Grofen von x abhéngig sind. Im duReren Integral werden
dann diese x abhangigen Flachen Uber x zum Volumen integriert.
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122 7. Integralrechnung

Aufgabe 7.10.1 f
X =-1 yi=-1 z, = X%y
X, = 2y y.=1 Z,=2¢+y+2

2=2,-2, =2+ Yy +2-x*y

2y2
{, f z(x, y)dx}dy
y=-1K=-1

-

2y2
f (2x2 + y2 + 2 - x*y)dxdy

23+ 2 + 71*22)/2

§x YoEX + 2X nyLl}dy
1

v [ e (01 ven (o aeyd - (ol e - (vl

1
v = f{—y62y5+2y4+5y2+%y+§}dy

1
167 26 25 53 12 8 +
vV = B — = — ) —
[ y 6y +5y + +4y +3yL

3 1
1
6., 25 545 81"
V, PR — — —
2[21y " 3,
= 1=6+£+£+£,1099
2. 5 3 3
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Beispiel:

Das Volumen des Prismas nach Bild 7102B soll bestimmt werden.

Bild MA7102B

Das Prisma nach Bild MA7102B wird begrenzt durch die vier Ebenen

- Ebene durch die drei Punkte (a,0,0), (0,b,0) (0,0,c)

x-z-Ebene
y-z-Ebene
x-y-Ebene

Das Volumen V soll nach der Methode a

a

]

x=0

y()
f z(x,y)dy}dx

y=0

7.10. Mehrfach-Integrale 123

berechnet werden. Die untere y-Grenze und auch die untere x-Grenze sind Null. x wird bisx = aintegriert, y bis
y(X). Die obere y-Grenze und die Funktion z(x,y) werden durch die Achsenabschnittsformeln von Gerade (Kap.

2.2.1.2.4) und Ebene (Kap. 4.2.2.3) bestimmt:

[0

f z(x,y) dyl dx

y-0

Version1.4

=> zxy) = c[l

=> y() = b [

22. Dezember 2000

1-X
a

y

b

|

X

)
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124 7. Integralrechnung

Hier 1813t sich besser in der normierten Schreibwei se (Substitution) integrieren

SRS IEHE
RIS R T

<

I

®

*

o

*

(@]
—_—
—

|
® | X<
SN———
o<

|
N~
——
o<
SN———
Ny
<

a b
1 1 2 b 1 2
V:a*b*cfli 1-X-1-X ifa**cfifldi
a a 2 a a 2 a a
X0 X0
a a
bsc 2
v-2ar *Cf(il] d(il)
2 a
X_0
a
. 1
axbxc 1 x axbxc 3
V—F—2-]1=--1 = 0-(-1
23[a]10 g 0 (VI
V - axbsx*c
6
Bekannt aus der Schulmathematik: V = %*Grundfléche* Hohe
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7.10. Mehrfach-Integrale 125

7.10.3. Allgemeine Integralein kartesischen K oordinaten

y
y =1(x)

Bild MA7103A

Eine Flache eines Rechtsecks ergibt sich aus Lange mal Breite. Die Grof3e einer infinitesimal kleinen Flachen in
Bild MA7103A ergibt sich zu

dA = dx*dy

Die Flache A in Bild MA7103A ergibt sich aus der zweifachen Integration

-y ]| ofo

x=aly=0

Mit der Lange

f(x)

f(x)
1(X) f dy =y
y=0

= f(x)
0

|1&1%t sich die Flache beschreiben durch:

A = 7f(x)dx

X=a

Diesesist dieallgemeine Herleitung, weshalb die Flache A in Bild MA7103A durch dasobere Integral berechnet
werden kann.
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126 7. Integralrechnung

(%)

Ji®)

Bild MA7103B

Fur die Flache A in Bild MA7103B gilt:

b | 1,00

A:ffdxdy:f fdydx

x=a [y=f,(x)

f,(9
[ &y = 50 - 0
y=f,(x)

b
A = f [fz(x) - fl(x)] dx

Dieses war auch schon durch Anschauung ersichtlich.

Die Volumenberechnung des letzten Kapitds 18f% sich auch durch dreifache Integration Volumenel ementes
erkléren:

dV = dx*dy*dz

X,y)

f
V= [[[av = [[[fxydzdyax = [ [ Z(O dxdy = [ [ftxy)dxdy

v @ (¥)(y)(z=0) () B ()

Beigpidl: allgemeine Berechnung der Kreisflache des Einheitskreises
1 #/1-x2 1 1-x2
A= [[dA = dydx =
L N B R
1
A = nyllfxzdx
x=-1
1
A - 2 4ix/1-x2 + Larcsin)
2 2 -
A = 2*i

7))
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7.10. Mehrfach-Integrale 127

7.10.4. Flachenberechnung in Polarkoordinaten

Fur manche Flachenberechnungen (z.B.) Kreis ist es angebrachter in angepaldten Koordinaten zu rechnen. Zur
Berechnung der Kreisflache sind dieses sicherlich Polarkoordinaten.

/

y

Bild MA7104A

Nach Bild MA7104A ergibt sich das Flachendement dA mit der radialen Lange dr und der Lange in Winke-
richtung r*de:

dA = dR* (Rdg) = RdRdp

A = f f RdR do
(R(e)
Beispid: Der Flécheninhalt eines Kreises mit dem Radius R, ist mit Hilfe der oberen Formel zu be-
rechnen.
Ldsung 1: Ldsung 2:
R1 -21': 21 [ R1
A = Rdp|dR A = RdR|dg
R[0_¢[O ¢[O_R[O
Ry 21 2r 1 R]_
A:wa drR Af—RZ] de
R=0 =0 ed? R-0
R1 21 1
= A= [=R?
A f[RZn]dR fz 1 do
R=0 ©=0
R, 27
A:ZW*iR :n*Rlz A:Ef(p :—Rlz*Zn
2 R:0 2 (p:

Bei der Losung 1 wurde erst Giber den Winkd integriert und dann Uber den Radius. In diesem Fall ist die
Reihenfolge egal, da die Grenzen von der anderen Koordinate unabhéngig sind. Bei Mehrfach bzw. Doppélin-
tegralenist dielntegrationsreihenfolge zwar immer beliebig. Aber nicht immer 1803t sich die Umkehrfunktion der
Grenzen bilden, so dai3 die Grenzen nur in Abhangigkeit einer Variablen angegeben werden kénnen. Bei der
Ldsung 2 wurde erst Uber R und dann Gber @ integriert.
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128 7. Integralrechnung

y

R(¢)

P, \ P, X

Bild MA7104B

Die Flachein Bild MA7104B soll berechnet werden

gegeben: ®1, ¢ R(¢)
A = ffdA = ffRdR*d(p
@, -R(<P)
A = f f RdR| d¢
¢=¢, |[R=0

b2 1 R(e)
A- | ledR} do

J 2 R=0

P=0,

1%

2

A = B f R(¢p)de

P=0,
Aufgabe 7.10.2 ¢ rechnen
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7.10.5. Integralein Zylinderkoordinaten

In den letzten zwel Unterkapiteln, erhielt man ein Flachenelement

Polar: dA = (R*dg)*(dR)
Kart. dA = dx*dy

durch Multiplikation der Langen in Richtung der Einheitsvektoren. Ebenso setzt sich das Volumenelement durch
Multiplikation der drei Einheitsrichtungen zusammen.

dV = dx*dy*dz kartesischen Koordinaten
Das Volumenelement in Zylinderkoordinaten setzt sich ebenfalls aus den Langen in den Einheitsrichtungen
inR dR
in¢e Rde
inz dz

zusammen: dVv = (R*de)* (dR)* (dz) = R*dR*dg*dz

Obige Forme 1&f%t sich auch als Erweiterung der Flache in Polarkoordinaten mit zusétzlicher Multiplikation in
z-Richtung erkléren.

Wenn man eine Koordinate konstant setzt so ergeben sich Flachen. In Kartesischen Koordinaten sind dieses
Ebenen z.B. y = const ist eine Ebene paralle zur x-z-Ebene. In Zylinderkoordinaten kénnen die drei Variablen
R, ¢ und z konstant gesetzt werden. Die Flachenelemente in Richtung der verbleibenden Koordinaten werden
dann zum Flachenelement multipliziert:

R = const Zylinder-Mantelflache

dA = (R*de)*(dz) = R*de*dz

z = const Kreisscheiben

dA = (R*de)* (dR) = R*dR*d

¢ = const Halbebenen (weniger von Bedeutung)
dA = (dR)*(dz)

Beispid 1. Das Volumen eines Hohlzylinders mit den AuRenradius R,, den Innenradius R, und der Lange
| ist zu berechnen.

I R 2n
V:f f fd(p*R*dR*dZ

z=0 R=R, ¢=0

Wegen der Unabhéangigkeit der Grenzen 183t sich umformen:

[ R, 2n !
V- RAR| « [ [ do| = | [ dz
_R[R1 q,[o 2[0
1 R, 2n |
V = _RZ] * * |Z
12 R-R, ¢=0 | jz=0
V- %(RfRf)]*[an*m = w(R; -~ Rl
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130 7. Integralrechnung

Beigpiel 2: Das Volumen eines Zylinders aus dem konisch ein Anteil herausgeschnitten wurde nach Bild
MAT7105A ist zu berechnen:

| z=h

= Ny >
~
~
~

y4 y

Bild MA7105A

Das Volumen |al% sich mathematisch beschreiben durch die Grenzen

R=0 z=0 ¢=0
R= zZ = h*i ¢=2n
a
hR
27 a a
V = dzxR+dR+dg
L

Die Integration von ¢ unabhangig ist, kann diese multiplikativ separiert werden:

2n a h% a hB
V= |[el* dz*RdR = 27 [z | @ RdR
I I

a a
V- Zn*fh*i*RdR . ﬂf R%dR
a a
R=0 R=0

a
V = —Zn*h*lRS
a 3 |rR=0
V = iJt*h*az
3
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7.10. Mehrfach-Integrale 131

Beispid 3:

e

Bild MA7105B

Von der oberen dargestellten Anordnung (el ngeschnittener Zylinder) sollen berechnet werden:
a) die Oberflache des Zylindermantel flache A.

b) das Volumen V

a) Zylinder mantelflache A

Aus Bild MA7105B ergibt sich die Hohe der Zylindermandelfléache in z-Richtung

h(x) = h, + hxx x>0
I:zl

Da hier besser (nach der Form der Geometrie) in Zylinderkoordinaten gerechnet werden solle, wird ersetzt:
X = Ry* cos(¢) -90° < ¢ < 90°

und oben eingesetzt ergibt:

h() = h, + h*cos(e) -90° < ¢ < 90°

Das Flachendement fur Zylindermande flachen betragt:

dA = R*d*dz
90° h(p)
A=|[|dA =4 dz+R*de
el
%0°
A = 4 [h(g)+R;+de
¢=0

-
A = 4R, f [h, + h,*cos(@)]de
¢=0

p=90°=m7/2

>
|

= 4R1[h2*(p + h,xsin(e)

¢=0
A - 4R-[hz*g + h,[sin(90°)] - én(Oo)]}

A = 2R*T*h, + 4R;h,
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132 7. Integralrechnung
b) Volumen
dV = dz*R*dR*d¢

2n R hp2)

f f f dz+R+dR=d

¢=0 R=0 z-0

<
I

2 R1
V = h(p,2R+dR+d¢
¢[0 R[0

=
—~
S
N
|
=y
N
+
|2
x
x
[\
o

=
—~
iy
o
|

hl
- h, + —Recos(p)
Rl

m2 (R h
V =4 h, + —=R=*cos(¢)
R

R=0 | 1

RdR}d(p

i " 2
h,*R + ?COS((p)R Rpde
1

2 |Ry h Rl
Vo= 4[ f —2+R? + L cog(@)R® de
2 3R, R=0
0=0 [R=0
/2 2 2
h,*R h,*R
V=422 d
[ { 5 3 —0s(e)[de
©=0
h h /2
V - 4R} | 2o + —xsin(e)
2 3 p=0
V = Rlz*hz*n + %*hl*Rlz
Aufgabe 7.10.3 aund 7.10.4 rechnen
Version1.4 22. Dezember 2000
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7.10.6. Integralein Kugelkoordinaten

Ein Punkt in Kugelkoordinaten wird reprasentiert durch die drei Werte:

r - Abstand vom Ursprung
¢ - Winkd in der x-y-Ebene projektiert
U - Winkel von der z-Achse zum Punkt

7.10. Mehrfach-Integrale 133

Weitere Einzelheiten sind im Kap. 4.1.2.3 und Kap. 6.12.7.3 zu ersehen. Linienelemente in Richtung der
Koordinatenrichtung (gleich der Richtung der Einheitsvektoren) sind nach Kap. 6.12.7.3:

dr in r-Richtung
rrsin(®)*de in ¢-Richtung
rdo in U-Richtung

Das Volumenelement ergibt sich die Multiplikation oberer drei Langen:

dV =r?dr sin(d) db de

und das Volumen in integraler Form
V=([[dV=][[r?drsin(®) dd dp
r = const

(Flachen in & und ¢-Richtung)

dA = r2sin(®) db de

¢ = const (Flachen in r und ¢-Richtung)
dA =rdr db
U = const (Flachen in r und ¢-Richtung)

dA =r dr sin(0)de

Beispidl 1:

Das Volumen einer Kugel mit Radius aist zu berechnen.

V = [[] r2sin(®) do dr de

a it 21
V = r2xdrl+ [sSin@®)dbj+ [ de
I'[O ﬁ[O ¢[0
1 ] @ 180° 2n
V = |=r 31 *| —cos(D) *| @
13 r-0 =0 | Jp=0

V- %as*[,(,l) - (-1)]+2r

V = ina3
3
Version1.4 22. Dezember 2000
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Kugel oberfléachen

Hal bebenen

Kegel oberflachen
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134 7. Integralrechnung
Beispiel 2:
Die Oberflache einer Kugel mit Radius aist zu berechnen.

2r  180°

A= [[dA = r2sin(®) dode
=L
r =a=const
[ 2n 180°
A = a%4 [del|< [ sin(®)db
5{; 6{;
2n 180°
A = a’+e -cos(D)
| lp=0 0v=0

A = @ 21*[(-1) - (-1)] = 4n&

Beispid 3:

Die Mantelflache eines Kegelsist zu berechnen.

Z
=3 —
\ 1Y)
h I,
\ R
Bild MA7106A
2n
A:ffdA: f frdrsn(ﬁ)d@
¢=0 r=0
. a
sin(®) = const = —
r
a 27 fy
A = — = [ dol+ | r=dr
! (pf=o r[0

a 1-2

A = —2mxry = mHakr,
r
1

Aufgabe 7.10.5 rechnen

Versonl.4 22. Dezember 2000
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7.11. Anwendung der Integralrechnung

7.11. Anwendung der Integralrechnung

7.11.1. Bogenlange

Yy y=fx

Steigungsdreieck

N
s Hay

| dx |

o]

Bild MA7111A

Nach Bild MA7111A &% sich die differentielle Bogenlange ds mit Hilfe des Pythagoras bestimmen:

ds = /(dx)? + (dy)?

2
ds = |1 + [%) wdx = 1 + (y)?dx
\ X

s:fds

1+ (y)2dx

(2]
I
—

x
I
QD

Die Bogenlénge einer Funktionskurveim Intervall [a,b] ist nur abhéngig von der Steigung im Intervall.

Aufgabe 7.11.1 arechnen.

135
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136 7. Integralrechnung

7.11.2. Volumen von Rotationskdr pern

a) Annahme; Volumen begrenzt durch untere Angabe und rotiert um die x-Achse
x=a y =fi(x)
X=b y =14(x)
y
folx)
/
— Rotationsrichtung
v
,\ x
a b u

Bild MA7112A
Das Volumen der Anordnung nach Bild MA7112A 181} sich berechnen aus differentieller Lange in x-Richtung
dx multipliziert mit der Flache A senkrecht zur x-Richtung:

dVv = A*dx

Die Flache A senkrecht zur x-Richtung ist die Flache einer Kreisscheibe mit dem Aufenradius f,(x) und dem
Innenradius f,(x):

A = i) - fx)
Daraus ergibt sich das Volumen

V= [dV = [Adx

V-m ;[fzz(x) - 12(x)] dx

Aufgabe 7.11.2 arechnen.
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7.11. Anwendung der Integralrechnung 137

b) Annahme: Volumen begrenzt durch untere Angaberotiert um die y-Achse
x=a y =fi(x)
x=b y = fi(X)
v
QQO ]1;7(‘5) P
N
&
A
S 4 S
-9 | —
X
&
Q©
7 ) e
] X
a b
Bild MA7112B

Fur das Volumeneement ergibt sich nach Bild MA7112B
dV = A*dx

mit A als Mantelflache eines Zylinders (Kreisring)
A = 21x[f,(x) - f,(X)]

Daraus ergibt sich das Volumen

V= [dV = [Adx

b
V= 2n f [fz(x) - fl(x)] Xk dX

Aufgabe 7.11.3 arechnen.
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138 7. Integralrechnung

7.11.3. Oberflache von Rotationskorpern

y

) =y&)
/f y
ds
=
/
/'\ x
-~/
Rotationsrichtung
Bild MA7113A

Das Oberflachenelement des Rotationskérpers um die x-Achse nach Bild MA7113A ergibt sich der Lange ds

multipliziert mit der Rotationsdénge I (x):

dA =1(x)*ds
1+ [y'(x]?dx (Kap. 7.11.1)
I(X) = 2r*y(X) (Kreisumfang)

A = fdA = fl(x)ds

A = any(x)* 1+ [y'(9]1% dx

Aufgabe 7.11.4 arechnen.

Versonl.4 22. Dezember 2000
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7.11. Anwendung der Integralrechnung 139

7.11.4. M assentragheitsmoment

Ausder Physik (Mechanik) bekannt ist das Massentragheitsmoment eines punktférmigen Koérpersim Abstand ;.

0, = R’ m
Fur n Einzel-Massen ergibt sich das gesamte Massentrégheitsmoment durch Aufsummierung

0 -) R «m
i-1

Aufsummierung, da denkt man mathemati sch gesehen an den Grenziibergang zur Integralrechnung. Damit kann
das Massentrégheitsmoment beliebiger Korper berechnet werden. Obige Gleichung als Integral geschrieben
ergibt:

0 - f R? * dm
Bei Annahme konstanter Dichte (dm = pdV) gilt:
0 = p[R*dV Q)
y
o — Interessant ist in erster Linie das
dx——= £ dy Massentrdgheitsmoment von Rotationskérpern,
? | del weil el ektrische Antriebe meist aus Rotati onskor-
£ pern bestehen. Bei Annahme eines Rotationskér-
dy ! pers um die x-Achse nach Bild MA7114A erhalt
man fir das rotierende Element (dx, dy) das
~ x Volumenelement
a b .
Rotationsrichtung Bild MA7114A

dv = dA*I(x,y) = dx*dy*I(x,y)
mit der Lange l(x,y) als Rotations@nge des Elementes (dx, dy)
I(xy) = 2n*y
Damit kann das Volumendement in der Form
dVv =2 y dx dy 2

angegeben werden. In (1) ist R der Abstand zur Rotationsachse. Nach Bild MA7114A ist der Abstand zu Rota-
tionsachsey

R=y (©)
Mit (1), (2) und (3) ergibt sich
O =p[[ y*2rydydx

Erst wird Uber y integriert und dann Uber x. Die Grenzen lassen sich aus Bild MA7114A ablesen

b | LM
0 =2mp y > dy| dx
x[a y={(x)

b
0 - %p [ [f;‘(x) - £49] ox

Aufgabe 7.11.5. rechnen.
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140 7. Integralrechnung

7.11.5. Flachenschwer punkte

A
—

(S

=)
Z

Bild MA7115A

Im Diskreten (endliche Fléachen) erhdlt man den Fléachenschwerpunkt in der einer bestimmten Richtung, indem
die mit dem Abstand gewichteten Flachen aufsummiert werden und durch die Gesamtflache dividiert wird:

. - ZXiAi B ZyiAi
© XA =Y A

Aus Bild MA7115A erhdt man:

Ai = yi*AX Ai = Xi*Ay

Somit kann der Schwerpunkt angegeben werden as.

w - D XY Ax y. - > Y% Ay
S Y v Ax S Y x Ay
y y
d-_
i) X2(%)
2(X
.) ]( ) ol xl(X)
] X X
i |
a b
Bild MA7115B

Fur die Bild MA7115B dargestellten Fléachen ergeben sich mit dem Grenziibergang

Y - | A - d
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7.11. Anwendung der Integralrechnung 141

und der Fléche
b d

A= [0 - va0fax = [ Poly) - X, ()] dy
X=a y=C

die Schwerpunktkoordinaten

[ = %)) yely

—a

b
o Ly vk

X=a y

c

wobei durch den Grenzilbergang auch ersetzt wurde (vergleiche Bild Ma7115A und MA7115B):

Yi = YaX) - Yi(x) Xi = XoY) - Xo(Y)

Aufgabe 7.11.8 b rechnen

7.12. Vektoren und Linienintegrale

7.12.1. Der Begriff Linienintegral an Beispielen

Beispid 1: Zusammenhang: Potential - Feldstarke eindimensional
- Y
I
A
I
U, 5
~ E - @
o *
Bild MA7121A
eindimensional: de = -E,dx
2 2

fd(p =@, -9, - ffEx*dx
1 1

Obere Forme gilt nur fir eindimensionales Linienintegral.
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142 7. Integralrechnung

Beigpiel 2: zweidimensionales Beispie
Yy U
() = —2#x
, a
% Y
= ——
oL, b y
X
Bild MA7121B
U
E, - 9 - 7a=‘P
a OoX
E = 7& = 7a=(p
y b oy
E - —grad(e)
Q- = 'EX*AX = 'Ex*a: Uq
¢,- 9, =-E*Ay=-E*b=U,
=> auf zwel verschiedenen geometrischen Wegen ¢, - @, berechnet
Beigpiel 3: Potential berechnung, zweidimensional aus der Feldstérke

Bild MA7121C

U, = “E*As, = -E;*As +Cos(<E,AS) = -E,*AS
— — — 3 —
9, @, = (U + U, + Uy = ~(Ej*AS, + E,<AS, + E3*AS)) = > E;+As
i=1

@, P, = ffﬁ*d§
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7.12. Vektorenund Linienintegrale 143

Beispiel 4:

Hds = |
Cl
Hxds = -1
CZ
Hxds = 0
C3
Hxds = 1
2
CA
C R
3 Hds - |
CS
Bild MA7121E
Aus Bild MA712E falgt, dal3 das Integral u.U. wegunabhangig ist.
rotv = 0.
7.12.2. Definition
| = [ axds
!
Aussage: Esist das Skalarprodukt aus Vektor a und Linienelement ds zu bilden und tiber den Weg C zu

integrieren, wobel ds in Richtung des vorgegebenen Weges C gerichtet ist.

7.12.3. Parameterdar stellung des Weges C

Um oberes Integral zu berechnen, kann der Weg parametrisiert werden. Als Wiederholung der Parameterkurve
des schiefen Wurfes (Erdbeschleunigung awird in negativer z-Richtung):

VOX XOJrVOX*t
x=|o0 -V - v s-x Yo Vot
-a Vg, axt zo+v()x*t—%at2

Oberes X ist die Parameterdarstellung der Bewegung des schiefen Wurfes.

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Wworl\ma2\M A2 Skript. WPD



144 7. Integralrechnung

Allgemeine Beschr eibung des Weges

X(t)
s =] vy
Z(t)

Bildung des Linienelements ds dur ch Differenzieren

%*dt
dx X
ds =1 dy| = %*dt ds = | y|=*dt
dz Z
z*dt
dt

Es gibt bekanntlich viele verschiedene Wege vom Punkt A nach Punkt B.

0

A=|o0 B -
0

a) Weg in Koordinaten-Richtung

0 1
b) Direkter Weg P,=]0]-C~Py=|1
0 1
L ésung: a) Der Weg wird aufgeteilt in die drei Einzelwege
1
C, S = ds = dt t=0..1
0 0
1
G, s=|t ds = dt t=0..1
0
0
C; S = ds =] 0|adt t=0..1
t
b)
t
G s=|t ds = dt t=0..1
t
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7.12. Vektorenund Linienintegrale 145

7.12.3.1. Zahlenwertbeispiele

Beispid 1. Gegeben it das Vektorfeld

a = grad(e)
mit

¢ =X*y + 2%y

a) Esist das Linienintegral
52
| = f axds
51
Zu bilden mit
0 2
P, =| 0fund P,=|3
0 4
al) Esist der Weg in Koordinatenrichtungen (erst x dann y danach z) zu parametrisieren und anschlie3en

|, zu berechnen.
a2) Esist der direkte Weg zu parametrisieren und anschlief3end das Integral 15 zu bilden.

b) Esist die Differenz

lc = (P(Isz) - (P(Isl)

zu bilden
L ésung:
¢, 2xy
a - grad(p) - | @,| = | x*+2°
0] 32y
al)
t X 0
I, =>Weg C, S = =y ds=|0|dt t=0..2 a-|t?
0 z 0 0
2 X 0 22t
I,=>WegC, s=1t] =1y =] 1|d t=0..3 a-1 220
0 z 0
2 X 0 2x2%3
l,=>Weg C, s=]3| =1y ds-|0Jdt t=0..4 a-=| 2+°
t z 1 3xt243
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, [0 1
I, = t2| |Ofdt = O
‘[0 0 0
3 4t 3
l, = 4| |1fdt = [4dt = 12
U8 I B e
. 12 0 . o 4
Iy = f 4+t3 | | 0]dt - fgtzdt - =t® - 192
-0 ot 2 1 t=0 3 t=0
2t X 2
a2) lg => Weg C, §=| 3| =|y ds =] 3]|dt t=0..1
4t z 4
lg = [axds
!
L[ 2@)+3)) (2
lg = f (20)%+(40)° | | 3]dt
=0\ 3x(4)2+(3r)) (4
L 12t2 2 N
lg = f 4t2+64t°%| [ 3fdt - f(24t2 +12t% + 192t3 + 576t %)t
t=0 144t3 4 t=0
1 1
lg = f(sest2 + 786t3dt = |12t3 + 192t4 = 204
t=0 =0
b) ¢(Py) - 0
o(P,) = 22+3 + 443 = 204
Fazit: Dasgleiche Ergebniswurde auf drei verschiedenen Arten berechnet. Das Ergebnis ist wegunabhéngig

und 183 sich aus der Differenz der zu gehorigen Skalarfunktion bestimmen wenn gilt
a - grad(e)

fﬁ*d§ = (P(Isz) - (P(Isl)

Py

Das einfachste wére, wenn méglich, die Potentialfunktion ¢ zu suchen, siehe Kap. 7.12.3.2.
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7.12. Vektoren und Linienintegrale

Beispiel 21 Fur das Vektorfeld
yZ

a-|z
X4

sind auf gleichen Wegen wie bei Beispid 1 die Linienintegrale zu bilden

a) I, = [dxds und lg = [dxds
! !
t X 1
a) C, => s=(0] =1y ds=]0fd t=0..2
0 z 0
, [ 0) (1
l, = 0| [ofdt = fodt - 0
t\=/‘0 t4 0 f
2 X
C, => s=|t] =1y ds=]1|fdt t=0..3
0 z
. (t?) [0
l, = 0| |1]dt = {odt = O
t[(; 24 0 f
2 X 0
C, => s=|3] =1y ds=|0|dt t=0..4
t z 1
4 32 0 4
Iy = ts 0dt:f16dt:64
t=0 24 1 t=0
2t X 2
b) Ce => s=|3t| = ds =] 3|dt t=0..1
4t z 4
| @3 (2 |97 (2
lg = (43| | 3dt = f 64t3| | 3| dt
Ol (@) (4 =0 | 16t4) \4

1

lg = f(18t2 +192t3 + 64t%)dt = = 66.8
0

1
6t3 + 48t* + 12.8tfl
-0

Anmerkung:  Wieso gibt es hier unterschiedliche Ergebnisse? Antwort darauf im folgenden Abschnitt.

Versonl.4 22. Dezember 2000
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148 7. Integralrechnung

7.12.3.2. Versuch: Darstellung des Vektorfeldes durch den Gradienten einer Skalar funktion

Gegeben ist das Vektorfeld

a,
a-axys -|3al -|axy2
a,

a,(x.y,2)

a,(x,y,2)

Es soll versucht werden, eine skalare Funktion zu finden, fur die gilt:

a = grad(e)

Einsetzen der Definition fir den Gradienten liefert:

o
OoX
_| e
grace) - | o)
e
oz

I

Q

I
Lo op

Ein komponentenweiser Vergleich ergibt

o _
oX &
o _
oy %
o _
0z %

Wie kommt man von den partiellen Ableitungen zu der Funktion selbst? Antwort: durch Integration:

¢ = f@(x,y,Z)dX + Cl(y!z)

(P = f%’(x!y!z)dy + CZ(X!Z)

¢ = faz(x,y,Z)dZ + CS(X!y)

Anmerkung 1:

Anmerkung 2:

Version1.4

Da beim Bilden der partiellen Ableitung, Funktionen, die von anderen Koordinaten abhangig
sind, wegfallen, muf3 die zugehdrige I ntegrati onskonstante als eine Funktion der restlichen Ko-
ordinaten angesetzt werden.

Es gibt drei Bestimmungsgleichungen fur ¢. Alle drei missen verglichen werden. Ist keine
Ubereinstimmung herzustellen, ist esnicht moglich dieVektorfunktion durch einen Gradienten
darzustellen.

22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



7.12. Vektorenund Linienintegrale 149

Beigpidl 1: Es soll versucht werden, die Vektorfunktion aus Beispiel 1 (Kap. 7.12.3.1)
2xy

a=| x%z°
3z%

als Skalarfunktion darzustellen.

L dsung:

a = 2xy @ = [a*dx = [2xy*dx
a=x"+2’ ¢ = [a*dy = (X +Z)*dy
a = 32%y ¢ = [a*dz = [3Z%*dz

¢ =Xy + Cy(y,2)
@ =Xy + 7%y + CyX,2)
@ =2 + Cyx,y)

Umsortieren:

¢ =xy +Cyy,2)
@=xy +7%y +Cyx,2)
¢ = Cy(x,y) + 7%

Vergleich: Ciy,2)=z%y Cy(x,2=0

=> = xty+Zhy

Beigpiel 2: Es soll versucht werden, das Vektorfeld aus Beispiel 2, Kap. 7.12.3.1
yZ

a-| z;°
X3

als Skalarfunktion darzustellen.

L dsung:

&=y ¢ = [ardx = [y*dx
8 =2 ¢ = [a*dy=[z*dy
a=x' @ =[ardz=[x*dz

@ =y*x + Cy(y,2)
¢ =72y + Cy(x,2)
@ = X"z + Cyx,y)

Auch durch Umsortieren ist keine Ubereinstimmung festzustellen. Damit ist die Funktion & nicht durch einen
Gradienten darstellbar.
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150 7. Integralrechnung

7.12.3.3. Rechenregeln Linienintegral

Die Vektorfunktion

a,(x.y,2)
a-| axy?
a,(x,y,2)
lar’t sich als
a = grad(e)

darstellen, wenn gilt

rot(@ =0

Beweis: rot[grad(e)] =0 (Kap. 6.12.6)

In einem wirbelfreien Feld (rot(d) = 0) ist dasLinienintegral wegunabhangig, wenn sich die unterschiedlichen
Wege in einem zusammenhangenden wirbelfreien Gebiet befinden.

Anschauliches Beispiel:

Im inneren eines Leiters gilt: rot(H) # O
Im &uReren eines Leters gilt: rot(H) = O
Alsoist das Linienintegral:

fH*dS

aulRerhalb eines Leiters wegunabhéngig, wenn sich die Wege in einem zusammenhéngenden Gebiet befinden
dazu siehe Bild MA71234A

Py

C, G, alle Wege von P, nach P

C G

Bild MA71234A

Hxds = [Hxds » [H=ds = [Hxds
A
DieWege C, und C, sowie C; und C, sind in einem zusammenhangenden Gebiet, nicht aber dieWege C, und C,.

Esd sbriicke: Zusammenhangenden Gebiete lassen sich umkreisen und mit eéinem Band zusammenziehen.
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7.12. Vektorenund Linienintegrale 151
Zweite M dglichkeit das Potential eines Vektorfeldes zu berechnen:
Wenn das Feld quellenfrei ist (rot(d) = 0) kann, wie beim einfihrenden Beispiel, das Potential berechnet wer-

den, indem in Koordinatenrichtung integriert wird:

X y z
¢ = [a(t,0,0)=dt + ay(x,t,O)*dt + [ a(xy,t)=dt
t[(; t[O t[O

Beispiel: Es soll versucht werden, die Vektorfunktion aus Beispid 1, Kap. 7.12.3.1 und Kap. 7.12.3.2
2xy a(t, 0,00 =0

a-=| x%z° a(xt0 = x?2
32%y axyt) = 3ty

als Skalarfunktion darzustellen.

9 9 2xy €
OX OX
" 0 - d 2 .3 -
=|=[xg=|— x“+z
rot(a) 3y a 3y €,
0 0
— - 3z e
0z 0z v e
9 X2z K NY K 3
ay ox ox
rot(a) = € 5 s 5 + €% 5
= 3%y = 3z 9 x%iz
0z 0z ay
rot(d) - €+(3z% - 3z%) - €+(0 - 0) + g(2x - 2X)
rot(@ =0 => a ist durch Skalarfeld darstellbar

nach obere Formd!:

X y z
@ = [Oxdt + [x2xdt + [3tZxy=dt
U )
4
¢ =0+ X2t Y + |3+
t=0 t=0

¢ =x*y + 2%y
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152 7. Integralrechnung

Zusammenfassung

fa*d§ =1 s: P, - P,

(s)

A] rot(@ = 0 => a = grad(p) => wegunabhéngig

I = (P(Isz) - (P(Isl)
X y z
Al] o(x y,2 = [aft,0,0)dt + (x,t,0)dt + [ @y, t)dt
/ |0 ]

A2] @ = [axdx +fy(y, 2)
¢ =[a*dy +fyX, 2)
¢ =[a*dz+fyx,y)

B] rot(@ = O = wegabhangig

(Methode B immer méglich, aber aufwendiger)

X X =X x(t)
s: P - Py S =[] o |ya ot = |y
x5 (z-z )

X(t) = X + (X5 - X)*t
y(t) =y + (y2 - y)*t
Z(t) =z, + (2, - Z)*t

gerader Weg t=0..1

[ 3x®.y0. 201 (%%
f ads - alx®, y®), 201 | |y, ~ o *dt
=0 | ax(®), y), 201 |z -z

Wenn der Weg aus mehreren Teilwegen besteht, miissen die einzel nen Integral e zum Gesamtweg addiert werden.

Versonl.4 22. Dezember 2000
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7.12. Vektorenund Linienintegrale 153

7.12.4. Umlaufintegral

anderer Namen: - Ringintegra
- geschlossenes Integral

Diesesist ein Linienintegral wasfir einen geschl ossenen Weg von einem Punkt zum gleichen Punkt definiert ist.
Dieseswird durch einen Kreisim Integral zeichen gekennzeichnet.

Beispiel Anwendung:

=

H

Bild MA7124A

Das geschlossen Integral H+ds ist gleich dem umschlossenen Strom, 3. Semester.
Fur wirbelfreie Felder [rot(d)=0] gilt:

jﬁa’*d?a -0

7.12.5. Integral-Sétze

Ohne Ableitung soll angegeben werden:

Satz von Green fur die Ebene:

0Q oP
(Pdx + Qdy) = [— - —] dxdy
RfG {G) oX ay

Satz von Stokes:

f f rot(V)dA = jﬁ vds

) RVA

Satz von Gaul3;

jﬁjﬁVdA = fffdiv(V)dx dy dz
©)

Au.G
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154 8. Reihen

8. Reihen

8.1 Einfuhrung

Was sind Reithen? Dazu sollen in dieser Einfilhrung einige Begriffe abgeklart werden:

- Zahlenfolge und Reihe
- Bedeutung der Reihen
- Begriffe von Folgen
- Begriffe von Rethen

8.1.1. Zahlenfolge und Reihe

Am einfachsten zu verstehen ist der Begriff der Zahlenfolge. Die Zahlenfolge ist eine Aufzéhlung von Zahlen,
nach einer bestimmten Vorschrift. Manchmal ist diese Zahlenfolge ein Abbild der natirlichen Zahlen. Die ein-
fachste Zahlenfolge sind die natiirlichen Zahlen selbst:

0,1,2,34,5 e

aber auch das Quadrat der nattirlichen Zahlen

0,1,2,4,916,25, ...cccoccvvrurenne

oder die Inversen der natiirlichen Zahlen

sind Zahlenfolgen. Allgemein 1813 sich eine Zahlenfolge schreiben

[30,] &1 B gy Bgevveveenreneee.

Der Begriff der Zahlenfolge ist nun bekannt. Was ist nun eine Rethe?
Eine Reiheist die Aufsummierung von Zahlenfolgen
R==g+ta+atag+a,teeenn.

R-Xa

?
i=0

Die obere Grenze ist noch nicht bekannt. Diese soll im Abschnitt 8.1.4. behandelt werden.
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8.1. Einfihrung 155

8.1.2. Bedeutung der Reihen

In diesem Abschnitt soll die Bedeutung der Reihe erklart werden.

Wenn man mit dem Taschenrechner € eintippt, was passiert dabei? Der Rechner berechnet den Funktionswert
mit Hilfe einer Reihe.

Beispiel:

02 _ 02 022 0.23 0.2 0.2°
e =1+ ==+ + + + +
1 12 1%2+%3 1%x2x3%x4 1x2x3%4x%5

= 0o
e02 -y~ 0.2

ico !

Manchmal (Taschenrechner) erfolgt die Berechnung auch mit Hilfevon zwei Reihen, diedurcheinander dividiert
werden:

X' r R _Xa

b R, X b
Eine weitere Bedeutung erlangen die Reihen dadurch, dal3 komplizierte Ausdriicke durch Rethenentwicklung

analytisch zuganglich gemacht werden kdnnen. Beispid: DasIntegral [[sin(x)/x]dx hat keine Standardfunktion
als Losung. Durch Reihenentwicklung erhélt man eine Lésung.

R

Eineweitere Anwendung ist diskrete Regel ungstechnik und diedigital e Signal verarbeitung, wo viel mit Summen,
auch der Potenzen der natiirlichen Zahlen gerechnet wird.

Nicht sinusférmige periodische Vorgange lassen sich mit Hilfee ner Summe von Sinusschwingungen darstellen,
Kap. 9, 3.Semester.
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156 8. Reihen

8.1.3. Begriffe von Folgen

a) Bildunggesetz

Eine Zahlenfolge heifdt rekur siv, wenn das folgende Element aus seinem Vorganger mittels Bildungsgesetz be-
rechnet wird.

Beigpidl 1:
Bildungsgesetz
Nr. flaa o e A, a . rekuriv gl\(/:ht rekur-
1 2 K 3 16 32 N a.,=8*2 g =2
2 /2 (14 |U8 1/16 1/32 ... lm=12 a,=al2 a =(1/2)
3 3 PP 7 31 243 ... la=3 a.,=a8*3 g =3
A 6 |12 |4 48 96 ... |la=6 a.,=8*2 a = 3*2
5 "a*q @ g” g’ g a* g .. |m=ag  a,=a%q a = aq
6 fo [ K o q” . =9 ag=arq g =atq’
7 1 R 3 A 5 . =1 a,=a+1l B =i
8 /1 |12 /3 1/4 1/5 =1 = 2 =1/i
2y = oo @ = Ui
0 b B 0 16 25 a, =1 a..-ar2/arl  |a=il
10 |fv1 wa |9 1/16 1/25 =1 &1~ . g = L
y = +1 1+2‘/§+ai iz
11 |[V3 W5 |7 1/9 1/11 =1/3 i1 = 2 i = 1
o AT A1 el R
P A ! 1 1 1 _, g 1
1 |12 1923 [1:243%4 |1+2+3+4x5 [~ [P~ & ™ i+ 1 & il

Manchmal gdingt es, das Bildungsgesetz von eine Form in die andere umzuformen.

Beigpidl: (Umrechnung nicht rekursiv nach rekursiv)

Die Folge Nr. 8 des oberen Beispielsist gegeben durch

1
ai - =
i
Das folgende Element ergibt sich: a, - %
|+
Das Bildungsgesetz nach i umgestellt: i = 1
g
und in a,, eingesetzt: a, - 1 -
i +1 aI +1
g
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8.1. Einfihrung 157
b) Beschr énktheit
Eine Zahlenfolge heif3t beschr ankt, wenn alle Glieder der Zahlenfolge zwischen zwei festen Werten liegen:

A<a<B

¢) Monotonie

Eine Zahlenfolge heifdt monoton fallend, wenn jedes Glied der Folge keiner als das vorangegangene oder ihm
héchstens gleich ist.

ai+1£ a1

Eine Zahlenfolge hei 3t monoton steigend, wenn jedes Glied der Folge gréiRer als das vorangegangene oder ihm
mindestens gleich ist.

a1'+12 a1

d) Alternierende Folgen

Eine Folge heif}t alter nier end, wenn aufeinander folgende Glieder unterschiedliches Vorzeichen aufwel sen.

e) Grenzwert

Eine Zahlenfolge kann, muf3 aber nicht einen Grenzwert (meist im Unendlichen) haben.

GW = lim@) meist:n=x GW = lim(a)
i-n [=e0
Beispid:
a=i = 0,1,2,4,9,16 => kein Grenzwert vorhanden , da«
a--2 = 01288 o cw=2
i+1 3 4 5

f) Konvergenz und Diver genz von Folgen

Hat die Zahlenfolge einen Grenzwert, so ist die Folge konver gent, ansonsten divergent.

g) Nullfolge

Eine Folge heif3t Nullfolge wenn der Grenzwert Null betrégt.
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158 8. Reihen

Exakte Berechnung des letzten Grenzwertes:

5
6

116" 21"

8 11 14
1!

| 3+ 2
GW - lim {3! *2} lim
joco |41+ 1 iﬁoo5+i
i
lim {3} + |im{£}
ow - == i~} 3+0
) ) 1 5+0
lin{s} + lim {_}
o imeo (i
Version1.4 22. Dezember 2000

kein GW, divergent, keine Nullfolge, nicht alternierend

GW = 0, konvergent, Nullfolge, nicht alternierend

GW = 1, konvergent, keine Nullfolge, nicht alternierend

kein GW, divergent, keine Nullfolge, alternierend

GW = 0, konvergent, Nullfolge, alternierend

GW = 3/5, konvergent, keine Nullfolge, nicht alternierend
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8.1. Einfihrung 159

8.1.4. Begriffe von Reihen

a) Endliche und unendliche Reihe

Hier soll diein Abschnitt 8.1.1. offen gelassene Frage behandelt werden, welche obere Grenze bei der Summen-
bildung vorhanden ist. Bei einer endlichen Reihe werden nur eine endliche Anzahl von Reihengliedern beriick-
sichtigt, wahrend bei der unendlichen Reihe unendlich viele Reihenglieder aufsummiert werden.

n

Endliche Reihe: R=Ya n - endlich
i=0

Unendliche Reihe: R=Ya
i=0

Jeder weil3, daf3 ein Rechner nicht unendlich vie e Operation ausfiihren kann, daher miissen an einer unendlichen
Reihe gewisse Bedingungen gestellt werden.

b) Konvergente Reihe

Eine Relhe heil3t konvergent, wenn der Wert der Reihe bei unendlich viden Summengliedern gegen einen
Grenzwert geht.

c¢) Divergente Reihe
Eine Reihe heil3t diver gent, wenn der Wert der Reihe bel unendlich vielen Summengliedern keinen oder einen

unendlichen Grenzwert hat. Da Konvergenz und Divergenz wichtig sind, sollen diese in Kap. 8.2. noch eéinmal
extra untersucht werden.

d) Teilsumme

Eine Teilsummeist, wie der Name sagt, ein Teil einer Reihe.

€) Restsumme

Die Restsumme R, ist die Summevon i = n bis«

oo

R,=Xa

i=n
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160 8. Reihen

8.2. Konvergenz und Diver genz von Reihen

Satz: Eine nicht konvergente Reihe ist divergent.

Eine notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fur die Konvergenz einer Reiheist,
dai die Zahlenfolge der Reihe eine Nullfolgeist.

Beispiele 1 bis 3:
Ri=Yi=1+2+3+4+5+... => keine Nullfolge R = «
1 1 1 1 1
= Z=l+ D+ =+ =+ => Nullfolge, R =«
R - L i 2 3 4 5 g
1 1 1 1 1 n2
= = =1l = = = = => Nullfolge, R = —
R3 Z iZ 22 32 42 52 g 6
R, |keine Nullfolge, Folge divergent R, = Reihe divergent
R, |Nullfolge, Folge konvergent R, = Reihe divergent

N

ol Reihe konvergent
6

R; |Nullfolge, Folge konvergent

Aus der oberen Tabelle folgt, dal fir eine konvergente Reihe eine Nullfolge notwendig ist. Dieses reicht aber
nicht aus.

Obwohl die mittlere ReiheeineNullfolgeist, hat diese Reihe keine Konvergenz. Eine notwendige Bedingung sagt
nur aus, wenn diese nicht erflllt ist, dafl3 dann die gegebene Voraussetzung (hier Konvergenz der Reihe) nicht
gegebenist. Zu jeder notwendigen Bedingung ist zusétzlich noch eine hinreichende Bedingung erforderlich, ver-
schiedenehinre chende Bedingungen werden alsnachstesvorgestelIt. Erst mu3immer die notwendige Bedingung
erflllt sein, dann kann mit Hilfeeiner hinreichenden Bedingung, die Konvergenz festgestel It werden. Hinreichen-
de und notwendige Bedingung sind schon aus Kap. 6.13. (Extremwerte bei mehreren Abhangigen) bekannt.

a) Quotientkriterium (hinreichende Bedingung)
Geht das Verhdtnisder Betrage zwei er aufeinanderfol gender Reihenglieder gegen einen Grenzwert kleiner eins,

soist die Reihe konvergent:

lim [ E] -g<1 = konvergent
&

[

b) Wur zel-Kriterium (hinreichende Bedingung)

Wenn der Betrag des Grenzwertes aus der i-ten Wurzedl aus a kleiner als 1 ist, ist die Reihe konvergent.

konvergent: lim '\/E =q<1

|0

divergent: |imi\/§ =q>1

joco
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¢) Majorante und Minorante
Falls die Konvergenz der Reihen mit b, und ¢ bekannt ist und gilt
b<a<g
so ist auch die Reihe mit a konvergent. Das gleiche gilt fir Divergenz. Bei der Reihe b, spricht man dann von

einer Minoranten und bei der Reihe ¢, von einer Majoranten. Nach Bild MA82A erkennt man, dal’ die Majorante
die obere und die Minorante die untere Einhillende sind.

O Majorante

A\ zu untersuchende Reihe

X Minorante

( 2 4 6 8

Bild MA82A

Beispiel

- i — 11

iz=(; i2+1 g; 10 i

=> divergent

i1 v 1

10 i2+1 [

furi>1=> L => divergent
i0i2+1

d) Konvergenz alternierender Reihen

DieKonvergenzkriterien Quotienten- und Wurzel -Kriterium gelten nur fir nicht alternierende Rethen. Einealter-
nierende Reiheist aber eher konvergent als eine nicht alternierende. Sind also die Betrége einer alternierenden
Reihe konvergent, so ist die Reithe konvergent. Ansonsten sollte man versuchen, die alternierende Reihein eine
nicht alternierende umzuformen.

Beispid 4

R=1+ = divergent

N[~
+
Wl
+
I
+
vl -
+
~Nl-
+

R-Y 1

i=0 |
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Beispid 5:
R-1- 1,1 1,1 1, => betragsmafdig nicht konvergent
2 3 4 5 6
i1 _ . . !
R = Z -(-1)'= = aternierend nicht zu beurteilen
i

R = 1.1y, f1_1),f1_1 + . umgeformt

1 2 3 4 5 6
R=-Y|-- 2

ia\2 -1 2

— 2 - (2 -1
R - R G .

.z; 2 - 12
R-y_ 1

i1 4i2- 2

1 .

= = Reihe
A 4i2 - 2i

1 .
¢ - Majorante

i
b, = i*i Minorante

10 2

Majorante und Minorante sind konvergent. Zu beweisen ware:

b<a=cgc

1 1 1 1
—k— < < —
10 2 4i2-2i 2

1 1 1
k<
10 j2 4i%2- 2
4i? - 2i < 10i?
0<6i2+2i mindestens erfullt fur alei > 1

Rechte Teil der Gleichung:

1 1
< —
P2

42 -2
i2< 4i?-2i
0< 3i2-2i mindestens erfullt fur alei > 1

€) Restsummenkriterium
Falls die Restsumme konvergent ist, ist die gesamte Reihe konvergent.

R,= Y a<q gendlich = konvergent
i=n
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f) Gute der Konvergenz

Die theoretischen Mathematiker untersuchen grofdtenteils, ob eine Reihe konvergent ist. Im Ingenieurbereich
werden Reihen aber auch als Naherungd dsungen flr komplizierte Ausdriicke eingesetzt. In diesem Fall will man
keine unendliche Anzahl von Reihengliedern aufsummieren, sondern eine endliche. Man ist daran interessiert
einemoglichst geringe Anzahl von Reihengliedern zu verwenden. Wenn al so die Reihenglieder méglichst schnell
gegen Null gehen, ist eine gute Konvergenz vorhanden.

0) Integralkriterium
Ein Rethe mit den Reihengliedern a(i) ist genau dann konvergent, wenn das uneigentlich Integral

oo

f a(x) dx

X=X,

einen endlichen Wert besitzt, bei den Reihengliedern a wird dabei das"i" durch x ersetzt.

Beispid:

. 1
a = a(i) = T
ax) - =

X
Xy Xy X~ o0

1 1 l :
f a(X)dx = f Zdx = In(x) = Im{inx) - In(x)} ~ = => divergent
o X 1 X7
X=X, x=1
Beigpiel
— 1
R = —_—
.z; i2

. 1

a = al) = -
i

1
alx) = —

XZ
Xg~e Xq~eo 1
fa(x)dx = fizdx — dim )L -t =1 => konvergent
X=%y % X X| %o X %

Weitere Anwendungen der Konvergenzkriterien erfolgen in den nachsten Abschnitten.
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8.3. Geometrische Reihe

Beispice:

R

R, = +%+i+4+,,,4[1+1+i+ 1)

Die obere Rethe wird als geometrische Reihe bezeichnet.

Die Rethenglieder lassen sich explizit angeben
g=aq
oder auch rekursiv
a.1=3a"q
mit dem Anfangswert a, = a.
Die Summe der geometrischen Reihe |83t sich leicht bestimmen aus der Summebisn
S=al+q+F+...+q"+q)
und obere Summe mit g multipliziert
S*q=a@+F+ g+ ... +q'+q")
Aus der Differenz der oberen beiden Gleichungen 183t sich die Summe fiir die geometrische Reihe bestimmen:
Si-S*g=al+g+ g+ gt +d)-Aq+ g+ g+ g™
Si(1-0) = a1-q™)

lfqn+l
1-q

S =a
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8.3.1. Endliche geometrische Reihe

Die obere Forme gibt schon die Summe der endlichen geometrischen Relthe an:

Aufgabe 8.3.1 arechnen

8.3.2. Unendliche geometrische Reihe

Fur die unendliche geometrische Reihe
> axq’
i=0

soll die Summe mit Hilfe der endlichen Reihe (Kap.8.3.1) und mit Hilfe des Grenziibergangen n - « berechnet
werden:

+1
limi-a™ __1

T q l_q q <1
n-oeo 4~ -
+1
limd A g >1
1-q

Die Reiheist somit konvergent fur |g| < 1 und ergibt

- | fur [q] <1
a*xqg'= ——
.z; q l1-q

Fur |g] > 1 ist die Reihe divergent, weil das Ergebnis unendlich wird. Da das Ergebnisin Form eines analyti-
schen Ausdrucks vorhanden ist, bedarf es hier keiner Konvergenzkriterien aus Abschnitt 8.2.

Aufgabe 8.3.2 b rechnen.
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8.4. Binomische Reihe und Fakultéat

8.4.1. Definition

Der Ausdruck
fx) = (1 +x)"

in einer Rethe entwickdt, wird binomische Reihe genannt. Fir ganzzahlige m > 0 ergibt sich:

m=0 => fx)=1

m=1 => f(x)=1+x

m=2 => fx)=1+2x+x2

m=3 => fX)=1+3x+3x2+x3

m=4 => f(x)=1+4x+6x2+ 43+ x*

m=5 => f(x) =1+ 5x + 10x? + 10x® + 5x* + x°

Ausgehend von m = 1 &%t sich fir m + 1 die Reihe berechnen, durch Multiplikation mit (1 + x). Schreibt man
das Ergebnis geschickt untereinander, ist die Bildungsvorschrift erkennbar, z.B. fir m =4

@A+x)*'=1+x*1+Xx) A+3x+3x2+x)(1L+x) =
1+3x+3x%2+x3
X+ 3x%+ 33+ x*

1+4x +6x°+ 4 + Ix*

Es werden die Koeffizienten einmal verschoben und addiert. Das Ergebnisist bekannt unter dem Namen:

Pascal' sche Dreieck

1 331
146 41
1510 10 51
1615 20 15 6 1

Die jeweils untere Zahl erhalt man durch Addition der zwei oberen Zahlen.

Wie konnen die oberen Koeffizienten mathematisch beschrieben werden. Dazu die nachsten beiden Abschnitte.
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8.4.2. Fakultét:

Die Fakultét ist eine Operation auf ganzzahlige positive Zahlen. Die Funktionsvorschrift besagt, dal3 die ersten
n natlrlichen Zahlen miteinander multipliziert werden miissen.

Beispiel:
Bl = 1*2*3*4*5 = 120
M athematische Beschr eibung

Mathematisch wird die Fakultétoperation durch eine rekursive Zahlenfolge definiert. Der Fakultétsoperator ist
"I". Als Anfangswert wird definiert:

o=1
Das Bildungsgesetz lautet: (n+1)! = n!(n+1)
Daraus ergibt sich:

o=1 (Déefinition)
1=0*1=1

20=11*2=1%*2=2

3 =21*3=1*2*3=6

A =314 =1*2*3*4 =24

5l = 41*5 = 1*2*3*4*5 = 120

6! =5!*6 = 1*2*3*4*5*6 = 720

8.4.3. m uber i

Schreibweise: [m] sprich: "m tiber i"
|

Definition: Es muissen i-Briiche miteinander multipliziert werden.
- Im Nenner ist dieerste Zahl 1, die zweite Zahl zwei, diedrittedrei u.s.w.. Im Nenner
wird beginnend mit 1 die Zahl inkrementiert.
- Im Zahler wird mit der Zahl m begonnen und um 1 dekrementiert.

M mm-1 m-2 Mm-i+3 m-i+2 m-i+1
= — * kLK * *
i 1 2 3 (-2 (-2 i

M mx(m - 1)*m-2) * ...(m-i + 3)=(m i+ 2)+(m-i+1)
i 1+ 2 * 3 *...(-2 * (i-1) =x i

Beispidl 1:
6]  6+5%4%3 _ 6*5*4*3*2*1 _ 6!
4 1+2+3*4 12434 2x1 41 x(6 - 4)!

Aus dem oberen Beispid folgt:

(rin] ] i!(rrnn!fi)!
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Aus dem oberen Beispid folgt:

[:"] -0 i >m, (i, m)eN

Beispiel 3 (m - gebr ochene Zahl):

05) _ 0.5 (-0.5) * (- 1.5)=(2.5) _ £* *1/2* *3/2* *3/2* -5/2
4 1 * 2 * 3 x 4 1 2 3 3 4

Hier wird eine Null als Multiplikation im Z&hler nicht erreicht, somit ergibt sich bei gebrochenem m

[ m] =0 fari >m,ieN, meN

Beispiel 4:

4.5 _ 45%x3.5%x25x1.5
4 1 +2 %3 x4

Beispid 5:

-1/2

-1/2
-1/2 -2

-1/2 _ (-1/2)(-3/2) _ 1«3
2 1 = 2 2*4

3 1+« 2+ 3 2 6 2+4+6

~U2) | (FU2)(-3/2)(-5/2) _ ( 1/2) *( 5] _ 1:345
6

-1/2)  1+3+5%7

4 2+x4x6+8
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Beispie 6:
v2y ”
i
v2y 1
0
v2) 12 1
1 1 2
vz2y  (W(-v2) (w2 y Sl . 14
2 1 =« 2 1 4 24
1/2 Y2(-12)(-32 (V2 y 3] _ 1x143
3 1 = 2 3 2 6 2+4%6
1/2 (Y2)(-1/2)(-3/2)(-5/2) | v2 y 5] _ 1x1x3+5
4 1 « 2 *x 3 x 4 3 8 2+4+6+8
1/2 _ 1x1#3%5x 7
5 2+4x6+x8+10
Beispiel 7;
-U3) ”
i
-U3) 1
0
-U3) 1
1 3
U3y . (CU3(-43) | 13 y _4) 144
2 1 = 2 1 6 3%6
-1/3 13-4 (-73) ([ -U3 y A
3 1« 2 % 3 2 9 3x6+9
-1/3 _ 1+4x7+10
4 3+6x9x12
Version1.4 22. Dezember 2000
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Beispiel 8:

13
i

13
0

v3) _ v
1 1

(SIS

3} . (W3Y(-23) (13 y 23
2 1« 2 1

3y (W3(-23(-53) [ v3 . -5] _ 1x245
3 1 = 2 %= 3

1/3 _ (U/3)(-2/3)(-5/3)(-8/3) _ 1/3 y ;8 _ 142+5x8
4 12 = 3 % 4 3 12 3+6:x9x12

3| (13 y -11/3)  1*2+5x 8x11
3 5 3%x6+9x12x15

Beispid 9:

U2\ _ U2 312 52 -72 (2-1)2
i 1 2 3 4 7

*:!./2 _ (71)ii'*1*3*5*7""(2i7_1)

i 2t 1%2+3%4.... i
-v2y (71)ii*1*2*3*4*5*6*7....(2i—2)*(2i71)*2i

i 20 1x2+3x4...ix  2%4%6 ....+(21-2)*(2)
E e —

I 20l 2'%1%2+3x%4....

-2y (-1)'*(2i)!
[ 4 «(i?

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1/2 1 1 3 5 35 _ 63 231 423 6435

i 2 8 16 128 256 1024 2048 32768
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Beispidl 10:

v2\ _ v2 -2 -3/2 -52 ~(2i-3)2
i 1 2 3 4 7 i

fari > 1gilt:

[1{2) (1).1 1*1*3*5?| (2i-3)

2y (- 1).1 12+3%4x5%....(21 -4) *(2i -3)
i il 2+4....%(2i-4)

[1{2) _ (pyl. (2i-3)!

20 (i-2)1x22
v2) _ (-)'+(2i-3) i>1
[ 471 ilx(i-2)!
[ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1/2 1 1 1 1 5 7 |2 33 429
i 2 8 16 128 256 1024 2048 32768

Beispiel 11:  Tabellem tber i

i\m 1 2 3 4 5
0 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5
2 0 1 3 6 10
3 0 0 1 4 10
4 0 0 0 1 5
5 0 0 0 0 1

Aus oberer Tabdlefolgt:
mo_ om
0 orm!

Aullerdem ist in der oberen Tabelle das Pascal'sche Dreieck zu erkennen. Dazu mehr im folgenden Abschnitt.
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8.4.4. Forme der binomischen Reihe

Die Binomialkoeffizienten lassen sich mit Hilfe des Pascal'schen Dreiecks bestimmen. Diesesist in der Tabelle
desBeispiels 11, Kap. 8.4.3, vorhanden. Die Tabdlle aber lief3 sich durch i Gber m beschreiben. Somit lassen sich
auch die Binominalkoeffizienten mit Hilfevon i Gber m beschreiben. Damit kann man die binomische Reihe fiir
ganzzahlige m angeben:

(1+X)mzm:[l) i — " x' meN

i i ,.(m,,).

Besonders effektiv ist die Anwendung der binomischen Reihe, wenn | x| « 1, weil dann die Reihe sehr gut kon-
vergiert. Der Laufindex von i beschréankt sich auf den Bereich O < i < m, weil die Koeffizienten der restlichen
Potenzen Null sind.

Beispiel 1;

( oo (5o (e (oo (e (o[

5x4 2, 5%x4+3 3 5#4x3%2 4 5x4x3x2x1_ 5
X X + X+ X
1%2 1x2%3 1#2+3+4 1#2+3*4+5

(x +1)° = 1 +5x + 10x% + 10x> + 5x* + x°

Bei gebrochenen Exponenten ergibt sich eine unendliche Rethe:

(X - Z(T)x meN

i=0

Beispiel 2;

JITX = (L XS - z( 0_'5]x‘

i=0 |

05, 05%(-05)_, 05%(-05)*(-15) _3
Yl+x = 1+ 5%+ X"+ X
1 1+ 2 1+« 2 x 3

0.5%(-0.5)x(-1.5)=(-2.5)
1 * 2 * 3 * 4

x4+

= 1+0.5x - 0.125x? + 0.0625x % - 0.03906255x* + ...

Hinweis: Die oberen Koeffizienten wurden auch schon in Beispid 10, Abschnitt 8.4.3, berechnet.
Ist ein Ausdruck
[1+f0]"

vorhanden muf3 x durch f(x) ersetzt werden:

[@ + 101" - Z[ r.") o0y = 3 i)
i\ i i ( )

Praktische Bedeutung hat die obere Formd fir f(x) ~ 0. Bei ganzzahligem mist obere Summengrenze wieder m,
weil die restlichen Koeffizienten Null werden.
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Beispid 3:
3
3 ; 3 3 3 3 3%x2 3x2x1
1 XZS: X2| -1 XZ XZZ X23:1 =X2 X4 X6
(LX) iz:;(i][] +[1) +(3][ “(3]” Tt T1e2e3
Ist ein Ausdruck
@+x"

vorhanden, muf3 umgeformt werden:

@a+xM = a”{1+f]m
a

Beispiel 4:

3

3 3 3 XZ
V2 +x% =2 1+?:\/7

=
il

L (W32 x* | (UI)#(-2/3)(-5/3) x°

’=+x 1/3x . .
1 =« 24 1 *x 2 * 38

Beispid 5:
Der Ausdruck yx) =
JATX
soll durch eine binomische Reihe ersetzt werden. Im zweiten Schritt soll der Konvergenzbereich untersucht wer-
den.
-1/2
2/1+x4 2 4
1 -12) ( x)'
X) = = Z
o350 )

mit Hilfe des Beispiels 9 aus Kap. 8.4.3 kann zahlenwertmallig angegeben werden:

1 1 x\* 3(x)> 5(x)* 35 4 63(x)\°
yx) = Z1 - =) 32 - =2+ - | Z
2 2\ 4 8l 4 16\ 4 128\ 4 256\ 4

1 1 3 .2 S .3
y(x) = = - =X+ —X" - ——X"+
2 16 256 2048

Damit ist die Reihe des oberen Ausdruckes bestimmt, aber noch nicht der Konvergenzbereich. Dazu wird der
Ausdruck (siehe Beispid 9 aus Kap. 8.4.3)
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174 8. Reihen

() -y @
i 4 (i)

allgemein ersetzt:

Ay gy @ fx)
y(x) *?Z( 1)m[4)

Nach der allgemein Reihe

R = Z;ai
ergibt sich durch Vergleich
_ 1@ |x|
al =3 ()2 |16
zur Auswertung des Quotientenkriteiums (siehe Abschnitt 8.2) wird a,, berechnet
| 1@ | x ™
T 2y 16
1 @i+ | x|
8.4 _ 2[(1+1)1? |16
lal 1@y [x]
2 (in? |16
aal (2 ({11 | x
la| @) [+ |16
Laut Definition war
. o _ it P 1)?
(i+D)! =il(i+1) = {(Hl)!] = [H)
(2i+2)! = (2)1(21+1)(21+2) => (Z(iz*_)%)! - (2i+1)(2i+2)
i)!

eingesetzt in den oberen Ausdruck:

&g _ (2+1)(2+2) | x|
| a | (i+1D(i+1) |16
lim (31 _ 4. X - X
oo | & 6| |4

Laut Quatientenkriteium sollte der obere Ausdruck kleiner 1 sain:

i<1 = |X] <4
4

die obere Reihenanpassung gilt somit fir |x| < 4.

Versonl.4 22. Dezember 2000
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8.5. Potenzreihen

Potenzreihen haben die Form:
g(X) = by + bx + byx?+ bx® + bx* + bx® + ...

oder als Summe geschrieben:
n .
gx) = Y b xx!
i=0
Der Vergleich mit der allgemeinen Reihe ergibt:
n n . _
R-Y a-Ybx' = azbx

Die Aufgabe ist nun, eine gegebene Funktion f(x) durch eine Potenzreihe g(x) anzundhern. Dazu werden fir n
K oeffizienten durch n Bedingungen benétigt:

Von der anzunahernden Funktion f(x) sind die n-Ableitungen an der Stelle x, zu bilden
und gleich den Ableitungen von g(x) zu setzen. Am einfachsten ist diesesmit X, = 0 durch-
zufihren:

f(x=0) =g(x=0)
f'(x=0) =g'(x=0)
f*(x=0) = g"(x=0)

f"(x=0) = g"(x=0)

Die Ableitungen der Funktion g(x) lauten:

g(x) = b, +2bx* +3bx®  +4bx° + 5bx*

g*(x) = 2b, +2*3bx  +3%4bx®  +4*5bx3
g*(x) = 23p,  +2°34bx  + 3 45h?
g*(x) = 263*4b,  +2*3*4*5bx
¢°(x) = 2+ 3¢ 4 5hy

und an Stelle x = x, = 0 ergibt sich:

g(x=0) =1*D, =0'*b,
g'(x=0) = 1*b, = 1*b,
g"(x=0) =1*%2*b, = 2I*h,
g"(x=0) =1*2*3*b, = 3I*h,
g"(x=0) =1*2*3*4*h, =4I*h,
9°(x=0) = 1*2%3*4*5*b,  =5l*hy

oder allgemein geschrieben:
g'(x=0) =i!*b
Mit den Bedingungen, dal? die Ableitungen von g(x) und f(x) gleich sein sollen, erhédlt man:

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Wworl\ma2\MA2 Skript. WPD



176 8. Reihen
f'(x=0) = g"(x=0) = i'*h,
somit allgemein die Bestimmungsformel fir die Koeffizienten b;:

f1'(x=0)
il

b =

und speziel fur diei Werte O bis4
b, = f(x=0)
b, = f'(x=0)

f/(x=0)

b, = —,

#/(x=0)
3

f ////(X _ 0)

T

usw.

Schema: Die gegebene Funktion f(x) wird i mal abgeleitet und die Funktionswerte
der Ableitung an der Stellex = 0 werden und durch n! dividiert. Dieseser-
gibt die K oeffizienten der Potenzreihe.

Beispiel:
f(x) = &

f(x) = a*e*
f(x) = aP* e
fi(x) = a*e™
f'(x=0) = d

p! - &
il

= i i 2 3 4
e®~gix) = Yobxi = Y A xi - @) 1+ 3 ax s B x2, 2 3,8 44,
9 .z; ' b il b il 1! 2! 3l 4

2 3 4
eaxz1+ix+a=x2+a=x3+a=x4+,,,,
1 2

6
e -1+ (ax) + %(ax)z v %(ax)?' v 2=14(ax)4 ‘o
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8.5.1. Mac-Laurin Reihe

Unter dem Begriff Mac-Laurin-Reihe versteht man die Entwicklung einer Potenzreihe bei x=x,=0, also genau
das, was eben hergeleitet worden ist.

v — (v Ay,
£x) = F(x=0) + f/(x=0)x + | (’2‘|*0)x2+ f (:3"'*0) ax3a (;"*0) s

f(x) = f(x=0) + Z f‘/(x:O)*)i(=|i
i=1 .

Mac-Laurin-Reihe

0 - Y0 X
i=0 i!

Teile der Aufgabe 8.5.1 und 8.5.2 rechnen

8.5.2. Taylor-Reihe

Unter dem Begriff Taylor-Reihe versteht man die Entwicklung einer Potenzfunktion bei x=x,=0. Man kann die
Ergebnisse der Mac-Laurin-Reihe Gibernehmen, wenn man eine Koordinatenverschiebung durchfihrt:

19 - f(x=a) +f’(x:a)*% +f//()(:a)(x;=!a)2 +f3,/(x:a)()(:;=!a)3 +f4/(X:0):(X;r!a)4 +

f(x) = f(x=a) + f: fi/(x:a)*(xi%fl)i = i f i/(x:a)(xi%fl)i 1.Form der Taylor-Reihe
i=1 . i=0 .

Ein Ersetzen in obiger Gleichung von x -~ x + a oder Koordinatenverschiebung von f(x) um den Wert afhrt auf:

f(x+a) - f(x-a) + f'(x-a) = + f”(x:a)x=2 + fg’/(x:a)x=3 + f“/(x:a)x=4 +
1 2! 3 4

<, i ., i
f(x+a) = f(x=a) + Z f! (x:a))i(=| = Z f! (x:a))i(=| 2.Form der Taylor-Reihe
i=1 H i=0 H
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Beispiel 1;

Die Funktion

soll bei x = 2 durch eine Taylorreihe entwickelt werden

y=x>+5x+7
y=2x+5
y'=2

y"'=0

fx) = 21 + %(fo) v %(fo)z - 21+ 9(x-2) + (x-2)?

Ergebnis fir die andere Form der Taylor-Reihe:

f(x+2) = 21 + 9x + x?

y=x*+5x+7

y(2) =21

y(2) =9
y'(2 =2

y'(2)=0

21/0' =21

Fazit: Mit Hilfe der Taylor-Reihe kann auch eine K oordinatenverschiebung durchgefiihrt werden.

Probe: (Koordinatenverschiebung mit Horner Schema)

1 5 7
2 - 2 14

1 7 21
2 -2

1 9

Beigpiel 2:  y(x) ist zu entwickeln in Potenzen von (x-3) => Tayler-Reihe bei x=3 entwickeln

y=x'+3+2x*-6x+5
Yy =4C+9°+4x-6

y'=12x°+18x + 4

y"=24x+ 18
y" =24
y*=0

y = 167 + 195(x-3) + 83(x-3)? + 15(x-3)* + (x-3)*

Probe nach Horner:

y(3) = 167
y(3) = 195
y'(3) = 166
y"(3) = 90

y"(3) = 24

1 3 2 -6 5
3 - 3 18 60 162
1 6 20 54 167
3 - 3 27 141
1 9 47 195
3 - 3 36
1 12 83
3 - 3
1 15
Versonl.4 22. Dezember 2000

167/0! = 167
195/1! = 195
166/2! = 83
90/3! = 15

24/4) = 1
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Beispid 3:

Die Funktion y =sin(2x)

soll an der Stelle x = % entwickelt werden

f(x) = sSin(2x) f[x%) -1

f'(x) = 2cos(2x) f’(x%) -0

f"(x) = -4sin(2x) f”(x%] - -4

f(x) = -8c0s(2X) f”’(x%] -0

f4(x) = 16sin(2x) f‘V(x%) - 16

5(x) = 32c08(2x) fs/(x%) -0

fo(x) = -64sin(2x) fe/(x%) - 64
o I I

f) -1-4 4 16\ 4 el 4

! 4 6!

8.5.3. Konvergenz von Funktionsreihen

Fur die Taylor-Reihe

muf3 fir jedes x (bzw. verschiedene x-Bereiche) die Konvergenz untersucht werden. Konvergenzkriterien aus
Kap. 8.2 gelten fir die Rethe

R-Ya
i=0
Ein Vergleich der oberen beiden Reihen liefert: @, = f//(x-a)« &
I!
. o)D)
Den Index i um 1 erhoht ergibt: a,, - fiD (xa)*%
1+1):
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Auf das obere 3 mufd ein Konvergenzkriterium aus Kap. 8.2 angewandt werden. Am besten eignet sich das
Quotienten-Kriterium;

(1) gy, X~ @)D
& r=a) (i+1)!
g 1:i/()(:a)*(xia)I
8 FOV(x=a)«(x - @ Pxil _ OV (x=a)«(x - a)

& flxa)e(x @)+ v ) f(x=a)«(i v 1)

lim &, _ lim ‘f(“l)/(X:a)*(X - a)‘ <1
e @ | i | a0 |
Beigpidl: DieFunktiony = f(x) = In(x) soll an der Stellex = 1 mit Hilfe einer Taylorreihe entwickelt wer-
den. Der Konvergenzbereich ist anzugeben.
fx) =InXx) f(x=1) =0
P - 2 - x? F(x=1) =1
X
f'(x) =-x? f'(x=1) =-1
(x) = 2 P(x=1) =2
f*'(x) =-2%3*x* f*(x=1) =-2*3
(x) = 26354+ (x=1) =2+3+4

Um g als Funktion von i analytisch anzugeben muf? ein Bildungsgesetz der i-ten Ableitung an der Stellex, =1
erkannt werden. Fiir die obere Funktion &3t sich dieses mit Hilfe der Fakultdt angeben:

fit(x=1) = -(-1)(i - 1)! firi > 1

) = g = f(x=1) + gf‘/(x:l)*%

) - 0% (- -0
i1 !

o) - Z%(x 1y

= & - (DY

x-1) -1, x-1° (x-1*

fox) - —~ -2 72 + 2 7 -2 7 4.
® 1 2 3 4
(X*l)i+1
q:limg = lim i+1. = limj(x - 1)*- i ‘ |x-1|
i~ | & i | (x - 1) i—oc0 I+
i
q= -1l

Der Relheist konvergent fir 0 < x < 2
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8.6. Abelsche Summation

Eine Reihe, deren Elenente sich aus dem Produkt zweler einzelner Elenente ergibt

n n
R, =Y ¢ =Y axb mit ¢ = a*h
i=0 i=0
R, = a* by +a*b, + &b, +ag* Fon 3%y, + a4 +a*b,

wird umgeordnet. Wasin der einen Zeile subtrahiert wird, muf3in der néchsten Zeilewieder addiert werden. Der Term
des Ausdrucks mit b,,, wird der gleichen Zeile addiert.

Rn = aO(bO'bl) + al(bl'bZ) + aQ(bZ'bS) + aS(bS'b4) o aﬂ-z(bn-z'bn-l) + aﬂ-l(bn-l'bn) + aﬂ(bn'bn+1) + a1'|bn+1
+ aO(bl'bZ) + al(bZ'bS) + aQ(bS'b4) o aﬂ-s(bn-z'bn-l) + aﬂ-z(bn-l'bn) + aﬂ-l(bn'bnﬂ) + a1'|-1bn+1
+a(b-b)  +a(bsb)  +.. o
+absh)
aO(bn-Z'bn-l) + al(bn-l'bn) + aQ(bn'bn+1) + a8bn+1
+ aO(bn-l'bn) + al(bn'bn+1) + a2bn+1
+ aO(bn'bn+1) + a1bn+1

+ a()bn+1
Die untereinander stehenden Ausdriicke werden als Summe geschrieben:
0 1 2 3 n-2 n-1 n n
Rn: Z(:) a\z(bO - bl) * Z(:) av(b17 bZ) * Z(:) av (bZ - bl) * Z(:) av(b37 b4) +.... +Z(:) av(bn727 bnfl) * Z(:) av(bnfl - bn) + Z(:) a\;(bn - bnfl) +Z(:) av * bn+1

Die Terme mit (b - b,,) sind vom Laufindex v unabhéngig und werden vor das Summenzeichen gezogen:

Kk n
Mit den Summen A, = ¥ a  und A, = Y a, kann angegeben werden:
v=0

v=0

Ry = Ag*(b-by)  + A (bi-by) + A (brby) + A (brby) +.o An*(bha-b)  + Ana*(bha-by) + Ag*(b-bn)  + Ag*bna

Damit kann die Summe berechnet werden:

n n
R, = Y a b = Y Alb, - b)) +Ab
i-0 ko
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Zusammenfassung Abelscher Summation

n n
z; *axb, = Apb g kz_;Ak(bk - by.)

k n
mit A =Ya ud A =)Ya

v=0 v=0
Beispiel 1
Yi=Y 14 a=1 Db=i
i=0 i=0

Bei der Abelschen Summation muf3 die Summe a, gebildet werden. D.h. diese Summe muf3 bekannt sein.

n n
Zi = Agxb gt kz;Ak*(bk - by.)

i=0

b=k b.=k+1 b-be =1 by=(n+1)
k k
=Ya =31=k+1 Ac=k+1 A,=n+1
v=0 v=0
n n
Z;i = *bn+1+kz;Ak*(bk’bk+1)
I= =i
n n
Yi=@m+Hin+1) + Y (k+1)(-1D)
i=0 k=0
n n n
Yi=m+Hn+D)-Yk-Y 1
i=0 k=0 k=0

ZXn:i =(n+Dn+1D)-(n+1) = (n+D[(n+1)-1]

i=0

- (n+Dn
%3
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8.6. Abelsche Summation 183

n n
Z 2= Ay, ¢ % A(b ~by.p)

b=k b.=k+1 b - b, =-1 ba=n+1 a=v
k k

Ak:ZaV:Zv:(k*=21)*k An:(”*=21)*” (aus Beispiel 1)
v=0 v=0

n n
Z i? = Ayt % Ax(b, ~by.1)

yiz - g, g3 KDk
i=0 2 k=0 2

n

Yiz - (n+=1)2*niiz”:kziiz”:k

s 2 20 2k<0

n

39z - (n+1%n  1(n+1)*n
255 2 2 2

1

Zn:iz - %(n+1)[(n ' 1)nf%n] - L )nn - L pznzoon -

ol
ol

Zn:iz = %(n+1)(2n2 +n)

iz - L nen 1)

ol

n
i=0
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184 8. Reihen
Beispid 3:
n - .
Y ixq' 3=( b=i
i
n n
Z; a<by = Apb,, + kz;Ak*(bk - by.)
i= =
b=k b.=k+1 b - b =-1 Pi=n+1
k k 1- k+1 1- n+1
A=Ya-=Yq -4 A = =4 (ausKap. 8.3.1)
v=0 v=0 1-q 1-q

n n
Z;ai*bl = Ay, kz;Ak*(bk - by.)
j= =
n . _ N+l n _ o k+l _ N+l n n k+1
Yivg -1 9 ey -9 Gy-y L oy
i-0 1-¢q ko 1-q 1-¢ ko0l-gq kol-q
n . 1 [ n n
Yixq' = =1 -q™)(n+1) - Y 1+q) q*
iz0 1-q| k=0 k=0
n i _ N+l
Yisg' - @ g™Y(n D (n+ 1)+ grY
i-0 1-q] l1-q
n _ _ N+l
Yisqi - L+ 1) v g9
i=0 1-q 1-q

n 1

Zi*q' 1) -(n+ 1)*q”+1+q1 -q”

i=0 1- L 17q i
sl B - n .
Yig' - lim Iq'} lim (g7) - 0 fiir [qf <1
i=0 Nn-o =0 N—oo

- i % i q <1
iz=(; a 1+ q)? qa
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8.7. Summe der natiirlichen Zahlen und deren Potenzsumme/ 8.8. Reihenentwicklung der Standardfunktionen 185

8.7. Summeder natirlichen Zahlen und deren Potenzsumme

Die Ableitung erfolgt schon im Kap. 8.6, vorgestellt und wurde fir i und i2 mit Hilfe der Abelschen Summation:

Zn:i = %n(n+ 1)

aniz - %n(n £ 1)@n -+ 1)

n a [n(nJrl)r ) [n ir
i=0 2 i=0

8.8. Reihenentwicklung der Standar dfunktionen

Einige der folgenden Reihen sollten schon als Aufgabe 8.5.1 berechnet werden, darum hier keine Herleitung.
Kap. 8.8.1 bis 8.8.6 sind schon als Arbeitshlatt MAI-17 und MAI-18 bekannt.

8.8.1. Exponential Reihen

2 3 4 5 6 7 8 kst k
eX:1+L+X=+X=+X=+X=+X=+X=+X=+ ,,,,, :ZX= fur [x| <o
o2 3 4 51 el 7 8! ko k!
8.8.2. Trigonometrische Reihen
3 5 7 9 11
snx) - x- X XX XX, fiir [x| <o
3! 5 7 9l 11!
X2 X4 X6 XB XlO .

X) =1-Z—+_ -+ - =+ . fur |X| <
cos) 2 4 6 8 10! Xl
tan(x) = x + Loy 2y, fur |x| < X

3 15 315 2
cot(x):ifixfix?’féxi.... firO<|x| <m
x 3 45 945
8.8.3. Hyperbolische Reihen
sinh(x) = x + Lty Lyry Lo Lym fur |x| <o
3! 5l 7! 9l 11!
cosh(x) = 1 +Sx2+ 1yay Lye Lye 1y, fir [x| <
2 4 6! 8l 10!
tanh(x) = x L 2y A0 fur |x| < X
3 15 315
3 5
coth() = L+ X - X0, 20 fiir 0< x| <7
X 3 45 945
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186 8. Reihen

8.8.4. Logarithmische Reihen

1 (x-1? (x-1°
2 3

L

In(x) = X;

In(x)

2 3
_x-1 (x-1)7 (x-1)°
X 2x? 3x3

In(x) = x1, (- 1)° + (- 2)° e
x+1 3(x+1)° 5(x+1)°

2 3 4
|n(1+X):X7X=+X=fX=+f .....
2 3 4

2 3 4
In1-x) = - x+ X X X

2 3 4

3 5 7

In1+X :2artanh(x):2x+x=+x=+x=+
1-x 3 5 7
InX+1 = 2arcoth(x) :2i+ 1.1,
x-1 X 3x® 5x°

8.8.5. Reihen der Arcus-Funktionen

3 5 7
arcsin(x) - x+ £X°0 1#3x% 14357,
23 2x45 2%4%67

o 1x® 1+3x®> 1+3%5x’
arccos(xX) = — -x- =2 - EAN EAN
) 2 23 2x4 5 2x4x6 7
3 5 7
arctan(x):xfx=+x=fx=+—
3 5 7
3 5 7
arccot(x):l—x+x=fx=+x=f+ .....
2 5 7

8.8.6. Reihen der Areafunktionen

. o 1x® 1x3x®> 1x3x5x7
arsinh(x) =x - ==+ - + -
23 2+45 2x4+67

arcosh(x) = £/In(2x) - 1 1.3 1+3+5

2422 2x4x4x*  2+4%6%6x

3 5 7
artanh(x):x+x=+x=+x=+....
3 5 7

arcoth(x):i+ 1 + 1 + 1
X 3x® Bx> W’

Versonl.4 22. Dezember 2000

6

firO<x<?2

fUrx>i
2

furx>0
fur-1<x<1
fur-1<x<1
fur [x| <1

fur [x| <1

fur [x| <1
fur [x| <1
fur |x] <1

fur |x] <1

fur [x| <1
furx>1

fur [x| <1

fur [x| >1
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8.7. Summe der natiirlichen Zahlen und deren Potenzsumme/ 8.8. Reihenentwicklung der Standardfunktionen

8.8.7. Verwandtschaft der Reihen

Sehr eng miteinander verwandt sind: - trigonometrische Reihen
- hyperbolische Reihen und
- Exponentiareihe
weil gilt: € = cos(¢) + j*sin(y)
cosh(jx) = cos(x)
sin(jx) = j*sinh(x)
Tellweise unterscheiden sich dadurch die Rethen nur im Vorzeichen.
Auch die
Arcus-Funktionen
Area-Funktionen und

Logarithmische Reihen

sind miteinander verwandt. Diese Problematik wurde auch schon in Kap. 2.3.9 im 1.Semester diskutiert.

8.8.8. Spezidlle Binomische Reihen

187

Die Binomische Reihe ist schon aus Abschnitt 8.4 bekannt. Fir einige Zahlenwerte soll diese hier noch einmal
angegeben werden. Einige der unten angegebenen Binominal koeffizienten wurden schon in Abschnitt 8.4.3in

den Beispielen berechnet.

+x)" = 14| Vx| Mx2+] Mxe+
(1£x) 1_(1)X [Z)X _(3)x .....

Die zweite Form

(@axx)" = a”(lif] "
a

kann mit Hilfe der oberen Reihe entwickelt werden, indem x ersetzt wird durch x/a

(1+x)Y? = 1ely Lrlyo, 1e1#3y5 141%3+5.4, fur |x| <1
2 2+4 2x4+6 2+4+x6+8

(1+x)¥ = 141y 1720, 1#2+5,3 1424548 40, fur |x| <1
3 3%6 3%x6%9 3x6%x9%12

(1£x)¥ = 11y 1#3y2, 1#3+7 5 1+8x7+11 4, fur |x| <1
4 4+8 4+8+12 4+8+12+16

(LX)t = 1ex+xZex3exts for (x| <1

1£x)7V2 = 15 Ly 1342, 1%3%5,5, 1%3%57yu fir [x| <1
2 2x4 2x4%6 2x4x6*8

Q£x) B = 15 Iy 1rdyo 1xdn7, g, 1#4%7+10,4 fir [x| <1
3 36 3%6*9 3x6+9%12

Qx4 = 15 Iy 15542, 15%9 5, 1%5%9+13 yu for [x] <1

4+8 4+8+12 4+8+12+16
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188 8. Reihen

8.9. Naherungsformeln

Im Kap. 8.8 i<t fur viele Funktionen die Rethenentwicklung angegeben. Wird jetzt mit kleinen x-Werten gerech-
net, kénnen dieanderen Terme vernachléssigt werden, weil diese das Rel henergebnis nicht westlich beei nflussen.
Mit unten angegebenen Naherungsformeln wird in der Praxis hdufig gerechnet. Unter der Voraussetzung € << 1

gilt:

(l+xe)"=1xne e<<1
(aix)”za”lini X1
a a
Fir Spezidle n-Werte ergibt sich:
2
(12e)"~1+2 (ais)zzaz(liﬁ]
a
3.
(1+e)®~1+3e (a+s)3sa3(1¢§]
a
1 €
lte=1x=¢ ate~qal 1+ —
i 3
1 5118 1 51[1+ E)
lte ate a a
1 z:I.1i8 1 zi(]_Jr i)
q(1J_rs)pzlir£s
q
1 ~17 £8
(1ze)y q

Auch fiir andere Funktionen lassen sich Néherungen angeben:

€=1+¢ &~ 1+eln(a)
In(L+¢) ~ ¢

|n1fzz Inle + &+ 1) ~ ¢
sin(e) ~ ¢ tan(e) ~ e

cos(e) = 1 - S¢? cot(e) = %
arcsin(e) ~ e arctan(e) ~ e
sinh(e) ~ ¢ tanh(e) ~ e

cosh(e) ~ 1+ %2 coth(e) ~ %
arsinh(e) = artanh(e) ~ e

Allgemein lassen sich N&herungen mit Hilfe einer abgebrochenen Taylor Reihe berechnen:

f(x+e) = f(x) + f'(x)*e

Version1.4
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8.10. Einige Wert von unendlichen Reihen 189

8.10. Einige Werte von unendlichen Reihen

Die Zahl 7 und auch die Zahl elassen sich durch Reihenentwicklung bestimmen. Weitere interessante Reihen-
werte sind unten angegeben.

1 1 1
+ + ... =
1«2 2«3 3x4

1 1 1
+ + +
1«3 3*x5 5«7

1 1 1
+ + +
1x2%x3 2+3%4 3*x4x%5

l:arctan(l) = l,iJri,iJr, .....
4 3 5 7
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190 8. Reihen

8.11. Integration durch Reihenentwicklung

Fur einige Funktionen ist es schwer eine Stammfunktionen zu finden. Einfacher ist es, diese in eine Reihe zu
entwickeln und die Reihe zu integrieren.

Beispiel 1:
Das wohl bekannteste Beispid ist:

fﬁdx - §(%)
X

Hier wird als Stammfunktion der Integral sinussi(x) als zusétzliche Funktion eingefiihrt. Aber zum Berechnen der
si-Funktion bendtigt man auch eine Reihe. Bel diesen Beispid hat man den Vorteil, das die Rethe sin(x) bekannt
ist

sn(x) _ 1- x=2 x*
X 3 5 7

SN0 g~y 1x% 1x® 1x’
f X 33 55 77

Beispid 2:
| = fy/lsz*sinz(x)dx

Das ohige Integral hat als Ldsung keine bekannte Stammfunktion. Eswird alseliptisches Integral bezeichnet. In
der Literatur werden unter dem Namen €liptische Integrale in Tafeln gefiihrt. Anwendung z.B. Umfang einer
Ellipse.

1T KZrsndx) - 17%*kzsin2(x)f%*%*k“sin“(x)

* *i*kesine(x)fi*i* « =+ k8sind(x) - ...
6 2 4

N[~
AR
olw
oo

Die Ausdrickemit den Termen [sin"(x)dx lassen sich durch Mehrfachanwendungen fir der partiellen Integration
analytisch berechnen. In Aufgabe 8.11.2, wird flr diese Ausdriicke eine rekursive Formel entwickelt.

Aufgaben 8.11.1, 8.11.2, 8.11.3 und 8.11.4 rechnen
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Anhang
Aufgaben

Aufgabe6.1.1
Zu berechnen ist die Funktion der Tangente y; = a, + &*x und der Normalen y, = b, + byx fir die folgenden

Funktionen an der Stelle X,

a) y=x*+2x+5 Xo=2
b) y =In(x) X =5
C) y =sin(x) Xo=0.5
d) y = tan(x) Xo = T/4
2) y=x3+2+¢e* Xo=2

Aufgabe 6.1.2
Skizzieren Sie die folgenden Funktionen fir x > 0.

a) y=10*e*? b) y=4xe 0 y=3*e*

Aufgabe 6.2.1
Der Schnittwinkel und der Schnittpunkt zwischen den zwei Funktionen y, und y, sind zu bestimmen.

a) yi=In(x) +5 Y, =€

b) Yy = cosh(x) Yy, = 3arctan(x)
C) y; = X3+ 3x Y,=4- %

d) Yy = arccos(x) y,=x+0.5

Aufgabe 6.3.1
Man diskutiere den Verlauf der folgenden Funktionen:

3) y:X3+2X2+5X+20 b) y:X3*4X2+7X+38
X+ 2 X-4
3
C) y _ X +X4):;100 d) y=x3+12X2+21X+20

2) y=x3-18x?+33x - 30 f) y=x3+21x%- 45x + 15

2
h) y = =~
1 x2+1

9) y ==

i) y =

Aufgabe 6.3.2
Von den folgenden Funktionen sind Pole, Nullstellen und L icken zu bestimmen.

2 _ 2 2
3) y:x+5x 6 b) y:X Bx + 6 9 y:x+9x+20
x? - Bx + 6 x? +x - 20 X2 +2x - 24

Aufgabe 6.3.3
Bei den folgenden Funktionen ist erste Ableitung an der Stellex = 0 gleich Null (y'(x = 0) = 0). Bestimmen Sie

ob es sich um ein Maximum, Minimum, Wendepunkt oder Sattel punkt handelt.

a) y =X+ 2x? b) y=x3-2x? C) y=-x3+x°
d) y = cosh(x) - x4/2 2) y =sinh(x) - x
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192 Anhang

Aufgabe 6.3.4
Im Punkt X, soll die Krimmung k und der Krimmungsradius ¢ der Funktion y(x) berechnet werden.

a) y = cosh(x) Xq
b) y = cos(X) Xq
0) y=x*-4x+1 Xq

d) y =

1l 1l 1l
w o N

<[P

Aufgabe 6.4.1
Aus einen Blech der Lange a und Breite b soll ein nach oben offener und rechteckiger Kasten gebogen werden.

Wie grof3 muR3 die Hohe h gewahlt werden, damit das Volumen V des Kastens ein Maximum wird.

Aufgabe 6.4.2
Eine zylinderférmige Konservendose soll ein Volumen von V = 11 bekommen. Wie grofld missen Héhe und

Durchmesser gewahlt werden, damit moglichst wenig Blech verbraucht wird?
a) ohne Abfall
b) mit Abfall

Aufgabe 6.4.3
James Bond (007) befindet sich mit seinem Amphibienfahrzeug auf einer geraden Kiistenstral3e auf dem Weg zu

einer Insel um Pléne zu suchen, bevor der gegnerische Geheimdienst diese auffindet. Die Zeit eilt. Sein Fahrzeug
fahrt zu Land 108 km/h und zu Wasser hat es eine Geschwindigkeit von 36 km/h. Die Insdl ist an der dichtesten
Stelle 5 km von der Kiiste entfernt. In welcher Entfernung von der Insel mui’ James Bond die K tistenstral3e verlas-
sen, damit er moéglichst schnell die Insel erreicht.

Aufgabe 6.4.4
Eine Spannungsquelle mit der Quellenspannung U, = 100 V und den Innenwiderstand R, = 10 Q soll beziiglich

des Verbraucherwiderstandes R optimiert werden.
a) Die maximale Leistung P, und der dazu erforderliche Verbraucherwiderstand R sind zu berechnen.
b) Nun soll der Verbraucherwiderstand bestimmt werden, wo der Wirkungsgrad (n = Px/P,) addiert mit
der Leistung im Verbraucher bezogen auf P, ein Maximum erreicht.
N + PIP,. ~ Max

Aufgabe 6.4.5
Ein Blech der Breite b = 3a soll bel jeweils a zu einer Rinne geknickt werden. Um welchen Winkel ¢ muf3 ge-

knickt werden, damit die Rinne eéinen maximalen Querschnitt erhalt.

Aufgabe 6.5.1

Man |6se folgende Gleichungen mit Hilfe des Newtonschen N&herungsverfahrens.

a) x}+x2+5=0 b) cosh(x) +x-4=0

C) sn(x)-05+0.3x=0 d) —+2x-5=0

e In(x)+7-x=0

Aufgabe 6.5.2

Diefolgenden Gleichungen sind durch wiederholtes Einsetzen zu berechnen. Man priife die Konvergenz. Evtl. ist
die Gleichung umzuformen.

a) x2-4x-5=0 b) x3-5=0

C) cos(x) = 0.5+ x

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



Aufgaben 193

Aufgabe 6.6.1
Die folgenden unbestimmten Ausdriicke sind zu bestimmen.
. . 2
a) y, - lim SN b) y, - lim 30
x>0 X x-0  x2
. . 1) %
0y, - lim [Inex? Ay, - lim [1+ —]
x-0 X0 X
) y, - lim| X~ L} f) y, - lim3_yx1
x-11x -1 In(x) x-8 x? - 64
3 2 .
9) Yy - lim X° + x° —16x + 20 h) Y, - lim [e_X*XS]
x-2  x%-4x+4 X0
. N . 1 1
)y, - lim [sn@]> Doy - lim —[1 ]
%0 ¢ x-0[x? cos(x)
1) Y, = lim [cosh(x) - sinh(x)] k) y, - lim |1 oot(x)]
X0 x-0[X

Aufgabe 6.7.1
Berechnen Sie die erste y'(t) = dy(t)/dx und die zweite Ableitung y*"(t) = dy(t)]/dx?. Zur Probe berechnen Sie

bittey =f(x),y =f(x) undy™ = (x) durch eleminieren des Parameterst und durch differenzieren.

a) y(t) =12 x(t) =t

b) y(t) = a*sin(t) X(t) = a*cos(t)

©) y(t) =t X(t) =t

d) y(t) = a[t - sin(t)] X(t) = a[1 - cos(t)]
Aufgabe 6.7.2

Berechnen Siedie erste y'(t) = dy(t)/dx und die zweite Ableitung
y (1) = dTy(®)]/dx.

a) x(t) = a* cos(t) * €' y(t) =a* sin(t) * et

b) xt)=t?+2t+4 y(t)=t2-6t+5

Aufgabe 6.8.1

Dieerste Ableitung y™ = dy/dx der folgenden Funktionen in Polarkoordinaten sind zu bilden:

a) r=a*e® b) r=3% ¢+ 5¢? 0) r=sin(g) +1
Aufgabe 6.9.1

Von den folgenden Funktion sind die partiellen Ableitungen z, und z, zu bilden. Die Funktion sind in der Nahe
VON X,, Y, durch eine Ebene anzundhern.

a) Z=X2+ 4xy + 5y° Xo=2 Yo=3
b) Z=y*sin(x) Xo = Tl4 Yo=2
0) Z = y*cos(x) Xo=T/3 Yo =-3
d) Z=X2+y? Xo=2 Yo=3
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Aufgabe 6.9.2
Bilden Sie die vier zweiten partiellen Ableitungen von der Funktion z = f(x,y).

a) Z2=x3+ 3y +y? b) Z = sin(x)* cos(y)
0) Z = 3%+ 4y? d) Z = x4+ 2x*y® + cos(y)
Aufgabe 6.10.1

Berechnen Sie dastotale Differential dz der folgenden Funktionen:

a) Z2=X2+ X+ vy b) Z =x*sin(y)

C) z=ax + by +cxy d) Z = cos(x)* cosh(y)
Aufgabe 6.10.2

Die Abweichung der Funktion z = f(x,y) von Arbeitspunkt (X,, Vo) ist zu bestimmen.

a) Z=3x?+5x + 7xy Xo=2 Yo=3

b) z=dgn(x)*¢e Xo = /6 Yo = In(4)

0) z=y*x® Xo=2 Yo =-3

d) z = arctan(x)*y* Xo=1 Yo=2

Aufgabe 6.11.1

Eine Spannung wurde mef3technisch zu 227 V bestimmt. Der wahre Wert der Spannung betrégt aber 231 V. Wie
grof3 sind absoluter, relativer und relativer Fehler in %7?

Aufgabe 6.11.2
Ein Strom wurde mefdtechnisch zu |, = 160 A bestimmt. Die Genauigkeit der Messung betrégt 2 %. Man gebedie

Grenzen des wahren Stromwertes an.

Aufgabe 6.11.3
Ein Widerstandswert R soll mit Hilfe von Strom- und Spannungsmessung bestimmt werden. Der Strom wurde zu

| =2 A bel einer Genauigkeit von 2 % bestimmt, die Spannung zu U = 10 V bei 0.5 % Genauigkeit. In welchen
Grenzen 803t sich der Widerstand R bestimmen.

Aufgabe 6.11.4
Dieminimaleund maximal e Wirkleistung einer Spule aus Kupfer (0=0.018Qmm?%m, 2 % genau) mit einer Lange

von | =80 m (0.1 % genau) und einem Durchmesser von d = 0.1 mm (4 % genau) sollen bestimmt werden. Die
Spule liegt an einer Glei chspannung von 200 V, dieum + 10 V schwankt.

Fur dieGroRez =f(X, y, v, w) ist der , mittlere und der maximale relative Fehler (Az.g)max (AZs)mic ZU berechnen.

Aufgabe 6.11.5
a) zZ = =x3*y2
VW
b) z- Xy
vZsw?
6 3
xCxy
C) Z =
v7sw?
P
w
Version1.4
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Ax/x =0.01

Av/v =0.05

Ax/x =0.02

Av/v =0.05

Ax/x =0.01

Aviv=0.04

Ax/x =0.02
Aviv=0.01

Ayly =0.03

Aw/w = 0.02

Ayly =0.04

Aw/w = 0.03

Ayly =0.02

Aw/w = 0.05

Ayly =0.03
Aw/w = 0.05
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X,=19
X,=4.3

X,=6.8

Aufgaben

Xs=2.0

Aufgabe 6.11.6

Mittewerte und Standardabwei chung der folgenden Mel3reihen sind zu bestimmen.
a) X, =2 X, =21 X3 =2.2

b) X, =45 X, =39 Xs=4.2

C) X, =51 X, =53 X; =54

d) X, =7 X, =75 X3 =6.5

Aufgabe 6.11.7

195

Die Mefreihen aus Aufgabe 6.11.6 sollen einer Gauf3schen Normal verteilung gehorchen. WiegroRist die Mef3to-

leranz bei gegebener Mef3sicherheit mit den Mef3werten von Aufgabe 6.11.6.

a) Mef3sicherheit 90 %
b) Mef3sicherheit 80 %
C) Mel3sicherheit 70 %
d) Mefisicherheit 95 %
Aufgabe 6.11.8

(Mef3werte von 6.11.6 @)
(Mef3werte von 6.11.6 b)
(Mef3werte von 6.11.6 )
(Mef3werte von 6.11.6 d)

Bei unten gegebener Mef3toleranz soll die Mef3sicherheit der Mel3reihen aus Aufgabe 6.11.7 bestimmt werden.

a) x+ 0.2 (Mel3werte von 6.11.6 Q)

b) X + 0.4 (Mef3wertevon 6.11.6 b)

) x+ 0.2 (Mel3werte von 6.11.6 ¢)

d) x = 0.7 (Mel3werte von 6.11.6 d)
Aufgabe 6.12.1

Differenzieren Sie die folgenden Vektoren nach dem Parameter t.
a) P=(+2t+1, t+6, -2t
b) P = (cos(wt),  sin(wt), 2t)"

C) P = (cosh(at), sin(bt), 5t%

d) P = (at?, bt, In(t + 1))
Aufgabe 6.12.2

Bilden Sie den Gradienten grad(s) der Funktion s = f(x,y,2).

s=x*sin(y) + z*cos(y)
s= y*x + XZ*ZZ + yZ*ZS

a) S= X2+ 4y* + 6y*Z° b)

0) S=x*+y + 2y d)
Aufgabe 6.12.3

Berechnen Sie die Divergenz der folgenden V ektor-Funktionen.
a) V= (XZ* Y, y*X, 7% X* y)t

b) V= (y*cos(x),  y*sin(x), Z*y*x)'

C) E = (x*y* Z, X2* yz* 22, x3*y3* Zs)r

d) E=(cos(y),  sin(y), cos(2))'

Aufgabe 6.12.4

Bestimmen Sie die Rotation der Vektorfunktionen aus Aufgabe 6.12.3.

Version1.4
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Aufgabe 6.13.1
Bestimmen Siedie Extremwerte der folgenden Funktionen. Uberpriifen Siediegefundenen Werte ob dieses Mini-
ma, Maxima oder Sattelpunkte sind.

a) Z=X2+y*+7 b) Z2=-X>+y?+7
0 z=x*-10x +y*-6y-5 d) Z=X*+ Yy + x*y + 2X
e Z=X+y +4x-y+2x f) z=x"+y'+ 4xy

Q) f(X,y,2) =-X2-y*- 22+ 4x + 6y + 82 + 12
h) f(X,y¥,2) =x*+y?-Z°-4x -6y + 8z + 14

Aufgabe 6.13.2
Ein Blech der Breite b soll auf beiden Seiten im Abstand x von auRen um den Winkel o zu ener Rinne geknickt

werden. Wie grof3 missen x und o gewahlt werden, damit die Rinne eine mdglichst grofde Flache bekommen.

Aufgabe 6.13.3
Ein Kasten aus 3000 Volumeneinheit (VE) soll oben offen sein. Die vordere Wand wird halbhoch gestaltet. Wie

grof3 sind Breite b, Tiefe a und Héhe h zu wahlen, damit das verwendete Material (Oberflache A) ein Minimum
wird. Zeigen Sie, dal3 dieser Punkt ein Minimum ist.

Aufgabe 6.13.4
Ein Kasten aus 3000 Volumeneinheit (VE) soll oben offen sein. Dievordere Wand wird bis zu 2 LE unterhalb des

Randes hochgezogen. Wie grol3 sind Breite b, Tiefe a und Hohe h zu wahlen, damit das verwendete Material
(Oberflache A) ein Minimum wird. Zeigen Sie, dal3 dieser Punkt ein Minimum ist.

Hinweis: Losung einer Gleichung ist nur iterativ moglich.

Aufgabe 6.14.1
Die Werte der folgenden Tabellen sind abschnittsweise durch Funktionen anzupassen, die einen stetigen Uber-
gang der ersten Ableitung erlauben. Der Funktionswert ist an der Stelle x = 3.75 zu berechnen.

a)
[ 1 2 3 4
X; 2 4 6 8
Y, 1 3 4 7
b)
i 1 2 3 4
X; 0 2 4 6
Y, 0 4 7 8
C)
i 1 2 3 4 5
X; 2 4 6 8 10
Y, 1 3 4 7 10
d)
i 1 2 3 4 5
X, 1 2 3 4 5
Vi 10 9 7 3 5
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Aufgabe 6.14.2
Die Aufgabe 6.13.1 a) und b) gegebenen Tabellen sind abschnittsweise durch Funktionen anzupassen, bei denen

die zweite Ableitung an den Stiitzstellen stetig ist.

Aufgabe 6.14.3
DieFunktion y = sin(x) ist mit Hilfe der Stitzstellen x, = 0, x, = 45°, X3 = 90°, X, = 135° und x5 = 180° abschnitts-
weise anzundhern. Die Koeffizienten fir die einzelnen Abschnitte sind anzugeben.

a) Durch lineare Interpolation.

b) Mit der Bedingung y* soll stetig sein.

C) Mit der Bedingung y” und y™" sollen stetig sein.

d) An den Stdlen xg = 22.5°, X, = 67.5°, Xg = 112.5° und X, = 157.5° soll der relative Fehler von a) b) und

¢) in Bezug auf die Originalfunktion sin(x) angegeben werden.

Aufgabe 6.14.4
Gesucht ist die Gerade, die von den unten aufgefiihrten Mef3punkten al's Abweichung die geringsten Fehlerqua-

drate aufweist.

a)
X 0 2 3 5
y 2 5 7 9
b)
X 0 5 7 9
y 6 8 7 10
c)
X 4 5 6 7 8
y 10 9 7 6 5
d)
X -4 -3 -1 1 2
y 10 8 6 5 4
Aufgabe 6.14.5

Geben Siedie Parabd 2.0rdnung an, die mit den Tabellenwerten aus Aufgabe 6.14.4 die geringsten Fehlerqua-
drate al's Abweichung aufweist.

Aufgabe 6.14.6
Stellen Sie die Bestimmungsgleichung in Matrix- und Vektorform auf, um die folgende Wertetabelle mit Hilfe

von least square durch ein Polynom 4.0rdnung anzunadhern. Auch hier geben Siealle Matrix- und V ektorel emen-
te an die notwendig sind um die Koeffizienten a, bis a, zu berechnen. Geben Sie die Berechnungsvorschrift fur
diese an.

a)
x | 3] 2-1]lof1]2]s3
y|l 2]l 5[5 ] 3|[1]1]€s
b)
x | 6] al-2]o0of2]4]€6
y |10 8| 3] 2| 5]12]14
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Aufgabe 6.14.7
Stellen Siedie Bestimmungsgleichung in Matrix- und Vektorform auf, um diefolgende Funktion bel x = 0, 0.1,

0.27 .... 1.0m mit Hilfe von least square durch ein Polynom 4.0Ordnung anzundhern. Geben Sie alle Matrix- und
Vektorelemente an die notwendig sind um die Koeffizienten a, bis a; zu berechnen. Geben Sie die Berechnungs-
vorschrift fir diese an.

a) y =sin(x) b) y = cosh(x)
Aufgabe 7.2.1
Versuchen Sie eine Stammfunktion F(x) der Funktion f(x) zu finden fur die gilt F(x) = [f(x)dx.
a) f(x) = cos(ax) b) f(x) = sin(ax)
C) f(x) = cosh(ax) d) f(x) = sinh(ax)
2) f(x) = x* f) f(x) = x’
Aufgabe 7.3.1
Bestimmen Sie die folgenden bestimmten Integrale:
5 2
a) I = [ x%dx b) I = { sin(x)dx
X[O X[Z
1 25
) | = e*dx d) | = cosh(x)dx
X[O X[Z
1 5
) I = [ x%dx f) I = [ xZxsinh(x)dx
X[Z X[S
Aufgabe 7.4.1

Der Wert des bestimmten Integralsist zu berechnen

3
| = f(5x3 + 4x% dx
Xx=2

Aufgabe 7.4.2
Berechnen Sie das folgende bestimmte Integral.

8
I = [f(x)dx
X[Z
mit f(x) =f(X) =4-Xx far 2<x<4
und f(x) = f(x) = x*- 4x fur 4<x<8

Aufgabe 7.4.3
Berechnen Sie Flache, die sich ergibt durch folgende Begrenzungen:
Xx=2cm y=0
2
X=4cm y = 9cm - 6x + X
l1cm
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b)

d)

0)

Aufgaben

3
| = X[Z cos(x)dx

4
| = sinh(x)dx
x=f—3

Der Mittewert der Funktion y = f(x) sall fir das Intervall [a,b] berechnet werden.

Aufgabe 7.5.1
Die folgenden bestimmten Integrale sind zu bestimmen:
8
a) | = | e’dx
x[4
5
C) | = sin(x)dx
x[4
T
f | = dx
) f 1+ x?
x=0
Aufgabe 7.6.1
a) y=x*
b) y=x"
c) y = cos(X)
d) y=x°
e y=¢
f) y =sin(x)
9) y = sin(x)
1
h) y =
1 - x?
Aufgabe 7.7.1
Man |8se durch Substitution:
a) F(x) = f(3x + 4)° dx
0 F(x) = f e dx

) F(X) = X__dx
f\/l -x?

9) F(x) = f %dx

i) FO) - | de dx
a” - X
K) FO) - | de o
X~ +a
1
m W - [
VX - 4x + 13
Versionl1l.4 22. Dezember 2000

a=0

b)

d)

f)

h)

F(x) = f cos(ax) dx

1

1-x?

dx

FX) = f
F(x) = f sin®(x) =cos(x)dx

F(x) = f tan(x) dx

dx

F(x) = dx
f NP
B dx
F(x) = fxz - azdx
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Aufgabe 7.7.2
Man |6se durch Substitution:

a) F(x) = f?x . 3dx
0 F(x) = f (5%)"dx
) FO - [ L
Y16 + X2
1
9 F60 - f025 + xZOIX

) F(x) = f sin°(x) *cos(x)dx

b)

d)

f)

h)

F(x) = f cosh(3x)dx

F(x) = L dx
9 - x?
1
F(x) = f4 Sdx
- X
) 1
F(x) = f=x2 T 34dx

F(x) = fcosh[(x + 5)3x(x + 5)%dx

Aufgabe 7.7.3
Man |8se durch Substitution:
a) F(x) = f (0.5x + 6)%dx b) F(x) = f sinh(8x)dx
_ (x+3) _ 2
) F(x) = [——2—~ d) F(xX) = [cos(x“ + 5)*2x dx
™ f (x +3)?+5° f

2 1

e F(x) = [xe* dx f) F(x) = [——dx
f * f x2 +8x -20

Aufgabe 7.7.4
Die folgenden unbestimmten Integrale sind durch Produktintegration zu | 6sen.
a) F(x) = [x*cos(x) dx b) F(x) = [x*sin(x) dx
C) F(x) = [x**In(x) dx d) F(x) = [In(x) dx
2] F(x) = [arc Sin(x) dx f) F(x) = [cosh?(x) dx
0) F(x) = [x*arcosh(x)
Aufgabe 7.7.5
Die folgenden unbestimmten Integrale sind durch Produktintegration zu |6sen.
a) F(x) = [x sin(x) dx b) F(x) = [x* e dx
C) F(x) = [x In(x) dx d) F(x) = [arcosh(x) dx
2] F(x) = [sin*(x) dx f) F(x) = [x*arcsin(x) dx
Aufgabe 7.7.6
Die folgenden unbestimmten Integrale sind durch Produktintegration zu | 6sen.
a) F(x) = [x*€ dx b) F(x) = [x?cos(x) dx
C) F(x) = [x3In(x) dx d) F(x) = [arccos(x) dx
2] F(x) = [cosi(x) dx f) F(x) = [x*arccos(x) dx
Aufgabe 7.7.7

8x - 13 x3+2x2+5x+ 6
a FX) = | ————— b F(x) = dx

) (x) f(xfl)(fo) ) (%) f 3

2

) F(X) - f$ dx
(x - 2%(x+3)
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Aufgabe 7.7.8
Man zerlegt in Partiabriiche
2
3) f(x) - 33X +4x + 2
(x - 3) (x? - 8x + 25)
2 _ _
9 f(x) - 2X°-3x -7
(X - 2) (x? + 6x + 25)
Aufgabe 7.7.9
x3-x2-18x + 10
F(x) =
a) () f 2 dx
2
b) F(x) - f X< + 47x + 150
(x+1D(x+3)(x-6)
Aufgabe 7.7.10
a) F(x) - f xdx

(x + 5)°

b) FO) - [ (XXd’;)Z

0 F(X) = f (x - 5) /9 - x?dx

dx
V25 - x2

O FW- [

e F(X) = f /16 + x%dx

2
f) Fo) = [ X% g
f\/X2+16
9 - [
x? -9

h) F(x) = f (x - 5)sin(4x) dx

. 3

i) FX) = [ =12 dx
fx2716

Aufgabe 7.7.11

b) fx) =

d)

k)

n)

0)

p)

o)

Aufgaben

5x2 - 6x + 4

(X + 6) (x? - 4x + 40)

F() = f (iXS:)Lz dx
F(x) = f % dx

(x+2)°

F(x) :fx*e‘s’x dx
F(x) :fxz*eSde

F(x) = f (x - 5)%dx

F(x) :fx*arcsin(Sx) dx

. Sind(6x)
F(x) = f 0369 dx

F(x) :fezx*sin(Sx) dx

F(x) :f xdx

9-x2

x3dx
x? - 16

F) - [

Fur diein Aufgabe 7.7.8 partialbruchzerlegten Funktionen ist das Integral F(x) = [f(X)dx zu bilden.
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Aufgabe 7.8.1

Fur die unten angegebenen Funktionen f(x) ist das Integral | in den Grenzen von x = abisx = b zu bestimmen.
Fur dienumerische Integration sindn + 1 Funktionswerte (y,.....Y,) Zu berechnen. Das bestimmte Integral |, soll
mit Hilfe der Trapezregd und |, mit Hilfe der Simpsonregel bestimmt werden. Zum Vergleich ist das Integral |4
analytisch auszuwerten. Der relative Fehler fir |, und |, ist anzugeben.

b - T

2

b - %

2

b - %

2
a=14
a=0
a=0

n=4

n=8

n=16
b=6 n=4
b=2 n=4
b=mn/2 n=4

Fur diefolgenden Verlaufe mit Sprungstellen ist das bestimme Integral

a) f(x) = sin(x) a=0
b) f(x) = sin(x) a=0
C) f(x) = sin(x) a=0
d) f(x) = x?
e f(x) = x°
f) f(x) = cos(x)
Aufgabe 7.9.1

b
| = f f(x) dx
zu bi I?jen.

Fur folgende Abschnitte gilt

a<x<c

c<x<b
a) a=0, c=2,
b) a=2, c=4,
c) a=4, c=6,
da=3, c=5,
Aufgabe 7.9.2

f(x) =1.(x)

f(x) = 1(x)
b=3,

b=5,

b =10,

9:

f,(x) = 4x3,
f,(x) = Sn(0.2%),
fi(x) = x4,

f,(x) = sinh(0.1x),

Die folgenden uneigentlichen bestimmten Integrale sind zu bilden:
Hinweis. Der Wert einiger Integraleist «.

1

1
a) | = | —dx
x[OXn
1
b) I = [ In(x) dx
!
) | = [ x+xe™®dx
X[O
1
d) I = [=dx
i
Version1.4

f)

0)
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1
— dx
[

fi(x) =

f(x) = €2

f,(x) =cos(0.5x)

f,(x) = x°

3x-1
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Aufgabe 7.10.1
Das Volumen im x-y-z-kartesische Raum mit den unten angegebenen Grenzen soll berechnet werden. (dimen-

siongos)

a) X, =3 y,=1 z,=0
X, =6 Y, =4 Z, = X*y
b) X, =2 v, =3 z,=0
X,=5 Y, =7 Z,= Y+ 5x?
C) X, =1 v,=4 z,=0
X, =2 Y, =12 z, = &
d) X, =0 y; =1 z,=4
X,=5 Y, =3 Z,=Xy+6
2] X, =0 y;,=0 z,=0
X, =2 Y, =X Z,=X+y
f) X =-1 y;=-1 z,=x*y
X, = 2y y.=1 Z,=2¢+y+2
9) X =0 yi=1-x z,=0
Xp =2 Y= 1+X z, = cos(x)* cosh(y)
h) X, =3 y;=1-x2 z,=1
X;=5 Y, =1+x 2,=2+xX+y
Aufgabe 7.10.2
Die Flache die von den folgenden Spiralen im Bereich 0 < ¢ < 27 eingeschlossen wird, soll berechnet werden.
a) R =10 cm*e¥* b) R - 10cm
1+ L
21
0 R - 10 cm+-&- d) R-_ 10cm
21 @ 2
1+ =
21
Aufgabe 7.10.3

Das Volumen eines Hohlzylinders mit dem AuRenradius R,, dem Innenradius R, ist zu berechnen. Die Hohe
h = f(R,¢) des Hohlzylinder ist radius- und winkelabhangig.

a) R,=2cm R,=4cm h = 10 cmL*[2+sin(cp)]
4 cm

b) R,=05m R,=2m h= (R+ 1m)[4 + cos(¢)]

Aufgabe 7.10.4

Welche Mantelflache besitzt ein Zylinder mit dem Radius 5 cm und der Héhe
h =10 cm[1 +(¢p/2w)+sin(¢)] ¢=0.27n

Aufgabe 7.10.5
Aus einer Kugel mit dem Radiusr = 5 cm wird ein Kegel unter einem Offnungswinkel von 120° (& = 60°) her-

ausgeschnitten bisin den Mittelpunkt.
a) Das Volumen der Rest-Kugel ist zu berechnen.
b) Die gesamte Oberfléache des Korpersist zu bestimmen.
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Aufgabe 7.10.6

Berechnen Sie das Volumen der Hohlkugel mit dem AulRenradiusr, = 9 cm und dem Innenradius

a)

Aufgabe 7.11.1

r, - 3cm y[Sn(d)cos(g) + 2] b)

r, = 3 cm Y[SIn(®) + cos(g) + 2

Die Bogenléangen der Funktion y = f(x) im Bereich x = abisx = b soll bestimmt werden.

2

b=4cm y = 2 +6cm
cm
b=2cm y = 30m+1cm*cosh[i]
lcm
b=4cm y = In(LJ cm
lcm

Das Volumen des Rotationskdrpers um die x-Achse mit den folgenden Begrenzungen ist zu bestimmen.

y,=X+1lcm
Y,=x+4cm

Yy, =3cm
Y,=3 + (x - 5cm)¥1cm

=0
Y, = sinh(x/2cm)

y1=X
Y,=x31cm + 1cm

Berechnen Sie das Volumen eines Rotationskérpers um die y-Achse mit den folgenden Begrenzungen.

a) a=2cm
b) a=1lcm
C) a=1lcm
Aufgabe 7.11.2
a) X, =2cm
X, =3 cm
b) X, =2cm
X, =3 cm
C) X;=5cm
X, =10cm
d) X, =0cm
X, =3 cm
Aufgabe 7.11.3
a) X;=5cm
X, =8cm
b) X, =2cm
X, =7Ccm
Aufgabe 7.11.4

y, =1cm - X
Y, =1cm + X

y; = X*sin(x/17 cm)
Yy, = x¥100cm? + 10 cm

Gesucht ist die Mantelflache eines Rotationskdrper um diex-Achse mit der Funktion y = f(x) in Bereich zwischen

x=abisx =h.

a) y=5cm + 0.5x
b) y =5cm + 0.5x%1 cm

Aufgabe 7.11.5

a=5cm b=10cm
a=1lcm b= 2cm

Das Massentragheitsmoment eines Rotationskdrpers um die x-Achse mit der Dichte o = 8000 kg/m? und den
folgenden Begrenzungen soll bestimmt werden.

a) X;=1lcm
X, =5cm

b) X, =2cm
X, =6 cm

Version1.4
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y,=2cm
Y, =4com+ X

y; = 1 cm(x/6 cm)?
Y, =1 cm(x/6 cm)
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Aufgabe 7.11.6
Das Massentragheitsmoment mit dem AuRBenradiusr, (R,) und dem Innenradiusr, (R,) ist in allgemeiner Form

zu berechnen.

a) eines Hohlzylinders der Lange h
b) einer Hohlkugel

Aufgabe 7.11.7
Berechnen Sie die Schwerpunktkoordinaten des Dreiecks mit folgenden Eckpunkten.
a) X, =0cm X, =0cm Xs=12cm

y;=0cm y,=8cm y;=0cm
b) X;=5cm X, =10cm X;=10cm

y:=4cm y,=1cm y,=7cm
Aufgabe 7.11.8
Bestimmen Sie die Schwerpunktskoordinaten der durch die folgenden Funktionen begrenzten Flachen.
a) X, =0 y1=-X

X, =1 Y,=x?
b) X1 =2 ;=0

X, =4 Y,=X
Aufgabe 7.12.1
Gegeben ist die Vektorfunktion

PZ
a = grad(e) | = f ads
Pl

Bilden Sie das Linienintegral
a) ¢=X+y+7 P,(1,1,1) P,(2,2,2)"
b) @ = X*Y* 2B+ Xy 2 + Xy z P,(1,2,3)" P,(4,5,6)"
Aufgabe 7.12.2
Versuchen Sie, wenn maglich, die Vektorfunktion a darzustellen durch:
grad(p) = &
a) d = (y*z 2+xxy,x?) b) d = (x2xy, z+x3 y*x?)
0 d, = (3xZxy, dy3«z, 2+2+X) d) a = (xxz% y+z% x+y?)
) a, = (2x,3y% 429 ) d = (y%z° 2xyz® 3xy*z?

Q) a' = (yrxz x*z x+xy)

Aufgabe 7.12.3
Fur die Vektorfunktionen von Aufgabe 7.12.2 ist das Linienintegral von P,(0,0,0)' bis P,(5,3,8)"

| = [ads
l

1

zu bilden. Der Weg C, sall auf einer Geraden liegen.
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Aufgabe 8.1.1
Man bestimmen das nicht rekursive und das rekursive Bildungsgesetz der Folgen.
a) a,=6 a =-18 =54 a, =-162 a; = 486
h  oa - a, - a, - > a, - 2 a - =
2 4 8 * 16 32
C) alzi azzi aszi a—i aszi
10 20 40 ‘80 160
O A 8 -3 R L
5 8 1 * 14 17
€ a:l_:i az:i %:i a:i 35:1=0
5 9 13 R ¥/ 21
Aufgabe 8.1.2
Geben Sie das nicht rekursive Bildungsgesetz der unteren Folgen an.
a) alzlazzi :ia:iagzi :i
1 3! 5! 4 7! 9! 11!
b) alzi :7ia3:£a:£aszl=oae,l=2
3’ 5’ 779 1’ 13’
©) a=1,8=-2a&=3,a=-4a=52a=-6,..
I T L LTS
’ 4’ 9" ™ 16’ 25° 36’
€ 6‘1:i<’3‘z:La@;’1=0a*1=3<3‘5:1=6an1=9
7' 1’ 15" % 19’ 3’ 27’
I T L T T N
2! 3! 4! 4 5 1 6 1 7 1
4 4 2 4 1
= = :_11 ] a, = Bt] = = = T
0) 2l 3 % & 5 % 3 a 8 85 2
N e Sa -l Tia A e
3! 4! 5! 4 6! 7! 8!
Aufgabe 8.1.3
Teilen Sie die Folgen der Aufgabe 8.1.2 ein in alternierde und nicht alternierende.
Aufgabe 8.1.4
Teilen Sie die Folgen der Aufgabe 8.1.2 ein in Nullfolgen und nicht Nullfolgen.
Aufgabe 8.1.5
Teilen Sie die Folgen der Aufgabe 8.1.2 ein in konvergente und divergente.
Aufgabe 8.1.6
Gegen Sie den Grenzwert der Folgen aus Aufgabe 8.1.2 an.
GW = lim(a)
|0
Aufgabe 8.3.1
Die folgenden endlichen geometrischen Reihen sind zu berechnen:
9 1 i 13 1 i
a) R =Y 2187+ = b) R =Y 768« =
i-5 3 i-6 2
20 7 i
o) -yl d) R - 3072*(1]
i=7 8 i=3 4
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Aufgaben

Aufgabe 8.3.2
Bestimmen Sie den Wert der folgenden unendlichen geometrischen Reihen:
o i o i
a) RZS*[E] b) RZ486*(1]
i-0 2 i-5 3
el 1 I el 1 I
] RZS*[_] d) RZlO*(_]
i=2 4 i=6 5
Aufgabe 8.4.1
Berechnen Sie die ersten drei Rethenglieder der folgenden Binomischen Reihen:
a) R=(1+x)® b) R=(1+x)°
0) R=(1-x)’ d) R=(1-x)°
3
e R=1+x f) R = 1+x?
4
9) R=1+x h) R = (1+x%
Aufgabe 8.4.2
Bestimmen Sie die ersten drei Reihenglieder der folgenden Binomischen Reihen.
a) R=(a+x)® b) R=(a+x)®
0) R=(a-x)° d) R=(a-x?°
e R = ya%+x? f) R = ya*-x*
Aufgabe 8.5.1
Man entwickle die folgenden Funktionen bei x=0 durch eine Potenzfunktion.
a) f(x) =€ h) f(x) = arctan(x)
b) f(x) =& i) f(x) = sinh(x)
) f(x) = sin(x) i) f(x) = cosh(x)
d) f(x) = cos(x) k) f(x) = tanh(x)
2] f(x) = tan(x) )] f(x) = arsinh(x)
f) f(x) = arcsin(x) m) f(x) = arcosh(x)
0) f(x) = arccos(x) n) f(x) = artanh(x)
Aufgabe 8.5.2

207

Die folgenden Ausdriicke f(x) sind bei x=0 durch eine Potenzfunktion zu entwickeln. Geben Sie die ersten funf

Termeder Mac Laurin Reihe an.

a) f(x) = /1+x b) f(x) = sin(x)* €& C) f(x) = i f i

d) f(x) = 1 X 5 e) f(x) = cos(x)*sinh(x) f) f(x) = sin(x)* cosh(x)
+ X

Aufgabe 8.5.3

Entwickeln Sie bel x=a durch eine Potenzfunktion. Bestimmen Sie den Konvergenzbereich.
a) f(x) = In(x) a=1

b) f(x) = arctan(x) a=1

9 () - X a=4

d) f(x) = cos(x) a- %

Aufgabe 8.6.1

Berechnen Sie mit Hilfe der Abelschen Summation
n n n

a) R, = Y i® b) R, = Y i* 0 R, = Y i%q'
i=0 i=0 i=0
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Aufgabe 8.7.1
Berechnen Sie die Summe der natiirlichen Zahlen von n, bisn,:

>
s=3y n

n=n,
a) n, =10 n,=17
b) n, =18 n,=27
Aufgabe 8.7.2

Bestimmen Sie die Summe der Quadratzahlen von n, bisn,:

>
s-Y n?

n=n1
a) n, =12 n,=18
b) n, =53 n,=78
Aufgabe 8.7.3

Die Summe der Kubikzahlen von n; bisn,:

>
s-y n®

n=n;

ist zu bestimmen.

a) n=8 n,=13
b) n, =13 n,=25
Aufgabe 8.11.1

Bestimmen Sie den Wert der folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe von Reihenentwicklung und Integration.
Zur Probe sollte das Ergebnis direkt berechnet werden.

1 0.5
a) | = fxz*exdx b) | = fxz*cos(x)dx
0 0
0.1 0.3
0 | = f X dx d) | = f\/1+x2dx
1+x2
0 0
Aufgabe 8.11.2 (Vorbereitung fir Aufgabe 8.11.3 und 8.11.4)
Das Integral
/2

I, = [ sin"(x) dx
!

ist in algemeiner Form fir gerade und ungerade Exponenten zu bestimmen.

a) Berechnen Sie die bestimmten Integrale |, und I ,.

b) Ein Ausdruck fur die unbestimmten Integralel, (n > 2) ist in rekursiver Form zu ermitteln.

C) Der rekursive Ausdruck fir 1, und 1, ist anzugeben. Darausist eine universelle Angabe fur |, (n-gerade)
Zu ermittle.

d) Der rekursive Ausdruck fir 15 und |5 ist anzugeben. Darausist eine universelle Angabefir |, (n-ungera-
de) zu ermitteln.

€ Versuchen Sie den Ausdruck |, (n-gerade) mit Hilfe von Fakultéten darzustellen.

Aufgabe 8.11.3

Bestimmen Sie den Umfang einer Ellipse mit dem Halbachsen a in x-Richtung und b in y-Richtung unter der
Voraussetzung a> b. €% = (& - b?)/&.

Aufgabe 8.11.4
Berechnen Sie die Lange der Funktionskurvey = sin(x) im Bereich 0 < x < %

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD
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Aufgabe 6.1.1

a) yr =1+ 6X

b) y; = 0.609 + 0.2x

c) yr = 0.0406 + 0.8776x
d) yr =-0.5708 + 2x

2] yr =-13.90 + 11.96x

Aufgabe6.1.2

Aufgabe 6.2.1

a) Xs=1.7115
b) Xs = 0.3727
C) Xs = 0.86637
d) Xs = 0.52182

Aufgabe 6.3.1

Aufgabe 6.3.2
a) Nullstellen:

Pole:

XNl = '6
Xp =3

b) Nullstellen: X1 = 2
Pole: Xp1 = -5
C) Nullstellen: Xy = -4
Pole: Xp1 = -6

Aufgabe 6.3.3
a) Minima
d) Minima

Aufgabe 6.3.4

a) k(2) = 0.07065 o(2) = 14.15

0 k(3)=0.1789 o(3) =5.590

X X X X X

Lt A {14

Ng o N
NS

@ = -49.467°
. = -48.335°
@, = 139.23°

@, = -94.534°

Xno =1
Xpp =2

Xz = 3
X =4

XN2 = '5

X =4

b)
€)

Aufgabe6.4.1  x_ - é[a+b—\/a—b)2+a*b]

Aufgabe 6.4.2

3
r = L =5.42 cm
27

r:%s{/\=/:50m

a)

b)

Aufgabe 6.4.3
b

Aufgabe 6.4.4

X = = 1.77km

2
Uq

R

Versonl.4 22. Dezember 2000

Ergebnisse 209
Yy = 13.33- 0.1667*x
Yy = 26.609 - 5*x
Yy = 1.049 - 1.139*x
yn = 1.393 - 0.5*x
yn = 10.185 - 0.08359* x
Xs = 0.01866 Qs = 43.396°
Xs = 1.83632 Qs = 37.429°
Maxima 0) Sattel punkt
Sattel punkt
b) k(0)=-1 0(0) =1
d) k(5) = 0.01596 o(5) = 62.65

b)

3
h- (aY - 1083 cm
T

h- 4V -1273¢em
T

+R =167 Q

wlo
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Aufgabe 6.4.5 o = 60°
Aufgabe 6.5.1
a) X =-2.1163
b) x = 1.5463 X =-2.5698
C) x =0.3923 x = 3.8596
d) x =0.2192 X =2.2808
€ x =9.2215 x =0.000913
Aufgabe 6.5.2
a) x=5 x=-1
b) x =1.710
c) x =0.4151
Aufgabe 6.6.1
a) Yo=1 b) Yo=1 ) Y,=0
d  y,=e=27183 9 y -+ ) y, -
¢ 2 g 96
9) Yo=71 h) Y;=0 ) Ye=1
1
)i Yo = 75 k) Y;=0 € Y,=0
Aufgabe6.7.1
a) y=2t y'=2 t=xXx y=x? y' =2x y'=2
t) " 1
b oy - - Y E——
sin(t) axsin’(t)
2
cos(t) = X sin(t) - 1(1) y = /aZ - x2
a a
y/ _ -X i _ *az
2 X2 (@* - x)*?
0 y' = 1 y" = 1 t2=x¥2 y = x¥2 y' =0.5x"2 y" =-0.25 x3?
2t2 4t8
d) y/ - 1 - cos(t) y/ - 1 - cos(t)
sin(t) axsind(t)
cost) - 1- X t = arocos( 15]
a a
2 2
Sin(t)A’l[ll] ya[arocos(lﬁ) 1[11)]
a a a
x/a 1 xla
y/ _ - y// _ N
i 2ER]
a a
Aufgabe 6.7.2
a) /I _ Sn(t) - COS(t) "o Zet
sin(t) + cos(t) ax[sin(t) + cos(t)]®
t-3 2
b /_ "_
) Y =i y 1P
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Aufgabe 6.8.1
2 /_ sin(g) - cos(¢) b) y - Ber 5¢%)cos(g) + (3 + 10¢) * sin(¢)
sin(g) + cos(y) (3 + 10g)cos(g) - (3¢ + 5¢?) *sin(e)
9 y/ - cos()[1 + 2sin(@)]
cos’(¢) - sin*(¢) - sin(e)
Aufgabe 6.9.1
a) Z,=2X + 4y z,=4x + 10y Z~ -73+ 16X + 38y

firx ~2undy =~ 3

b  z=yoos)  z=sn(K) i ﬁ[% X %y]
fir x ~ ~ undy ~ 2
7 undy
©) z,=-y*dn(x)  z,= 2y*cos(x) z~ -45+ 15/3n - 45/3+x - 3y

fir x ~ ~undy ~ -3
3 y

d) Z,=2X z,=2y Z~ -13+4x + 6y
firx ~2undy~ 3

Aufgabe 6.9.2
a) Z,, =6X + 6y z,, = 6x z,, = 6x z,=2

b)  ze=-Sn(X)Foosly)  z,=-0os)*SNE)  z,=-cos(x)*sny) 2, =-Sn(x)*cosy)

C) z,=6 z,=0 z,=0 z,=8
d) Zy = 12x2 z,, = 6y z,, = By z,, = 12*x*y -cos(y)
Aufgabe 6.10.1

a) dz = (2x + 2x*y®) dx + (3x¥? + 4y°) dy

b) dz = sin(y) dx + x*cos(y) dy
C) dz=(a+cy)dx + (b+cx)dy
d) dz = -sin(x)* cosh(y) dx + cos(x)*sinh(y) dy

Aufgabe 6.10.2
a) Az = 38*Ax + 14* Ay b) Az = 2/3+Ax + 2+Ay

c) Az = 108*Ax - 48* Ay d) Az = 8*Ax + 8n* Ay

Aufgabe 6.11.1.
faps = -4V fq =-0.01732 fras = -1.732%

Aufgabe 6.11.2. 156.8 A <1 < 163.3A

Aufgabe 6.11.3. 4877Q<R<5128Q

Aufgabe 6.11.4.
(AP/P)» = 0.201 1743 W < P< 262.1 W
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Aufgabe 6.11.5.

a) (AZg)max = 0.24  (AZg)mie = 0.1304
b) (AZg)max = 0.3 (AZg) i = 0.1587
C) (Azrei)max =05 (Azrel)mit =0.3092

d) (AZ, ) = 016 (AZ,4),; = 0.08602

Aufgabe 6.11.6.
a) Xmit = 2.04

C) Xmit = 52.667

s=0.1140
s=1.5275

Aufgabe 6.11.7.

a) Ax=0.1882 b Ax=03003 ¢

Aufgabe 6.11.8.
a) 91.96 % b) 89.04 %
Aufgabe 6.12.1.
. 2t+2
a) ap 1 b)
dt
3t?-2
axsinh(at)
©) B = | bxcos(bt) d)
20t3
Aufgabe 6.12.2.
2x
a) grad(s) = | 12y2+12y=z° b)
18y 2xz2
2x
©) grad(s) = | y“*+z d)
y
Aufgabe 6.12.3.
a) div(v) = 3xy + X
C) dIV(E) = y*Z + 2X2*y>k22 + 3X3*y3*22
Aufgabe 6.12.4.
Z+X
a) I’Ot(\7) = fy*Z b)
y-x®
3x 3y 2ez3-2x 2y iz
0 rot(E) = Xy 3x 2xy 24723 d)
2X*y2*22—)(*z
Version1.4 22. Dezember 2000

b) Xmit = 4.2250 s=0.2500
d) Xmit = 6.9500 s=0.4203
Ax =1.589 d) Ax =0.8265
C) 10.4 % d) 90.28 %
~w*SN(wt)
P = | w*cos(wt)
2
2at
. b
P =
t+1
sin(y)
grad(s) = | x*cos(y)-zxsin(y)
cos(y)
y+2x*z2
grad(s) = X+2yx<z3
2x2xz+3y3+72
b) div(V) = -y*sin(x) + sin(x) + 2zyx

d) div(E) = cosly) - sin(2)

2

Z°+X
rot(v) = ~z%xy
y+cos(X) -cos(X)
0
rot(E) =| 0
sin(y)
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Aufgabe 6.13.1
a) Xo =0, Yo=0 ist Minimum
b) Xo =0, Yo=0 ist Sattel punkt
C) Xo =5, Yo=3 ist Minimum
4 2 . -
d) Xo 3 Yo = 3 ist Minimum
1 2 .
€) Xy = 3 Yo = 3 ist Sattel punkt
f) Xo1 =1, Voo =-1 ist Minimum
Xoo = -1, V=1 ist Minimum
Xos =0, Vs =0 ist Sattel punkt
0) Xo =2, Vo=3,2,=4 ist Maximum
h) Xo =2, Vo=3,2,=4 ist Sattel punkt
Aufgabe 6132 x - % o = 60°
Aufgabe 6.13.3
3 3 3
b- |8 a- |2v h - Jz
3 8 3
b=20LE a=15LE h=10LE
Aufgabe 6.13.4
a=2.00268 LE b=1495.99 LE keine technische Lésung vorhanden: h=1001LE
h < 2 LE nicht sinnvoll
Aufgabe 6.14.1
a) i il b[i] ] b) i ali] Bl di]
1 1.00000 2.00000 0.00000 1 0.00000 4.00000 0.00000
2 3.00000 2.00000 -1.00000 2 4.00000 4.00000 -1.00000
3 4.00000 0.00000 3.00000 3 7.00000 2.00000 -1.00000

ali] bfi] i] d) ai] b[i] ]

| I
1 1.00000 2.00000 0.00000 1 10.00000 -1.00000 0.00000
2 3.00000 2.00000 -1.00000 2 9.00000 -1.00000 -1.00000
3 4.00000 0.00000 3.00000 3 7.00000 -3.00000 -1.00000
4 7.00000 6.00000 -3.00000 4 3.00000 -5.00000 7.00000
Aufgabe 6.14.2
a) ai] bl ] di]

|

1 1.00000 2.40000 0.00000 -0.40000
2 3.00000 1.20000 -1.20000 1.00000
3 4.00000 1.80000 1.80000 -0.60000
b) ai] bl ] di]

0.00000 4.13333 0.00000 -0.13333
400000 3.73333 -0.40000 -0.33333
7.00000 1.93333 -1.40000 0.46667

WN PP -

<) ai] bli] cfi] di]

1.00000 2.41071 0.00000 -0.41071
3.00000 1.17857 -1.23214 1.05357
400000 1.87500 1.92857 -0.80357

7.00000 3.32143 -0.48214 0.16071

AWN P —

d i &i] bi] ] di]

1 10.00000 -0.98214 0.00000 -0.01786
2 9.00000 -1.03571 -0.05357 -0.91071
3 7.00000 -3.87500 -2.78571 2.66071
4

3.00000 -1.46429 5.19643 -1.73214
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Aufgabe 6.14.3 f(x) = sin(x)

a)

b)

0)

d)

i dil
1 0.00000
2 070711
3 1.00000
4 070711

i il
1 0.00000
2 070711
3 1.00000
4 070711

il di]  dli]
0.70711 0.00000
0.29289 0.00000
-0.29289  0.00000
-0.70711 0.00000

il di]  dli]
0.70711 0.00000
0.70711 -0.41421
-0.12132 -0.17157
-0.46447 -0.24264

lineare Interpolation

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

y'stetig
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

ali]
0.70711
1.00000
0.70711

il di]  dli] y'setig

0.55410 -0.22951 -0.03169
0.00000 -0.32458 0.03169
-0.55410 -0.22951 0.07650

AWN —

Funktionswerte f(x;)

Xi zua) zub) zuc) s€n(x)

225° 0.35355 0.35355 0.38224 0.38268
67.5° 0.85355 0.95711 0.92282 0.92388
112.5° 0.85355 0.89645 0.92282 0.92388
157.5° 0.35355 0.41421 0.38224 0.38268

Aufgabe 6.14.4

a)

b)

0)

d)

4 10 a,
10 38 a 76 1.42308
4 21 a,
21 155 a
5 30
30 190

; ( 23] || ( 2.19231)

(3t _ 3| _(5.84358
179 0.36313

(37 _ | (152
209 a] |13

_( 567692
-0.92308

Aufgabe 6.14.5

a)

b)

0)

Version1.4

4 10 38) [ 23
10 38 160« a,| -| 76
38 160 722 |a,| (308

1.94231
=| 1.83974
-0.08333

4 21 155
21 155 1197 =
155 1197 9587

31
=1 179
1353

6.10541
0.00217
0.04215

5 30 190
30 190 1260] =
190 1260 8674

37
=1 209
1251

17.62857
=1 -2.15714
0.07143

S R A S SR S o

N R T -
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28. 00000
0. 00000
196. 00000
0. 00000
1588. 00000

Vektor a

a8, = 2.65368
a, = -3.32540
a, = -0.46212
a, = 0.44444
a; = 0.06818

112. 00000

0. 00000
3136. 00000
0. 00000
101632. 00000

Vektor a

a,= 1.65368
a, = 0.58730
a, = 0.69697
a, = -0.00694
a, =-0.01136

37.99798
93. 79399
246. 76645
675. 76797
1902. 01719

Vektor a

a, = 0.00020
a, = 0.98738
a, = 0.04848
a, = -0.23095
a,= 0.03676

37.99798
93. 79399
246. 76645
675. 76797
1902. 01719

Vektor a

a,= 1.00722
a, = -0.16068
a, = 0.88395
a, = -0.29539
a, = 0.11822

5 5 31 8y 33
d) -5 31 -83|x& -57
-83 -83 355 a, 259
Aufgabe 6.14.6.
Matrix B
a) 7.0000 0. 0000
0. 00000 28. 00000
28. 00000 0. 00000
0. 00000 196. 00000
196. 00000 0. 00000
Vektor k
19.00000
-6.00000 a=B¥k
92.00000
54.00000
716.00000
b) Matrix B
7.00000 0. 00000
0. 00000 112. 00000
112. 00000 0. 00000
0. 00000 3136. 00000
3136. 00000 0. 00000
Vektor k
54.00000
44.00000
1216.00000 a=B%¥k
1136.00000
36352.00000
Aufgabe 6.14.7.
a) Matrix B
11. 00000 17. 27876
17. 27876 37.99798
37.99798 93. 79399
93. 79399 246. 76645
246. 76645 675. 76797
Vektor k
6.31375
9.91762
18.42524 a=B¥k
37.88542
83.32142
b) Matrix B
11. 00000 17. 27876
17. 27876 37.99798
37.99798 93. 79399
93. 79399 246. 76645
246. 76645 675. 76797
Vektor k
43.35860
101.20498
266.57443 a=B%¥k
735.91369
2089.70185
Version1.4 22. Dezember 2000

0. 00000

93. 79399
246. 76645
675. 76797
1902. 01719
5460. 81852

93. 79399
246. 76645
675. 76797
1902. 01719
5460. 81852

Ergebnisse

3 5.21978
a,| = -0.70539
a, 0.10884
0. 00000 196. 00000
196. 00000 0. 00000
0. 00000 1588. 00000
1588. 0000 0. 00000
0. 00000 13636. 00000
0. 00000 3136. 00000
3136. 00000 0. 00000
0. 00000 101632. 00000
101632. 00000 0. 00000

3490816. 00000

246. 76645
675. 76797
1902. 01719
5460. 81852
15915. 23956

246. 76645
675. 76797
1902. 01719
5460. 81852
15915. 23956

215
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Aufgabe7.2.1
a  Fx - 3@ ¢
a
0 Fx - 3N ¢
a
) Fw - X ec
e X) = = +
5
Aufgabe 7.3.1
a) | = 156.25
C) l=e-1=17183
Aufgabe 7.4.1 | = 250.05
Aufgabe 7.4.2 | = 55.333
Aufgabe 7.4.3 A = 0.66667 cm?
Aufgabe 7.5.1
a) | = 2926.36
d) | =17.241
Aufgabe 7.6.1
a) y. - 033333
d) y. -0
9) Ym = 0
Aufgabe7.7.1
a) FO) - 1=18(3x LIS
9 F() - L™+ C
a
) F(x) = —/1-x2+C
9 F(x) - i*lnz(x) c
i) F(x) = arcsm( ) +C
a
k) F(x) = arcsmh( 1) +C
a
X-2
m) F(x) = arcsmh( 3 ) +C
Aufgabe 7.7.2
a) F(x) - %In\? +3/+C
1 8
C F(x) = —(bx C
) 9] 40( )° +
) F(x) = arsinh( E) +C
0) F(x) = 2 arctan(2x)
Versionl1l.4 22. Dezember 2000

b)
f)

b)

h)

d)

b)
d)

f)

b)
d)

F) - S, ¢
a
F) - So@) ¢
a
8
X
Fix) = =— +C
) 5
=0
| =2.423 9  1=-62
| =-0.76818 9  1=-093731
| = 1.3734 9  1=052360
-1 ) y - 037202
n+1 m
- 46708 ) y. - 0.63662
- 1.2500

b)

F(x) = arcsin(x) + C

f)

h)

b)

d)

f)

h)

F(X) - %*sin(ax) e

F(x) = -arccos(u) + C,

F(x) - %*sin“(x) +C

F(x) =-In |cos(x)| + C

F(X)

F(X)

F(X)
F(X)
F(X)

F(X)

arcosh( 5] +C
a

%si nh(3x) + C

arcos( ]
iartanh X
2 2

X +

Larctan
s

)+
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) F(x) - %sinB(x) i C i)
Aufgabe 7.7.3

3) F(x) - %(o.sx L8P+ C b)
9 F(x) - %In[(x 132 4 5] 4 C d)
) FO) - %exz i C f)
Aufgabe 7.7.4

a) F(x) = x*sin(x) + cos(x) + C b)
9 F() - %xs’*ln(x) - %x:"’ e d)

e F(X) = x = arcsin(x) + y1-x?+C f)

Q) F(x) = %{arcosh(x)[sz -1 -xyx>-1+C
Aufgabe 7.7.5

a) F(x) = -x*cog(x) + gin(x) + C

0) F(x) = 0.5X2In(x) - 0.25 X2 + C d) F(x) = x * arcosh(x) - x>~ 1+C
e F(x) = 0.5[-sin(x)+cos(x) +X] + C

f) F(x) = %x Zarcsin(x) - %arcsi n(x) + %x\/l -x2+C

Aufgabe 7.7.6

a) Fx)=e(x-1)+C b) F(x) = x’sin(x) + 2x*cos(x) - 2sin(x) + C
0 F(x) = 0.25xIn(x) - 1=16X4 +C d) F(X) = x * arccos(X) - y1-x?+C
e F(x) = 0.5[sin(x)*cos(x) +x] +C

f) F(x) = %x 2arccos(x)f%x\ll - x?- %arccos(x) +C

Ergebnisse

F(x) - %sinh(x VB C

F(x) - %cosh(Sx) i C

F(x) =sin(x?+5) + C

Fo) - Lartanh| 24| +c
6 6

F(x) = -x*cos(x) + 2xsin(x) + 2cos(x) + C
F(x) =x*In(xX) - x + C

F(x) = 0.5(sinh(x)*cosh(x) + X) + C

b) F(x) = €[x?- 2x + 2] + C

Aufgabe 7.7.7
a) F(x) = 5In|x-1] +3In|x-2| +C
1 1
b) F(X) = In|x-3| -11 -22 - 22 +C
x-3  (x-3° (x-3°
C) F(x) = N ﬁIn\fo\ + iIn\x+3\ +C
5x-2 25 25
Aufgabe 7.7.8
3) ) - 41  -11x+335 b) fx) - 22 2814
X-3 (X74)2+32 X+6 (X*2)2+62
Version1.4 22. Dezember 2000

217
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5 1 1 gixi8l

o) f(x) =
41x-2 41()(+3)2+42
Aufgabe 7.7.9
) FOO = Sx3 — 2x2 + 2x + 2n|x + 4
3 2
b) FO) - 75=75*In\x+1\ s Ain[x + 3 + 7=76*In\x 6 +C
9 F(x) - 714-;5+3In\x75\ e
X7
d) Fo) = Injx+2] -2 ¢
2(x+2)7
Aufgabe 7.7.10
3) Fog - —+ 21 ¢ b) FO) = In[x3 —>_+C
X+5 2(x+5)? X-3
0 FO) = —29 - x2)¥2 - Baresin| X| - 2xyfo-x2+ ¢
3 2 3] 2
d) F(X) = arcsin( %) +C
1 2 : X
2] F(x) = 7x* X +16+8arsmh(z] +C
f) F(X) = %x\/16+x28arsinh( E] +C
1 2 9 X
F(X) = =4¢x°-9xx + Zarcosh) =| +C
0) ) > XS [3) +
1 1. 5
h) F(X) = -=x*x*xcos(4x) + —sin(4x) + —cos(4x) + C
4 16 4
. 7 1
i) FO) = LIn[x-4] + Sin|x+4| + C
8 8
DR - Xegetec
39
2
K) Fog - e X X, 21, ¢
5 25 125
) FO) - %(x75)4+C

1o, 1. X 1)? .,
m) F(x) = ?x arcsm(5x)fﬁarcsm(5x)+j* T -x“+C

n) Fx) - f% %sinz(Bx) +Incos(6x)]+C
3 2 o
o) F(x) = ~—e 3x) + —e“<9n(3x) + C
) ) 3 cos(3x) + 3 (3x) +
0) F(x) - f%ln\gfxz\ i C
) F) = %x2+8ln\xf4\ +8In|x+4] + C
Aufgabe 7.7.11
a) F(x) = 4.1+In|x 3| - 0.55In(x? 8x+25) +9.7arctan[ X_34] i C

Version1.4 22. Dezember 2000 D:\Worl\ma2\MA2 Skript. WPD



b) F(¥)

0 F(X)

Aufgabe 7.8.1
Trapez

a) 0.987116
b) 0.996785
o) 0.999197
d) 50.7500
) 12.3125
f) 0.987116

Simpson
1.000135
1.000008
1.0000005
50.6667
10.7500
1.000135

Aufgabe 7.9.1
a) | =11.2742 b)

n<l

b) I=-1

e) | =

Aufgabe 7.10.1

a) V =101.25
d) V = 186.67
0) V =1.1298

Aufgabe 7.10.2
a) A =135.82 cm?

0) A =104.72 cm?

Aufgabe 7.10.3
a) V =586.43 cm® b)

Aufgabe 7.10.4

Aufgabe 7.10.5
a) V = nrf

b) O, = 3mwr]

Aufgabe 7.10.6
a) V =2827.43 cm®

Aufgabe 7.11.1
a) S=24.0864 cm

Version1.4

- 4=11 “5uln|x 2| + 43.5+In(x%+6x+25) 45arctan(

A = 471.24 cm?

O, = ﬁrf*%

22. Dezember 2000

X-2

= 2.2In|x+6| + 1.4In(x2-4x+40) - 1.4arctan[ ?] +C

X+3 i C
4

ls fra

1.0 -1.2*10%?
1.0 -0.32¥10”
1.0 -8*10*
50.6667 1.610°
10.6667 0.15

1.0 -1.3*10?

| =0500121 <)

) | =

N

T
2

b) V =840
) V =5.3333 = 16/3
h) V = 8515.7

b) A = 157.08 cm?
d) A =91.63 cm?

V=127.23m?

O = rlzn3+

b) V =2738.61 cm®

b) S=24517cm

/3

2

| = 1389931

d)
0)

<)
f)

|

<)

Ergebnisse 219

fre
1.35*10*
810°
54107

0.78*102
1.4*10*

d) | = 80.8229

V = 228.62
V =10.990

S=3.3428cm

D:\Worl\ma2\M A2 Skript. WPD



220 Anhang

Aufgabe 7.11.2
a) V = 94.248 cm®

0) V = 17175 cm?®

Aufgabe 7.11.3 a)

Aufgabe 7.11.4 a)

Aufgabe 7.11.5

Aufgabe 7.11.6
a) 0 - LZP*(R;— R;)+h

Aufgabe 7.11.7
a) Xs=4cm

Aufgabe 7.11.8

a) Xs=0.7 y,=-0.08

Aufgabe 7.12.1

a) =9 b)

Aufgabe 7.12.2
a) bisd) nicht mdglich
f) (P :X*y2*23+c

Aufgabe 7.12.3
a) | =136.667

d) | =1411.6
0) | =120

Aufgabe 8.1.1 _
a) a =-2*(-3)

H  a - 3*(%]

d)

€) a =

Aufgabe 8.1.2
a)

0

e

0)

Versonl.4 22. Dezember 2000

b)
d)

b)

Y, = 2.667 cm

V =1621.1 cm®

M = 307.34 cm?

V = 251.96 cm®
V =190.38 cm®

® = 0.013975 kgm?

8
15

0 -

b)

b)

| = 44970

B
0)

b)
€)

N

x, = 3.1111

b) V =1408.3 cm®

b) M = 70.785 cm?

® = 6.6404 gcm?

np(r; - 17)

X =8.333 cm y.=4.cm

y. = 1.5556

p=xX2+y+7*+C
@ =Xyz+C

| = 11408.04
| =4148

1+ 34
-3, + 2
-8a; + 5

b)

d)

f)

h)

0 | =1012.98
f) | = 23040

-2

-1
2i +1( 2

2 +3
i+1
(-1

i+2
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Aufgabe 8.1.3

a) nicht alternierend b) aternierend C)

d) nicht alternierend 2] nicht alternierend f)

0) aternierend h) aternierend

Aufgabe 8.1.4

a) Nullfolge b) nicht Nullfolge c)

d) Nullfolge € nicht Nullfolge f)

0) Nullfolge h) Nullfolge

Aufgabe 8.1.5und 8.1.6

a) GW=0 => konvergent

b) kein GW => nicht konvergent

C) kein GW => nicht konvergent

d) GW=0 => konvergent

2] GW =3/4 => konvergent

f) GW=2 => konvergent

0) GW=0 => konvergent

h) GW=0 => konvergent

Aufgabe 8.3.1

a) R=13.44444 b) R=23.90625 ¢) R = 262128 d)

Aufgabe 8.3.2

a) R=16 b) R= 3 C) R =0.666667 d)

Aufgabe 8.4.1

a) R=1+8x+28x*+ .. b) R=1+6x+15x2+ ...

0) R=1-7x+21x*+ ... d) R=1-9x+36x*+ ...

2] R:1+ixfixz+... f) R:1+ixzfix4+...
2 8 3 9

0) R:1+ix3fixe+... h) R=1+3x+=x%+
4 32

Aufgabe 8.4.2

a) (a+x)8=2a8+ 8a'x + 282> + ...

b) (a+x)b =& + 6ax + 15a'%° + ...

0) (a-x)°=a - 5a' + 102> + ...

d) (a-x?)°=a’- 9a%> + 36a'x* + ...

9  J@@ixd - a[1+1(5]21[£)“+....]
2\ a a

8
4 8
f) \/a“fx“):alfii SAx
2\ a 8\ a
Aufgabe 8.5.1
L6ésungen siehe Formelsammlung oder Vorlesungsskript S.8-25 bis S.8-28.
Aufgabe 8.5.2
a) f) = 1+ ix - —Ltoax?i S 3 _ 3 4
2 2x4 2+x4%6 2+4+6+8
3 5 6
b) f(x) = x+x2+ X2 - X X,
3 30 9
0 f) = 1 +2x +2x%+ 23 + 2x4 + ...
d) fx) = x - x3+ x5 -x"+x% - xM+ ..
B i) - x - 2x3 - Axs . Byr 169
3 5! 7! 9l
Version1.4 22. Dezember 2000

Ergebnisse 221

aternierend
nicht alternierend

nicht Nullfolge
nicht Nullfolge

R=63.9375

R =0.0008
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222 Anhang

23 45 87169

f) f(x):x+?x ,?X,7X +TX +
Aufgabe 8.5.3
2 3 4 5
a) In(x+1) = x - X2+ XX X0y x| <1
2 3 4 5
b) arctan(1+x) = =+ Iy ey s Lys e 1y
4 2 4 12 40 48 112
1 x\2 1 x\® 5(x\*
C x+4-=2+|X] - 2% == == + 0<x<8
N PR v R FIN
2 3 4 5 6 7
d) x+l :;17X7X=+X=+X=7X=7X=+X=+,,,
4 \/7 2! 3! 4! 51 6! 7!
Aufgabe 8.7.1
a) s=108 b) s=225
Aufgabe 8.7.2
a) s=1603 b) s=113009
Aufgabe 8.7.3
a) s=7497 b) s=99541
Aufgabe 8.11.1
a) | =0.71828 0) | = 0.0049752
b) | = 0.038588 d) | = 0.30444
Aufgabe 8.11.2
[smeadx -~ - Loos(x)sin®™ 0 + N1 [sin™2(ax
n n
/2 11':/2
[ s = n- [ sin™20qax
x=0 n x=0
n-1 T _
In = T In—2 IO = ? |1—1
n-gradzahlig: |- (n-H(n-3)..3*1ln = n!

. n(n-2)........ 4%2 2 2

n-ungradzahling:

. n(n-2)......... 5x3 n!
Aufgabe 8.11.3
s omg1 [ 1)7€ [ L1:3)°,€ [1:3:5)%€
2/ 1 2x4 3 2+4+6) 5

Aufgabe 8.11.4

S=1.91035 (5 Reihenglieder)

Sowe = 1.910098

Version1.4 22. Dezember 2000

O<x<2

far alex
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