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Kommentar:

1y 1. Lehrbuch in etwa Vorlesung

12/ und /3/ 2. Lehrbuch in etwa Vorlesung

14/ Ubersichtliche Formel sammlung (reicht aus)

15/ Etwas umfangrei chere Formelsammlung, schlechter lesbar.

16/ Kombination aus Forme sasmmlung und Lehrbuch. Eignet sich nicht zum Selbststudi-
um. Wenn der Stoff einmal verstanden wurde, ist es ein hervorragendes Nachschlage-
werk.

17/ Sehr umfangreiche Formel sammlung, insbesondere fir Integrale, etwa 2000 Seiten,
nur in Sonderféllen zu verwenden.

18/ Sehr theoretisches Werk, tiber V orlesungsniveau, zur mathematischen Weiterbildung
flr Ingenieure bestens geeignet.

19/ Standardwerk der numerischen Mathematik

Ein Lehrbuch ist nicht vorlesungsbegleitend erforderlich. Allerdingsist eine Formel sammlung, insbesondereim
zweiten und dritten Semester, sehr zu empfehlen.

Ubersicht Mathematik | bisllI]

1. Semester: (8 Stunden)

1. Algebra

2. Funktionen

3. Komplexe Zahlen

4. Analytische Geometrie

5. Grundlagen der Differentialrechnung

2. Semester: (6 Stunden)

6. Anwendungen der Differentialrechnung
7. Integralrechnung
8. Reihen

3. Semester: (6 Stunden)

9. Frequenzanalyse
10. Differentialgleichungen
11. Laplace Transformation
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Gliederung M athematik |

1. Algebra

1.1. Einleitung
Begriffe: "Algebra’, "mathematischer Ausdruck”, "Variable" und "Konstante", "mathematische Verknip-
fung", "Koeffizient", "linear" und "nichtlinear”, "lineare Gleichung" und "nichtlineare Gleichung",
"Gleichungssystem"

1.2. Lineare Gleichungssysteme:
Einflhrung, Wiederholung bekannter Verfahren aus der Schule: Einsetzen, Gleichsetzen, Additions-
methode, Schematisierung von Gleichungssystemen, Determinanten, Rechenregeln fir Matrizen, L6-
sungsmethode: Inverse Matrix, Lésungsmethode: Cramersche Regel, Lésungsmethode: GauRscher Algo-
rithmus, Numerische Inversion von Matrizen

1.3. Vektoralgebra
Einfuhrung, Einfache V ektoroperationen, Skalarprodukt, Rechtsdrehendes Koordinatensystem, Vektor-
produkt

1.4. Algebraische Gleichungen
Allgemeine Form der al gebrai schen Gleichung n. Grades, Algebraische Gleichungen 1. Grades, Quadra-
tische Gleichungen, kubische Gleichungen, Algebraische Gleichung 4. Grades, Algebraische Gleichun-
gen n. Grades

1.5. Transzendente Gleichungen
Goniometrische Gleichungen, Exponential-Gleichungen, Logarithmische-Gleichungen

1.6. Grafische Lésung
Newton-Methode, RegulaFalsi

1.7. Numerische Lésung

2. Funktionen

2.1. Grundbegriffe der Funktionslehre

2.2. Analytische Funktionen
Ganze rational e Funktionen, Horner Schema, Gebrochen rationale Funktionen

2.3. Transzendente Funktionen
Trigonometrische Funktionen, Arcus-Funktionen, Exponential-Funktion, Logarithmus-Funktionen,
Hyperbel -Funktionen, Area-Funktion, Reihen der transzendenten Funktionen, Zusammenhang zwischen
den transzendenten Funktionen

2.4. Gerade und ungerade Funktionen

2.5. Funktionen in Polardarstellung

2.6. Funktionen mehrerer Veréanderlicher

2.7. Funktionen in logarithmischer Darstellung

3. Komplexe Zahlen
3.1. Erweiterung des Zahlenbegriffs
3.2. Einfuhrung in die komplexen Zahlen
3.3. Potenzen komplexer Zahlen
3.4. Wurzel aus komplexen Zahlen
3.5. Naturlicher Logarithmus einer komplexen Zahl
3.6. e-Funktion komplexer Argumente
3.7. Zusammenfassung der Rechenregeln der komplexen Rechnung
3.8. Ortskurven

4. Analytische Geometrie

4.1. Koordinatensysteme

Zweidimensionale Koordinatensysteme, Dreidimensionale Koordinatensysteme
4.2. Lineare Gebilde in kartesi sche Koordinaten

Lineare Gebilde in der Ebene: Die Gerade, Lineare Gebilde im dreidimensionalen Raum
4.3. Flachen 2. Ordnung im drei dimensionalen Raum

Kugel, Ellipsoid, Zylinder in z-Richtung, Doppelkegel in z-Richtung

4.4, Kegelschnitte: Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel,

5. Grundlagen der Differentialrechnung

5.1. EinfUhrung
Beispiel Geschwindigkeit-Weg, Differenzen- und Differential quatient,

5.2. Rechenregeln der Differentialrechnung:
Grundregeln, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel, Logarithmische Differentiation

5.3. Ableitung bekannter Funktionen
Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, Trigonometrische Funktion, Arcus-Funktion, Hyperbel-
funktion, Area-Funktion

5.4. Héhere Ableitungen

5.5. Differenzierbarkeit
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1.1 Einfihrung 1

1. Algebra

1.1. Einleitung

1.1.1. Der Begriff " Algebra”

Wasist Algebra ?

Duden : "Lehre von den mathematischen Gleichungen”
Brockhaus : "Urspringlich : die Lehre von den Gleichungen,
volkstimlich : das Buchstabenrechnen,
jetzt : die Theorie der Gruppen, Ringe, Kérper, linearen Raume, deren

Struktur und wechsel seitige Beziehungen untersucht werden. Grof3e
Bedeutung hat die Algebrain der Quantentheorie und der Relativi-
tétstheorie erlangt.”

1.1.2. Der Begriff " mathematischer Ausdruck"

Ein mathematischer Ausdruck ist ein Teil einer Gleichung. Der einfachste mathematische Ausdruck ist eine
Variable oder Konstante. Kompliziertere mathematische Ausdriicke sind Verkniipfungen von Variablen und
Konstanten. Was bedeuten die mathematischen Begriffe"Variable, "Konstante' und "Verkniipfung"? Siehe dazu
die folgenden Abschnitte.

1.1.3. Die Begriffe" Variable" und " Konstante"

In mathematischen und physikalischen Formeln werden in Ausdriicken (z.B. Gleichungen) u.a. Buchstaben
verwendet. Diese représentieren u.a. Konstante oder Variable.

Konstante: Diesessind mathematische GréRen, wieder Name schon hinweist, diekonstant sind. Vorstellen
1813t sich dieses am besten, dal3 man anstelle einer Zahl mit 8 Kommastellen eine Konstante

schreibt.
Beispid : c, =1.8978912
c, = 3.3333333
Variable: Dieses sind mathematische Gréfien, wieder Name schon hinweist, dieverénderlich, bzw varia-

bel sind. Der Wert der Variablen muf3 in der Regel noch bestimmt werden (Losung von Glei-
chungen), oder wird in Abhangigkeit einer anderen Variablen angegeben (Funktionen).
Vereinbarung in Mathematik | (und nur hier)
Val’lab|e X, y, Z, X11X21X31 y11y21y31 21122123
Konstante : a,b,c, a,a,8, bbb, €,CC Kikyks
Vorlesungsiibung

Bestimmen Sie ob es sich um eine Variable oder um eine Konstante handelt:

Vorgabe Ergebnis
X Variable
a Konstante
z Variable
y Variable
bl Konstante

Version 1.2 22. Dezember 2000



2 1. Algebra

1.1.4. Der Begriff " mathematische Ver knipfung"

Mathematische Verkniipfungen sind u.a.:

- Grundrechenart "+" Beispid: x+y

- Grundrechenart "-" Beispid: x-y

- Grundrechenart "*" Beispid: x*y

- Grundrechenart ":" Beispid: x:y = xly

- Potenzierung Beispid: x’

- mathematische Funktion Beispid: sin(x)

Der Begriff Funktion soll ausfuhrlich in Kap. 2 behandelt werden.

1.1.5. Der Begriff " Koeffizient"

Ein Koeffizient ist eine mathematische GroRRe, mit der ein Ausdruck multipliziert wird. In der Regd sind K oeffi-
Zienten konstant.

Beispiele: a*x® a, - Koeffizient
CF X C, - Koeffizient
10*x° + b,*x 10 und b, - Koeffizienten

1.1.6. Die Begriffe " linear" und " nichtlinear"

Linear sind Ausdriicke, wenn dieVariablen nicht miteinander multipliziert oder dividiert werden, noch in Poten-
zen auftreten die ungleich null oder eins sind. Konstanten miteinander oder mit einer Variablen multipliziert,
ergeben lineare Ausdriicke. Entscheidend fur die Linearitét ist die Variable.

1.1.7. Die Begriffe " linear e Gleichung" und " nichtlinear e Gleichung"

Unterscheiden wird zwischen linearen und nichtlinearen Gleichungen, die in der Algebra behandelt werden.
Linear ist eine Gleichung, wenn die Ausdr Gicke in den Gleichungen linear sind.

Vorlesungsiibung

y =a,+a*X linear
y =& +arx+a*x nichtlinear
y*y=a +b*x nichtlinear
y =ab+x linear
y =abs(x) nichtlinear
a =y*x nichtlinear

1.1.8. Der Begriff " Gleichungssystem"

bekannt: 1 Gleichung mit einer Unbekannten Beispiel: 5x +8=7x + 9
auch bekannt: 2 Gleichungen mit zwei Unbekannten Beispiel: 2x + 4y =8 IAXx+3y=9

Gleichungssysteme enthalten mehrere Unbekannte und mehrere Gleichungen. In der Regel sind Gleichungs-
systemel6sbar, wenn bei n unbekannten Variablen auch n Gle chungen vorhanden sind. Eine allgemeine Metho-
den zum L&sen nichtlinearer Gleichungssysteme gibt es nicht. Lineare Gleichungssysteme sind anal ytisch | 6sbar,
diese sollen im Rahmen der linearen Algebraim néchsten Abschnitt behandelt werden.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 3

1.2. Lineare Gleichungssysteme

1.2.1. EinfUhrung

Folgende Fragen sind zu klé&ren:
- Wasist ein Gleichungssystem?

- Was gibt die Ordnung eines Gleichungssystems an?
- Wichtigkeit und Aufstellen von Gleichungssystem.

1.2.1.1. Beispiele von Gleichungssystemen

Hier werden Gleichungssystemen verschiedener Ordnung angegeben, mit Zahlen und allgemein.

Gleichungssystem 1. Ordnung mit Zahlen
5x, =20

Ein lineares Gleichungssystem 1. Ordnung mit einer Variablen ist schon fast trivial und wird hier nur der Voll-
standigkeit halber aufgefiihrt.

Gleichungssystem 2. Ordnung mit Zahlen
5%, + 6x,=7
5%, +4x,=9

Bei einem Gleichungssystem 2. Ordnung sind die zwel Variablen x, und x, vorhanden und essind zwei Einzel-
gleichungen vorhanden.

Gleichungssystem 3. Ordnung mit Zahlen
8, + 7%, +3x;=10
ax, + 6X, - 4x;=12
Bx, + 11X, + 9x; =13

Das Gle chungssystem 3. Ordnung hat drei Gleichungen mit den drei Unbekannten (Variablen) x;, X, und X,.
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4 1. Algebra
Allgemeines Gleichungssystem 4. Ordnung
In algemeiner Form sind hier 4x4 K oeffizienten vorhanden, mit denen die Variablen x, bisx, zu multiplizieren
sind. Auf der rechten Seitesind 4 Konstanten vorhanden. Die K oeffizienten der Variablen werden mit &; bezeich-
net und die Konstanten der rechten Seite mit k;. Diesesist eine willkurliche Annahme. Bel einer physikalischen
Beschreibung eines Systems bekommen die K oeffizienten die Bedeutung einer physikalischen Gréfie, wo auch
dann der entsprechende Formel buchstabe verwendet wird. Ausden oberen Annahmen und dem Vergleich mit den
Gleichungssystemen 2. und 3. Ordnung ergibt sich das lineare Gleichungssystem 4. Ordnung:

QuiXy + ApXp + X + AuXy = Ky

31Xy t @pXy + 8X + X = Ky

31X + BgpX + BgeX + 8gX = Ky

BuX + 8pX + X+ auX =k,

Die k;'s werden von oben nach unten mit 1, 2, 3, 4 durchnumeriert. Die a;'s benétigen zwei Indizes, einen fir die
Zeileund einen fUr die Spalte.

Allgemeine mathematische Vereinbarung
1. Index: Zeillennummer

2. Index: Spaltennummer

1.2.1.2. Ordnung des Gleichungssystems

Mathematisch korrekt ausgedriickt gibt die Ordnung e nes Gleichungssystems die Anzahl der voneinander un-
abhangigen Gleichungen an. Dieses ist aber im Moment noch zu frih zu erkléren, weil noch einige Begriffe
fehlen.

Ordnung fur den Praktiker: Ein Gleichungssystem ist von n. Ordnung, wenn bei n ver schiedenen Glei-
chungen und n ver schieden Variablen das Gleichungssystem eindeutig |6sbar ist.

In manchen Ausnahmeféllen ist ein Gleichungssystem mit z.B. 4 Variablen und auch 4 Gleichungen nicht | 6sbar,
siehe spéter.

Beispiel Uberbestimmt: 5 Gleichungen, 4 Unbekannte
Beispiel unterbestimmt: 4 Gleichungen, 5 Unbekannte

Bei physikalischen Aufgabenstellungen erhélt man in der Regel, bei korrekter Gleichungsaufstellung fir n Varia-
ble (Unbekannte) auch n Gleichungen.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 5

1.2.1.3. Wichtigkeit und Aufstellung von Gleichungssystemen

Gleichungssysteme mit mehreren Variablen ergeben sich bei verschiedenen physikalischen und mathematischen
Problemen.

Beispiel aus der Elektrotechnik, Herleitung der Gleichungen in EG I:

ST &

Bild MA1213A
Fur das obere Netzwerk gilt fur die Variablen I, und |, das fol gende Gleichungssystem:
(R + Rl + R, = Uy
Ry*1; + (Ry + Ry)l, = Uy,
Vergleich mit der allgemeinen Form aus dem letzten Kapitd liefert:
a, =R +R, a, =R ki = Uy
a =R, =R, +R; ko= Uy
Die g; und k; ergeben sich alsoim oberen Beispiel zu physikalischen Grofzen.

In EG | wird das obere Gleichungssystem aufgrund eines Schemas direkt aus Netzwerk heraus aufgestellt, ohne
langere Gleichungsaufstellung.

Um ein physikalisches Problem mit Hilfe von Gleichungssystemen zu 1 8sen ergibt sich folgende V orgehenswei se:

1. Gleichungssystem aufstellen
2. Gleichungssystem 1dsen

Oben wurde schon gezeigt, das Aufstellen von Gle chungssystemen |83t sich schematisieren. Hauptinhalt des
Kapitels1.2. "Lineare Gleichungssysteme” ist die Schematisierung von Glei chungssystemen. Nur dielL 6sung und
die Darstdlung sollen hier in Mathematik | aufgezeigt werden, nicht das Aufstellen des Gle chungssystems.
Dieses ergibt sich, wie schon angedeutet, aus physikalischen oder mathematischen Problemstellungen. Ein sehr
wichtiges Anwendungsgebiet in der Praxisfir lineare Gleichungssysteme sind dielinearen e ektrischen Netzwer-
ke.

Der Inhalt fur "Lineare Gleichungssysteme” (Kap. 1.2):

- Wiederholung bekannter Methoden aus der Schule
- Einfiihrung des Begriffes VVektor

- Einfihrung des Begriffes Matrix

- Determinanten

- Lésungsmethode: Matrixinversion

- Lésungsmethode: Gauldscher Algorithmus

- Lésungsmethode: Cramersche Regel
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6 1. Algebra

1.2.2. Wiederholung bekannter Verfahren ausder Schule

Aus der Schule sollten die folgenden drel Methoden bekannt sein:
- Einsetzen
- Gleichsetzen und
- Addition

Die oberen Methoden sollen jewells an eéinem Beispiel 2. und 3.0rdnung wiederholt werden.

1.2.2.1. Einsetzen

Prinzip: Eine Gleichung wird nach einer Variablen aufgel6st und in die anderen Gleichungen einge-
setzt. Dadurch ergibt sich ein Gleichungssystem, dald um eine Ordnung verringert ist. Dieses
wird solange fortgesetzt bis ein Gleichungssystem 1. Ordnung vorhanden ist, deren Lésung
sofort angegeben werden kann. Die anderen Variablen werden danach aus schon vorhandenen

Gleichungen durch Rickwarts-Einsetzen bestimmt.

Beispiel 2. Ordnung

gegeben: BX, +6X,=7
33X, +4x,=9
gesucht: X1, Xo
L dsung:
2. Gleichung nach x, auflosen: 4%, =9 - 3%,
9 3
X, = — - =X
2 4 2t
X, in die erste Gleichung e ngesetzten:
9 3
5, + ) = - =x,| =7
SLERES
Umformen: 5x, + 27 gxl =7
2 2
10x, + 27 - 9x, = 14 X, =-13
. . . ' . -9 3, 9 3 _
Einsetzen in der nach x, aufgel sten Gleichung: X, = e 7x1 S a 7*(713) =12
Ergebnis: X, =-13 X, =12
Prabe: (durch Einsetzen in die gegebenen Gleichungen)

Bx, + BX, = 7= 5%(-13) + 6*12 = -65+ 72 => OK
3x, + 4%, = 9= 3*(-13) + 412 = -39+ 48 => OK
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 7

Beispiel 3. Ordnung

gegeben: -3X, + 3%, -2¢%3=5
X, + 5%, + X3=1
4Xl'2X2+2X3:'6

gesucht: X1, Xz, X3
L dsung:
3. Gleichung nach x; aufldsen: X3 =-3-2X; + X,

X5 in 1. und 2. Gleichung einsetzen:
-3+ 3%, -2(-3-2X,+X%X,) =5
X+ 5%+ (-3-2X,+%X,) =1
umgeformt ergibt sich ein Gleichungssystem 2. Ordnung:
Xp+ X, =-1
5x, + 6x,=4
Verfahren fur ein Gleichungssystem 2. Ordnung: 1. Gleichung nach x, aufl6sen:

X, =-1-X%,

Einsetzen in die zweite Gleichung:

BX, + 6*X, = 4
Bx, + 6*(-1- x,) = 4

5x,-6-6x,=4
-X; =10
X, =-10
X, Bestimmung: X, =-1-X;
X, = -1-(-10)
X, =9
X5 Bestimmung: X3 =-3- 2%, + X,
X3 =-3-2(-10) + 9
X3 =26
Ergebnis: X, = -10 X, =9 X3 =26
Probe: (durch Einsetzen in die gegebenen Gleichungen)

3%, + 3%, - 2%, =5=-3(-10) + 3*9- 2*26=30+27-52 =>OK
X, + 5%, + X, = 1=7(-10) + 59+ 1¥*26=-70 + 45+ 26  =>OK
AX, - 2Ky + 2Ky = -6 = 4(-10) - 2*9 + 226 =-40- 18 + 52  =>OK
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8 1. Algebra

1.2.2.2. Gleichsetzen

Prinzip

Fast dasgleiche Prinzip alsbel der Einsetzmethodeist bel dieser Methode anzutreffen. Nicht nur eine Gleichung
wird nach einer bestimmten Variablen aufgel 6st, sondern alle Glei chungen werden nach einer bestimmten Varia-
blen aufgel 6st. Eine Gleichung wird dann ausgewahlt, die den anderen gleichgesetzt wird. Durch dieses Verfah-
ren wird wiederum in einem Schritt die Anzahl der Gleichungen und der Variablen um "1" reduziert. Die Ord-
nung des Gleichungssystems wird solange um "1" reduziert, bis die Ordnung 1 betrégt. Danach wieder
Rickwarts-Einsetzen zur Bestimmung der restlichen Variablen.

Beispiel 2.0rdnung

gegeben: BX, +8x,=5
2%, +4x,=3

gesucht: X1, Xo

L ésung:

Beide Gleichungen nach x, aufldsen:

5 5
X, = = - =X
2 8 81
3 1
X, = = - =X
2 4 21

Obere Gleichungen gleichsetzen und umformen:

S5l n
5-5x,=6-4x,
-1=x,
Ergebnis:
X, =-1 X, = %
Probe:
Bx, + 8%, = 5 = 5(-1) + 8*% - 5410 => OK
2x1+4x2:3:2(71)+4*%:72+5 => OK
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 9

Beispiel 3. Ordnung

gegeben: 3%, + 5%, - 33 = -8
-2Xl = 4X2 + 3X3 = 7
8X, + 6X, + 23 =2

gesucht: X1, Xz, X3
L 6sung: Alle Gleichungen werden nach x; aufgel Ost:
1 8 5
Xg = f§(78 - 3%, - 5x;) = 3 + X+ §xz
1 7 2 4
X3 = §(7+ 2X1+4X2) = ? + §X1+ §X2

X, - %(2 - 8x, - Bx) - 1- 4%, - 3%,

Die letzte der oberen drei Gleichungen wird den anderen beiden gleichsetzt und umgeformt:

8 5
174x173x2:§+x1+§x2
7,2 4
1-4x - 3%, = — + =X + =X
1 2 3 31 32

3-12x, - 9, =8 + 3x, + 5%,
3-12%,- X, =7 + 2X;, + 4%,

-15x, - 14x,=5
-14x, - 13x,=4

Das obere Gleichungssystem 2. Ordnung wird nun wiederum durch Gleichsetzen geldst. Auflésen der beiden
letzten Gleichungen nach x, ergibt:

1 5 15
X, = ——( +15%x) = ~— - =X
2 14( ) 14 141
1 4 14
X, = —(4 +14x,) = - — - —X
2 13( ) 13 13°

Gleichsetzen der beiden oberen Gleichungen und Umformen:

S5 5,4 1y +13+14
14 14 13 13

-65 - 195x, = -56 - 196x,
X =9
Die anderen Variablen (x, und x;) werden riickwérts eingesetzt in die entsprechenden Gleichungen:

5 15, _ 5 154

X2:*=*=X1**= —_— *10
14 14 14 14
Xg=1-4%,-3X,=1-4*9-3*(-10) = -5
Ergebnis: X, =9 X, =-10 X3 =-5
Probe: 3X; + bX, - 33 = -8 = 3*9 + 5*(-10) - 3*(-5) = 27 - 50 + 15 => 0K
-2Xy - X, + 3X3 = 7 = -2*9 - 4*(-10) + 3*(-5) =-18 + 40 - 15 => 0K
8x, + 6X, + 2X; = 2=8*9 + 6*(-10) + 2*(-5) =72 - 60 - 10 => 0K
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10 1. Algebra

1.2.2.3. Addition und Subtraktion

Prinzip

Das Grundprinzip ist wieder das gleiche als bei anderen beiden Methoden: Die Ordnung des Gle chungssystems
wird solange um "1" verringert bis eine Gleichung 1. Ordnung sich ergibt. Die restlichen Variablen werden
durch Rickwarts-Einsetzen in schon umgeformte Gleichungen bestimmt. Der Unterschied zu den anderen Ver-
fahren besteht darin, wie die Ordnung des Gleichungssystems reduziert wird.

Bei der Additions- und Subtraktionsmethode erfolgt die Reduzierung der Ordnung durch Addition und
Subtraktion vollstdndiger Gleichungen.

Beispie 2. Ordnung

gegeben: 33X, +4X,=5 1*5
2%, + 5%, = -6 1*(-4)

gesucht: X1, Xo

L ésung:

Soll beim oberen Glei chungssystem die Variable x, durch Addition eliminiert werden, muf3 die obere Gleichung
mit "5" und die untere mit "-4" multipliziert werden:

15x, + 20x, = 25
-8x, - 20x, =24

Durch die Addition der oberen beiden Gleichungen wird die Variable x, diminiert:

7%, =49
X, =7

Durch eine der oberen Gleichungen mul3 x, bestimmt werden:

X, - %(5 - 3x) - %(5 - 347) - -4

Ergebnis: X, =7 X, = -4
Prabe: X, +4X,=5=37+4*(-4)=21- 16 =>OK
2X,+5X, =-6=2*7+5%(-4) =14- 20 => 0K
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 11

Beispiel 3. Ordnung

gegeben: A%, + TX, + X = 4 D
-3X; + 5%, + 7X3= 20 2
“2X - Xy + X3 =1 3

gesucht: X1, Xz, X3

L dsung:

Verkntipfung von (1) und (3) durch Addition, wobei (3) mit "-3" multipliziert wird:

A+ TX, + X3 = 4 [+
6X1 + 3X7 - 3Xq = '3 /_+
10x, + 10x, =1 /= (1.2)

Verkntipfung von (2) und (3) durch Subtraktion, wobei (3) hier mit "7" multipliziert wird:

-3%; + 5%, + 7x3=20 [+
14X, - TX + TXa =7 /-
11x, + 12x, = 13 /= (2.2)

Somit erhdlt man 2 Gleichungen fir die Variablen x; und x,:

10x, + 10x, =1 /%12 (11)
11x, + 12X, = 13 /*(-10) (2.1)

Additionsmethode auf (1.1) und (2.1) angewandt:

120x, + 120x,= 12 +

-110x, - 120x,=-130  +

10x, =-118 =
X, =-11.8

X, und x; werden durch Ruckwaérts-Einsetzen bestimmt, z.B. nach Benutzung von (1.1) und (1):

10%, + 10x,= 1 => - (1-10x) - - [1- 10+(-11.8)] - 11.9
10 10
X, + Txy + 3%, = 4 = x - %(4 - Taxy - 4x) - %[4 74119 - 4x(-118)] = - 107
Ergebnis: X, =-11.8 X, =119 X5 =-10.7
Probe: AX, + TXy + 3X = 4 = 45(-11.8) + 7*11.9 + 3¢(-10.7) => OK
13X, + 5X, + TX = 20 = -3*(-11.8) + 5+ 11.9 + 7%(-10.7) => OK
L2X, - Xp + X = 1= -2¢(-11.8) - 1¥11.9 + 1%(-10.7) => OK
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12 1. Algebra

1.2.3. Schematisierung von Gleichungssystemen

1.2.3.1. Einleitung: Warum Schematisierung

- Der Aufwand firr ein Gleichungssystem 2. Ordnung war noch relativ gering, der Aufwand fur ein Glei-
chungssystem 3. Ordnung war schon sehr viel grof3er. Ein Gleichungssystem 4. Ordnung ist wegen des
groReren Aufwandes nicht gel 6st worden. GroRerer Aufwand bedeutet auch, dal3die Fehler wahr schein-
lichkeit steigt. Bei einem vorgegebenen Schema (u.U. mit Probemdglichkeit) wére die Fehlerwahr-
scheinlichkeit geringer.

- Heutzutage werden gr 6Rer e Gleichungssysteme mit Zahlen als Koeffizienten mit Rechnern gelost.
Um ein Gleichungssystem in den Rechner einzugeben muf3 das Glei chungssystem mit Hilfe eines Sche-
mas e ngegeben werden.

- Enthélt eine Gleichungssystem noch K oeffizienten dienicht zahlenwertmal3ig gegeben sind, sondern al's
Konstante, ergibt sich ein Gleichungssystem in allgemeiner Form. Dieses kann nicht nummerisch mit
Hilfe eines Rechners gel6st werden. In den Abschnitten 1.2.6 und 1.2.7 werden Lésungsverfahren an-
geben, mit deren auch allgemeine Gleichungssysteme | 6sbar sind.

In Kap. 1.2.1.1 wurde schon das lineare Gleichungssystem 4. Ordnung in allgemeiner Form angegeben:

AgXy + QyoXo + ByaXa + AeXy = Ky
BiXy + BXp + BpaXs + AXs = K
Ba1X1 + BXp  AeaXs + Xy = Ky
AyXy + ApXo + ByeXs + Xy = Ky

In kleinen Schritten soll versucht werden, das obere Gle chungssystem mathematisch einfacher zu beschreiben.

1.2.3.2. Der Begriff des Vektors

Wasist ein Vektor ?

Physikalisch ist ein Vektor eine gerichtete physikalische GroRe mit Komponenten. Ublich ist die Komponenten
in Richtung der Koordinatenrichtung x, y, und z anzugeben. Z.B. wird die Kraft F, die eine gerichtete GroReist,
beschrieben durch die Komponenten F,, F, und F,. Gerichtete Grolien (Vektoren) werden Ublicherweise durch
einen Pfeil Uber der physikalischen Groéf3e angedeutet.

DieKomponenten fir das Beispiel der Kraft werden mit einer Klammer zusammengefaldt. Statt des Pfeilswerden
in alten Lehrbichern auch deutsche Buchstaben verwendet (sehr schwer zu lesen). Vereinzelt werden auch in
Lehrbiichern Vektoren nur durch Fettdruck gekennzeichnet.

X

Bei mathematischen Anwendungen ist ein VVektor als gerichtete Grolde meist ein Ortsvektor mit den Komponen-
ten x, y, z. Der Vektor ist auch eine gerichtete GréRe. Der obere Vektor zeigt von Koordinatenursprung (x=0,
y=0, z=0) zum Punkt x, y und z. Dieser mathematische Vektor wird, wie der physikalische Vektor durch einen
Pfeil Uber der GréRe (hier z.B. P) gekennzeichnet. Zu gerichteten Ortsvektoren spater mehr in Kap. 1.3 und in
Kap. 4.2.

Esgibt aber noch einezweite Art von Vektoren: die Zusammenfassung mehrerer skalarer Komponenten zu einem
Vektor. Dabei haben diese Komponenten nicht unbedingt in der Zusammenfassung den Charakter einer gerichte-
ten GroRe. Da gibt es zwei Méglichkeiten mehrere Komponenten zu einem Vektor zusammenzufassen, als die
néchstes untersucht werden sollen.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 13

Der Spaltenvektor
In einer Spalte kénnen zum Beispid die Variablen eineslinearen Gle chungssystem zu einem Vektor zusammen-

gefaldt werden. Ein Gleichungssystem 3. Ordnung besitzt die Variablen x,, x, und x;, die zum Spaltenvektor X
zusammengefaldt werden:

Der Zeilenvektor

Im Gegensatz zum Spaltenvektor werden die zusammengefaldten Elementein einer Zeileangeordnet. Die K oeffi-
zienten a;, a und a, zum Zeilenvektor a zusammengefaldt ergibt:

a = (a3, ay)

K ennzeichnung des Formelbuchstabens

In dieser Vorlesung wird die nicht gerichtete Zusasmmenfassung von Komponenten mit einem Strich tiber den
Formelbuchstaben gekennzeichnet.

Beispiel: axb

Bei einem Vektor, der eine gerichtete GrolRe darstellt, wird Uber der Grof3e ein Pfeil angeordnet.
Beispiel: P, F

In gedruckten Texten findet man Vektoren auch fett dargestellt. Mathematiker kennzeichnen Vektoren als Zu-
sammenfassung von Komponenten mit einem Strich unter dem Formel buchstaben. Dieses aber fiihrt in der Elek-
trotechnik zu Verwechd ungen, daauch komplexe Zahlen (im Gegensatz zu den Mathematikern) von Ingenieuren
mit einem Strich darunter gekennzeichnet werden.

Kennzeichnung der Komponenten

Die Komponenten eines Vektors werden mit Klammern zusammengefalt.

Vier Beigpiele fur Spaltenvektoren:

Y1
Xy
_ 1y _
y = X =%
Y3
Xy
Ya
3
1
8
k-|o9 X -
-6
0
5
5
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14 1. Algebra

Vier Beispiele fur Zeilenvektoren:

(&, &, ay)

- (b1’ bz’ b3’ b4)

= (1, 4, -4, 6)

= (8,9 -3-4, -5

x| T

In der Praxis(Tafd und handschriftlich) eignen sich die Klammern fir Vektoren nicht so besonders. Darum kann
die praktische Schreibweise der oberen Vektoren auch mit Késtchen erfolgen.

Vier Beispiele fur Spaltenvektoren in Kéastchenschreibwelise:

i X
Yo X,
Ys Xs
Ya

0 1
8 4
9 -6
0 5
5

Vier Beispielefur Zeilenvektoren in Kastchenschreibweise:

& (o) o)

by b, b, by

1 4 -4 6

8 9 -3 -4 -5

Im Vorlesungsskript wird meistens die Klammerschreibweise bevorzugt, wahrend an der Tafel die Késtchen-
schreibweise praktischer ist.

Beispiel fur eine Vektorzuwesung:

Xy 3
)? = X2 = - 8
X3 5

Ein Gleichsetzen von Vektoren bedeutet, dal3 alle Komponenten des Vektors gleich sind:

X, =3
X, =-8
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 15
Xs=5

1.2.3.3. Vektor multiplikation: Zeilenvektor mal Spaltenvektor

Welchen Sinn macht die Zusammenfassung von Komponenten? Antwort: Auf dem Weg zur allgemeinen formel-
mafdigen Darstellung von Glei chungssystemen soll eine Gleichung des Gleichungssystemsmit Hilfeeiner Vektor-
multiplikation definiert werden. Dazu soll die erste der drei Gleichungen (eine von dreien) des allgemeinen
linearen Gleichungssystem 3. Ordnung betrachtet werden:

Q1 Xy + A" X + A X3 = Ky

Die Koeffizienten ay;, 8y, und a,; lassen sich zum Zeilenvektor a, zusammenfassen:

a = (g yp &)

Die Variablen x,, x, und x;werden zum Spaltenvektor X zusammenfalt:

Definition:
Die Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor erfolgt, indem die Komponenten mitein-
ander multipliziert werden und anschlief3end addiert. Das Ergebnisist ein Skalar.

Fur die erste Zeile des allgemeinen Gleichungssystems 3. Ordnung von oben ergibt sich:

Xy

X = (A, Ay Agg) | Xo| = AppXy T ALK, AR

X3

Eselsbriicke: Der rechteVektor wird auf den linken Vektor geklappt, diesich treffenden K omponenten
wer den miteinander multipliziert und danach addiert.

Dadiese Vektormultiplikation die Basis der linearen Gleichungssystemeist, muR diese ohne gréiere Uberlegung
ausgefihrt werden kdnnen. Deshalb wird hier in der Vorlesung ausfuhrlich gelibt.

Beispid 1.

1,2,3)| 5| =14 +2+5+ 3«6 = 4+10+ 18 = 32

Beispid 2:
X
(abc)| y | = asx + bxy + cxz
z
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16 1. Algebra

Beigpiel 3:  (Studenten)
7
(2,5)( 8) = 2+7 +5+8 = 14 + 40 = 54

Beigpidl 4: (Studenten)

3

(-2, 4,5, -6) 1 = -2+3+4%(-2) + 5%(-1) -6%(-5) = -6 -8-5+30 = 11

-5

Beigpiel 5:  (Studenten)

(g3, &y, A ) T A X T A Xy T Aty T ARy

1.2.3.4. Der Begriff der Matrix

Der Vektor war die Zusammenfassung von Komponenten in e ner Dimension entweder zur Zeile oder zur Spalte.
In einer zwei dimensi onal en Zusammenfassung, der Matrix, werden mehrere Zeilen und Spalten zusammengefalit.

Beigpiele fur Matrizen

35 7
M 79 2| -
81 -8 -8
_ 2 -5 -5
A = =
3 4 4
21 9 4 2 1 9
B - |3 -4 -7 8| - 3 4 il
2 3 -10 15 2 3 -10 15
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 17

Schreibweise

Die Kennzeichnung der Matrizen und die der Vektoren ist fast gleich. Die Matrizen werden, wie die Vektoren,
mit Strichen Uber den Formel buchstaben gekennzeichnet. Im allgemeinen (Ausnahmen mdglich) werden Vekto-
ren mit kleinen Buchstaben und Matrizen mit grof3en Buchstaben gekennzeichnet.

Die Komponentenzusammenfassung erfolgt ebenfalls wieder mit Klammerschreibweise oder Kéastchenschreib-
weise. Insbesondere bel elektrotechnischen Anwendungen (lineare Netzwerke) empfiehlt sich die Késtchen-
schreibweise.

Komponentenschreibweise:
Die Komponenten der Matrix A werden im allgemeinen mit a; gekennzeichnet:

913 ), 8 43
A - 274 = |8y 8y Ay
865 A Ay g3

mit
;=9 a,=1 a3=3

=2 ap=7 ay=4
=8 =6 ag=>5

Der ersteIndex gibt die Zeile an, der zweite Index die Spalte

a-zeile,spalte

Zwei Matrizen sind einander gleich, wenn alle Elemente a; der Matrizen gleich sind.

Matrix als Zusammenfassung von Vektoren

Diedre Zeilenvektoren

a - (all’ ap, a13)
a, - (a21’ 8o azs)
a; - (a31’ Ay, ass)

kénnen zu einer Matrix zusammengefaldt werden:

3y (2 &) ay; A, A
A=l = @ 2 3| = | ay 8, ay
3 (g, Ay ) A A Ay
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18 1. Algebra

1.2.3.5. Matrix multipliziert mit Spaltenvektor

Zid: Ein lineares Gleichungssystem soll sich mit Hilfe der Multiplikation von Matrix und Vektor beschreiben
lassen. Dazu werden die Zeilen eines linearen Gleichungssystems 3. Ordnung durch die Multiplikation eines
Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor beschrieben:

Ay RXy T A, ARy = Ky <=> X =k
By *Xy T Bu*X, + BXy = K, <=> X =k,
A *Xy T Bg*X, + BgXy = Ky <=> X = kg

Die oberen rechten drei Gleichungen zu einer Vektorgleichung zusammengefalt:

%
ax| -k
%

Den Vektor x ausgeklammert ergibt:

X = k

RTINS

wobei der Spaltenvektor vom Zeilenvektor oben schon als Matrix A zusammengefaldt wurde:

a (@ ap) ay 2y, aj
A-|a| | @ ap 8| - | ay ay, ay
a, (TR 8y 8 ag
Somit ergibt sich:
Y ), 4 43 Xy Ky
& |+X = AX =k = | ay a, ay X = |k
& 83 83 8 X3 Ky

Der Vergleich zu oben liefert das Ergebnis der Multiplikation einer Matrix mit eéinem Spaltenvektor:

&y dp 3 Xy QX QX T A3ty
ay &y 8y X = | 8a*Xy toantX, T oantXs
Ay Ay g3 X3 A Xy Xyt gzt

DieMultiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor ergibt einen Spaltenvektor. Schema: Die Komponenten
der Multiplikation erhdlt man durch Multiplikation eines Zeilenvektorsder Matrix mit dem zu multiplizierenden
Spaltenvektor. Dieser sich ergebende Skalar steht im neuen Vektor in der Zeile, wo sich auch der Zeilenvektor
der Matrix befindet.

Esdlsbriicke: Bei der Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor werden die Elemente des
Zeilenvektors jeweils auf eine Zeile geklappt. Die sich treffenden Element werden multipliziert und an-
schlieflend addiert. Das Ergebnis erscheint an der entsprechenden Zeile des Spaltenvektors.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 19

Beigpidl 1:
32 6 - 36 + 2x7 - 18 +14 - 32
45)(7) \46+5+7) \24+35) |59
Beigpiel 2:
321 5 345 + 2+2 + 1(-3) 15+4-3 16
28 6 2| =| 2+5+8+«2+6(3 | -| 10+16-18| -] 12
5 4 -6 -3 55+ 4%2 + (-6) #(-3) 25+8+18 51
Beispid 3:
abec X a*X + bxy + cxz
def y| = | dex+exy+fxz
g hi z g*X + hxy +ixz

1.2.3.6. Schr eibweise von Gleichungssystemen

Hier erfolgt die Zusammenfassung, dessen was in Abschnitt 1.2.3 erarbeitet wurde. Betrachtet wird das all-
gemeinen Gleichungssystems 3. Ordnung:

QuiXy + apXo + AXs = Ky
Qo1Xy + 8o + AXs = Ky
QgiXy + 8gX, + X3 = K3

Das obere Gleichungssystem |&f} sich als Vektorgleichung mit Matrix schreiben:

&y ap 3 Xy ]
ay 8y 8y % =1k
A Ayp g3 X3 )

oder in Kurzform

AX = k

mit dem Vektor- bzw. Matrixabkirzungen

&y dp 3 Xy ]
A=lay a,as| X=| %] k-=]k
Ay Ay g3 X3 Ky
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20 1. Algebra

1.2.4. Determinanten

1.2.4.1. Notwendigkeit von Deter minanten

Dazu soll das lineare Gleichungssystem 2. Ordnung in allgemeiner Form gel6st werden:

anX; + apX, = Ky I* ay
QpiXy + X, = Ky I* ap,
Qu18opX1 + QupBopXp = K * 8 I+
Qp14pX1 + BppupXp = Ko 8y, /-

(Bu1807 - Apop)X1 = K* By, - K* &y,

- kpray, - kyray,
Q¥ 8y — Ay A,

Kyxay, — Ky*ay,
A ¥y — Ay A

X, =

Die Variable x, kann durch Vertauschen der Indizes"1" und "2" ermittelt werden. Im Nenner von x; und X, ist
jewells der gleiche Ausdruck vorhanden. Der Nenner ist die Determinante der Matrix A 2. Ordnung:

det(A) - A ¥y Ay A

A -

a; a12]
ay

Somit 143t sich die Losung schreiben:

1
X, = — *( *xk. — *xa, . * )
1 det(A) A *Ky A, *Ky
Xy = 1— #(may kg +oxayrk)
det(A)

oder in Form des Produktes Matrix mal Vektor
X 1 ay A, [k

= %
X, det(A) & 8y k,

Folgerung: Die Lésung eineslinearen Gleichungssystems ergibt sich aus der Multiplikation einer noch zu
bestimmenden Matrix mit den Anregungsvektor k, dividiert durch die Determinante der Ma-

trix A. Die Besti mmung der Determinanten soll in diesem Kapitd 1.2.4 erfolgen, die Bestim-
mung der Matrix in Kap. 1.2.6.

Auch fur Gleichungssysteme hoherer Ordnung gibt es Determinanten, siehe Rechenregeln der folgenden Ab-
schnitte.

Was sagen die Deter minanten aus? Am oberen Gleichungssystem sieht man, dal3 wenn die Determinante Null
wird, das Gle chungssystem nicht [6sbar ist, weil durch Null dividiert wird.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 21

1.2.4.2. Schreibweise von Deter minanten

Die Determinanteist ein Skalar. Die folgende Formel sagt aus: Dem Skalar swird der Wert der Determinanten
Zugewiesen

s - det(A)

Die Kennzeichnung, dai’ die Determinante gebildet werden soll, wird durch senkrechte Striche angedeutet. Zwi-
schen den Strichen werden die Matrix-Elemente plaziert. Beispie fir eine Determinante 2. Ordnung.

S‘an alz‘
2, a,
Beispiel:
_(4 6]
\79
_ lae
s - det(A) - - 449 - 6+7 = -6
79

1.2.4.3. Determinante einer 2*2 Matrix

Die Determinante einer 2*2 Matrix ist schon bekannt:

&y A,

1 2

T M8y, T Ay ey,

det(A) - ‘

Die Elemente der Hauptdiagonalen werden miteinander multipliziert und das Produkt der Nebendiagonalen
davon subtrahiert.

Beigpide: (Studenten)
53
= 5«8 -3+x6 = 40 -18 = 22
6 8
400 4+(-2) -5+(-3) = -8+15 = 7
= *(— - O*x(— = -8 + =
-3 -2
6 -2
4 g (B (D4 - 48-8- 56
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22 1. Algebra

1.2.4.4. Regel von Sarrus (nur fir dreireihige Deter minante)

Die Determinante der allgemeinen Matrix mit drei Zeilen und drei Spalten soll bestimmt werden:

&1 a4 43
A_ = & Ay Ay
A Ap g3

Dazu wird die Matrix mit Wiederholung der ersten zwei Spalten in folgender Form angeordnet:

N AN N4 ~ ,
all a]_z a13 aSl.l a12
N /< /< / Die Determinante ergibt sich durch Multiplikation der Diagonal elemente.
% /a22 2{1” o B Die drei Hauptdiagonalen werden dabel positiv summiert, wéhrend die
& ag A AN drel Nebendiagonalen negativ aufsummiert werden.

- - + + +

det(A_Q T B ROy H8gy Ay * By Ky T By3* 8y K8y T B3 @y 8y — Ay K83 *8g; — 8pp* 8y Fag

Beispid: (Studenten)
4 7
gegeben: A-|-35
-2 -1
gesucht: det(A_Q
4 7 3 4 7
L ésung: -3 57 -35
-2 -11 -2 -1

det(A_Q = 4x5x1 - T#T7+2 + 3+3x1 - (-3+5%2 - 4+7*1 - 3%7x1)

det(A) = 20 -98 +9 +30 + 28+ 21 = 10

1.2.4.5. Unter deter minanten

Die Determinanten von Matrizen der Ordnung 2 und 3 waren noch relativ einfach zu bestimmen. Dort gab es
bestimmte Schema zum Bestimmen der Determinanten. Ab 4. Ordnung gibt es kein spezielles Schema mehr,
aul3er der Entwicklung nach Unterdeterminanten.

Was ist nun eine Unterdeterminante? Zu einem jeden Matrixelement einer n*n Matrix gibt es eine Unterde-
terminante. Der Wert dieser Unterdeterminanten ergibt sich aus einer Determinanten einer (n-1)*(n-1) Matrix.
Die (n-1)*(n-1) Matrix erh@t man, indem in der n*n Originamatrix eine Zeile und eine Spalte weggelassen
wird. Zum Bilden der Unterdeterminanten u; wird in der Matrix die Zeilei und die Spalte j gestrichen, vom Rest
wird die Determinante gebil det.

Beispid: Um die Unterdeterminante u,; zu bestimmen, wird in der Originalmatrix die zweite Zeile und
die dritte Spalte gestrichen, die Determinante der Restmatrix ist die Unterdeterminante u,,.
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 23

Beigpidl 1:
&y Ap 3
A= ay 8, ay
A Ay g3
&y dp 3
8y a3
Uy = |8y 8p x| = a, ay, T Gy*ay T Aytdy
A Ay g3
&y Ap 3
y Ay
Up, = |8y 8p x| = a, a, T Ay Fay T Aty
A Ay g3
&y Ap 3
a
Ug = |8y 8p x| = a, a, T Ay tagy T Aptdy
A Ay g3
&y Ap 3
a, A3
Uy = |8y 8p x| = a, a, T Qptay  Qptdy
A Ay g3
&y Ap 3
ay A3
Uy = |8y 8p 8xp)| = a, a, T Aty T yptdy
A A g3
&y ap 3
ay A
Uy = |8y 8p x| = a, a, T aptay T aptdy
A A g3
&y Ay 3
a, A3
Uy = |8y 8p x| = a, a, T Aty T Aptay,
A Ay g3
&y Ap 3
ay A3
Up = |8y 8p x| = a, a, T Aty T Aggtay
A Ay g3
&y Ap 3
ay A
Ug = |8y 8p 8y = a, a, T A tay, T aptay
A A g3
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24 1. Algebra

zu A,y Erklérung spéter

Beigpiel 2: (Studenten)
2 4 4
A-|3 -25
5 -38
2 4 4
25
u, =|3 25 ‘38 = -2+8-5%(-3) = -16 + 15 = -1
5 -38
2 4 4
35
Up < |3 25| | | - 38-5:5-24-25- 1
5 -38
-2 4
3 -2
ug = |8 25/ =] | =3(3 (25- 9:10-1
5 -38
-2 4
4 4
Uy = |3 25/ | =48 4(3-3:12-M
-3 8
-2 4
-2 4
Up = |3 25/ =] |- (28 45- 16 20 - 3
-3 8
2 4 4
2 4
Uy = |3 25 ‘5 g~ (9 -45-6-20- 14
-3 8
-2 4
4 4
Uy = |3 25| | =45 4:(2-20:8-28
-3 8
-2 4
-2 4
Up = |3 25/ =] |- (25 43- 10 12- 2
-3 8
2 4 4
-2 4
Uy = | 3 -2 g o - (DD 43-4-12- 8
5 -38
-1 -1 1 -1 01 1
U-|44 -36 -14 Ag - | 44 -36 14
28 -22 -8 28 22 -8
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1.2. Lineare Gleichungssysteme 25

1.2.4.6. Adjunkte Elemente

Das adjunkte Element einer Matrix ist fast das gleiche als die Unterdeterminante. Unterschied: Die Unterde-
terminante wird mit "1" oder "-1" multipliziert und wird zum adjunkten Element deklariert.

Formel:
dj 1+1
g = (-) D=y,

Besser zu merken als die obere Formel ist das Schachbrettmuster, welches die obere Formel erzeugt:

Fur eine 55 Matrix wird jede Unterdeterminante nach oberen Schachbrettmuster multipliziert und ergibt damit
das adjunkte Element.

1.2.4.7. Adjunkte M atrix

Die Zusammenfassung aller adjunkten Elemente der Matrix A ergibt die Adjungierte der Matrix A oder die
adjungierte Matrix A:
alidj algdj al%dj

Aad adj adj adj
A7 = lay ay ax

asidj asgdj aszdj
oder mit Hilfe der Unterdeterminanten ausgedriickt ergibt die adjungierte Matrix:
U —Up U
A Uy U, Uy

Uy Uy Uy

Beigpidl: gegeben: Matrix der Unterdeterminanten der Matrix A
Uy Up Ug 2 -7 -9
U=|Uy Up Us| =| 4 6 8
Us; Uz Usg 8 51
gesucht: adjungierte Matrix A%
2 7 -9
L ésung: AY - | -4 6 -8
8 5
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26 1. Algebra

1.2.4.8. Entwicklung von Deter minanten mit Hilfe der Unter deter minanten

Satz: Die Determinante einer Matrix laRt sich berechnen, indem man nach einer beliebigen Zeile oder
Spalte entwickelt. Die Elemente einer Zeile oder Spalte der gegebenen Matrix wer den mit denen
der adjungierten Matrix multipliziert, die Addition ergibt die Deter minante der Matrix.

Formel fur die Berechnung der Determinante einer Matrix n*n:

_ n ' — n :
det(d) = Y a+ag) nach Zeillem det(A) = Y ()™ xa +u .
i=1 i=1
det(A) - 3 ayan nach Spaltem del(A) = 32 (D" a

Beigpiel 1:  Matrix 3*3, Entwicklung nach Zeile 2:

a ap a3

az az az _ az*aaderaz*aaderaz*aadj _ azA‘alz a13 Jrazz‘afl.l a13 a2>‘a11 a22
1 2 3 17 Y21 2 Y22 2 Y23 a32 a33 a31 a33 a31 a32

8y 83 85

det(A) - TR KB Bgy T By KB 3FBgy T B * By TBg3 T BBy 3* 8y T Byt Ky T Byt %8y

Beispiel 22 Matrix 4*4, Entwicklung nach Spalte 3:

&y Ay Az Ay

A Ap Ay &y Ap Ay &y Ap Ay &y Ap Ay
e T e ae a] e A A o[ | ag|as A &,
831 832 833 834 3 1 2 3 1 2 3 1 2 4 43 1 2 4

Q1 Sy By Q1 Sy By Q1 S By Ay Ayp By
Q1 Ay 3 Ty
Beigpiel 3: Matrix 3*3, Entwicklung nach Zeile 3: (Studenten)
123

13 12

3245, 46|, |- 5(1L14-3:3) +6(1:2-2:3) - 54 9) 6(2-6) - 5(-5) < 6(4) 25 24-1
056

Hier ist esvorteilhaft nach der ersten Spalte oder der untersten Zeile zu entwickeln, weil wegen der "0" der Auf-
wand geringer wird.

Achtung: Immer nach der Zeile oder Spalte entwickeln mit den meisten Nullen!
Beigpiel Matrix 4* 4: (Studenten)
12320
12 3 2
240 2 3
= 2|5 2 4| = 2«4 = 2#4(12+2 - 3+5) = 2%4%9 = 72
040 2
0 04
732
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1.2.4.9. Rechenregeln fir Deter minanten

Mit Hilfe der folgenden Rechenregeln ist es auch mdglich, den Wert einer Determinanten zu bestimmen. Die
Anwendung erfolgt néchsten Abschnitt.

Al Der Wert der Determinanten andert sich nicht, wenn an der Hauptdiagonalen gespiegelt wird.

&y Ap 3 Ay Ay 8y
By 8y | = |8 8y 8y
A Ap g3 Q3 A3 g3

B] Man multipliziert eine Determinante, wenn man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit einem Faktor
multipliziert.

& Ap 3 k+ay; kxay, kray, k+ay; a, a;
kKlay 8y 8x| =| 8 8y, ay | = |k, ay ay
Ay Ay g3 8 dp Ay k+ay a5 ag

C] Der Wert einer Determinante bleibt unveréndert, wenn man zu den Elementen einer Zeile (Spalte) ein
Vidfaches einer anderen Zeile (Spalte) addiert.

&y dp 3 a a, a3 a; aprkray apg
8y 8y Ap| = |aytkray a,tkra, agtkra,| = |8y aytkra, a,
A Ap g3 A A A3 8y aptkray ag
D] Der Wert einer Determinanten ist gleich Null, wenn die Elementeeiner Zeile (Spalte) ein Viefaches der

Elemente einer anderen Zeile (Spalte) sind.

a; kray aj; a; 8 8
8, k+a, ay| =0 = |kra, k+a, kraj,
8y kray ag 3 Sp Ay
E] Eine Determinante andert ihr Vorzeichen, wenn man die Elemente von zwel Zeilen (Spalten) mitein-

ander vertauscht.

&y ap 3 &y dp 3 A, A1 3
Ay 8y 83| = 8y Gp 8| = |8y 8y Gy
Ay Ay g3 A Ap 3 A Ay g3

F] Werden alle Elemente der Matrix mit dem Faktor k multipliziert, muf3 die Determinante mit k™ multipli-
ziert werden.
k+ay; kxay, kray, &y dp 3
kxa, kray, krag| = k3|ay a8y ay
kxay kxag, krag Ay Ay g3
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1.2.4.10. Ber echnung von Deter minanten mit Rechenr egeln

Prinzip: Durch Anwendung der Rechenregeln, insbesondere bei hdherer Ordnung,
moglichst viele Zeilen oder Spalten zu Null werden lassen und anschlief3end
nach dieser Zeile oder Spalte die Determinante entwickeln.

9 12 15 345
Beispiel 1:  det(A) = |4 2 5|=3x|4 25
6 2 3 6 2 3

Die 1. Aktion war den Faktor 3 ausder oberen Zeile auszuklammern. Die2. Aktion ist, dieerste Zeile substituie-
ren durch die Differenz der beiden ersten Zeilen, wobei Zeile 2 und 3 erhalten bleiben:

345 3-4 4-2 5-5 -120
3|14 25=3x| 4 2 5 |=3x4 25
6 2 3 6 2 3 6 23

Addiert man nun das Zweifache der ersten Spalte zur zweiten Spalte, erhélt man:

-120 -1 2-2 0 -1 00
3/14 25 =3%x|4 2+8 5/ =3«|4 10 5
6 23 6 2+12 3 6 14 3

det(A) - -3%(10+3 - 5+14) - -3(30-70)-120

1 234
2 468

Beispiel 2: -0
¥ 7 358

2569
Die obere Determinanteist Null, well die zweite Zeile ein Vielfaches der ersten Zeile betrégt.

Beispid 3:
1 234 1 2 3 4 12 3 4
3613 [33 6619 312 (00 -8 -9
2 852 |22 8456 28| |04 -1 -6/
4621 ~4+4 6+8 2+12 1+16| |0 14 14 17
0 -8 -9
-8 -9 -8 -9
-1/4 -1 -6| - -4 = —4[-8+17 + 9+14] + 14(6+8 - 9+1) - 586
14 17 1 -
14 14 17

1.2.4.11. Welches Verfahren fir welche Deter minante?

Determinanten niedriger Ordnung lassen sich, auch im Rechner, noch mit Hilfe von Unterdeterminanten be-
rechnen. Der Aufwand der Berechnung mit Hilfe von Unterdeterminanten steigt mit n! an.

n! = 1*2*3*4...(n-1)*n

4 =1%2*3*4 = 24

8! = 40320

12! = 0.479*10°

16! = 209* 10"
Darum werden Determinanten héherer Ordnung, wie oben ausgefiihrt, mit Rechenregeln berechnet, wo der
Aufwand nur mit n? steigt.
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1.2.5. Rechenregeln fur Matrizen

1.2.5.1. Dimension

Eine Matrix besteht aus einer zweidimensionalen Anordnung von Elementen (Zahlen oder allgemeine Formel -
buchstaben). Die Matrix besteht aus m Zeilen und n Spalten.

Matrix allgemein

ay Ay e e a,

Ay 8y e . a,,
A -

Ay B e an,

Die Dimension von A wird folgendermal3en angegeben:

Dim(A) = (mn)

Eswird immer erst die Zeilenzahl und dann die Spaltenzahl angegeben. Zur Erinnerung: Das Element
8 = Aygle spate

steht an der i-ten Zeile und an der j-ten Spalte der Matrix. Die Zeile wird immer erst erwahnt.

Fur n=m ergibt sich die quadratische M atrix. Dieseist besonderswichtig fir die linearen Gleichungssysteme.

Vektoren sind Matrizen mit einer Dimension gleich 1:

Beispid 1.
X
X =% => Dim(x) = (3,1)
X3
Beispid 2
Z=(2,2 2, 2) => Dim(Z) - (1,4)
Beispid 3
s=(@ = |a => Dim(s) = (1,1

Skalare sind Matrizen mit zwei Dimensionen gleich 1:
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1.2.5.2. Addition von Matrizen

Matrizen werden miteinander addiert indem die Einzelelemente miteinander addiert werden.

C-A+B
cij:aj+b”- furi=1..m j =1..n
Dimension: DIm(A) = (m,,n,)
Dim(B) = (M, ng)

Bedingung: Dim(A) - Dim(B)

Ergebnis: Dim(C) - Dim(A) - Dim(B)
Me =M, = Mg
N, =Ny =Ng
Beispid:
a, a, a3 b, b, by a;;thy, a,th, a;tby,
N -
A Ap 3 Dy, by by aythy  aythy,  aythy,

1.2.5.3. Transponierte Matrix

Transponieren heil3t, Zeilen und Spalten vertauschen. Bei einer quadratischen Matrix wird an der Hauptdiagona-
len gespiegelt.

Schreibweise: AT oder A oder A oder A
Dimension: Dim(A_\) = (m,n)
DIm(A;) = (n, m)

Rechenvor schrift: a,-]-T =g i=1l.mj =1.n

a, a, a3 ' ay @y 85

Beispiel 1: Q1 8 Gp | =| 8y 8y Ay
8y 83 85 Q3 Ay 83
123)"
Beispid 2: -1 25
we ([
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1.2.5.4. Adjungierte Matrix

Diese wurde schon in Kap. 1.2.4.7 behandelt, hier wird nur die Zusammenfassung angegeben.

Schreibweise:  A™ oder Ay
Dimension: Dim(A) - Dim(A)
Bedingung: Matrix quadratisch: Diw(A_Q = (n, n)

adj adj adj

&1 A A3 Uy “Up Ug
n adj adj adj _ _ _
Ag| 8 ax @3 | = U Uy "l

adj adj adj

u -u u
83 a3 ag 31 32 33

Die adjunkte Matrix ergab sich aus dem adjunkten Elementen, diese wiederum aus dem Unterdeterminanten
unter Berticksichtigung des Vorzeichens mit Schachbrettmuster:

U - Unterdeterminanten durch Streichen der Zeilei und der Spaltej (siehe Kap. 1.2.4.5)
ai]-adj - adjungiertes Element

g = (-1)"*y, (siehe auch Schachbrettmuster)
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1.2.5.5. Wieder holung: Multiplikation einer Matrix mit Spaltenvektor

siehe auch Kap. 1.2.3.5
Diedrel Gleichungen
Ky = ay* X, + %,
Ko = 8" X1 + 8" X,

Ks = 8" X; + 85" Xy

konnten mit Hilfe von zwei Vektoren und einer Matrix zu einer Gleichung zusammengefaldt werden:

~|
I
g
x|

] ay « QX A
K| =12y a» [ ) = &u*X t antX <=>
Ky y A ’ A X 8K,

Dieobere Multiplikation einer Matrix mit _ei nem Spal tenvektor war al's Esel shriicke folgender mal3en zu merken:
Der Spaltenvektor x wird auf dieMatrix A geklappt. Diesich treffenden Elementewerden miteinander multipli-
ziert und danach addiert. Dieses erfolgt fur jede Zeile.

Fur k, des oberen Beispiels1af3t sich die Multiplikation in einer Skizze andeuten:

X1

X2

X3
0 0 0
& & s L k| Ky = @ Xy + 80" Xp + 35 X3
0 0 0

Der Vektar X wird nach oben geschoben und dann auf die Matrix geklappt. An dem Kreuzungspunkt Matrixzeile
und Spaltenvektor erscheint die Summe der Produkte (Skalarprodukt). Skalarprodukt zweier Vektoren: Die
Komponenten der Vektoren werden miteinander multipliziert und danach addiert.

M athematische Schr eibweise:

AsX = k
DIm(A) = (m,,n,)
Dim(x) = (m, 1)

Bedingung fur die Multiplikation Matrix mal Spaltenvektor:
Ny =M,

Dimension des zu ber echnenden Vektors k:
Dim(k) = (m,, 1)

Formel zur Berechnung von der k;:
k =) a*x i=1.m,

Version 1.2 22. Dezember 2000



1.2. Lineare Gleichungssysteme 33

1.2.5.6. Multiplikation zweier Matrizen

Schreibweise: C = A+B

Die Matrix B kann aus Spaltenvektoren zusammengesetzt werden:

8 - by by by ... b, ) C - AB - Abyby by .. b,)

Die Matrix A kann n mal mit den Vektorenb, multipliziert werden. Das Produkt Matrix mal Vektor ist schon
bekannt. Das Ergebnis (Matrix C_) besteht aus m Spaltenvektoren (A_*Ei). Diese m Spaltenvektoren werden zur
Matrix C zusammengesetzt.

Beispid:
&y Ap 3 b, by,
gegeben: C=|ay @ ag|*| by by| = A«B
A Ay g3 by by,
&y ap 3 b, by, by, b,
L Gsung: A=| 3y a ay B =] by byl = (bl, b2> b, = by b, = | by
A Ay g3 by by, b bs,
C = A+B = _*( 51, 52> = (A_*bl, A_*52>
&y Ap 3 by, ay;by; +ay,by a5y
Axb, = | @y ay ay | «| by 8y,by; +a,0,, +ay30y;
A Ay g3 b, 831Dy, +ag,0,; +ag3hy
ay ap 3 b, ay;by,ay, by tay3hs,
Axb, = | @y ay ay | «| by 8,0y, 8,05, +a,50,,
A Ay g3 bs, 831y, 85,0, +ag304,
ay,by; rayly tayghyy  ay by, raby, ray s,
C = AsB = [ ayby +ayhy raghy  ayb,+a,.b,,rashs,

8310y +ag,0 tagghy; 8y by, tagby, ragshs,

Jedes einzelne Element der Matrix C ergibt sich aus dem Produkt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor.
Fur das Matrix-Element c,, verdeutlicht die folgende Skizze welcher Zeilenvektor mit welchem Spaltenvektor
multipliziert werden muf3.

by,
b,
by,

Car = 8" by + 85Dy, + 5" by,

(=N (=57 O3 Co

Version 1.2 22. Dezember 2000



34 1. Algebra

Tip zur praktischen Berechnung des Matrix-Produktes A+B: Die Matrizen A und B werden wiein der
oberen Skizze angeordnet. Am jeweiligen Kreuzungspunkt wird dasProdukt desZeilenvektorsaus A und
desSpaltenvektorsaus B gebildet. Auch hier wer den die Spaltenvektoren der Matrix B auf dieMatrix A
geklappt.

Schema: Multiplikation zweier M atrizen

gegeben:

zwe Matrizen: A B

Dimension: dim(A) = (m,, n,)

dim(B) = (mg, ny)

gesucht: C - A+B

Bedingung: Ny = Mg

Ergebnis:

Dimension: dim(C) = (m, ny)
Np=Mg

Formel fir die Elemente: Cj = by i=1.m,j=1.ng
k=1

Achtung: A+B # B+A

Beigpidl 1:

a, ap b, by, ) ay, ¥y ra, b,y &y *by,ta, by,
a b, by, Ay *byyta, b, 8y by, ray,thy,

Beispiel 2;
34 2+3+3%7 2%4+3%9 27 35

[7 9] = | 1x3+5%x7 1+4+5%x9 | =] 38 49

T+3+6*%7 T*x4+6+9 63 82
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1.2.5.7. Einheitsmatrix

Definition

1.2. Lineare Gleichungssysteme 35

Die Einheitsmatrix ist definiert als mit nur "1" in der Hauptdiagonalen. Die anderen Elemente sind Null.

— 10

E = 2. Ordnung
01
1

E-|{o10 3. Ordnung
001
1000

— 0100

E = 4. Ordnung
0010
0001

Welche Nutzen hat die Einheitsmatrix? Dazu zwei Beispiele:

Beispiel: Einheitsmatrix multipliziert mit einem Spaltenvektor:

100 % X
E_*)? = 010 Xz = Xz
001)|x X,

Beispiel: Einheitsmatrix multipliziert mit Matrix A:

100]|) 8 & 85y ap
ExA=1010]|| 3 3| =| 8 2
001 y Ay 8y Ay

= Exx = X

Aus den Beispielen folgt: Multipliziert man einen Vektor oder eéine Matrix mit der Einheitsmatrix, so ergibt sich
wieder der gleiche Vektor oder die gleiche Matrix. Die M ultiplikation mit der Einheitsmatrix hat keine Aus-
wirkung. Vergleich: Ein Skalar mit “1" multipliziert hat auch keine Auswirkung. Achtung: Auf die Dimension

der Einheitsmatrix ist zu achten.
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1.2.5.8. Inverse Matrix

Schreibweise der inversen Matrix von A:

-1

>

Definition der inversen Matrix von A:
AYNA = E

Dieinverse Matrix multipliziert mit der Originalmatrix ergibt die Einheitsmatrix.

Sinn der inversen Matrix:
Wird das lineare Gleichungssystem
AsX = k

von links mit A™* multipliziert

ATAX = ATk
ergibt sich mit
AYA = E und E«X = X und A«ATX = X

die Lésung des linearen Gleichungssystems
X = Atk

alsdie Multiplikation der inversen Matrix A" mit dem Anregungsvektor k. Diese Multi plikation einer Matrix
mit einem Spaltenvektor ist nicht das Aufwendigste der oberen Gleichung. Dieinverse Matrix zu bestimmen, ist
der grofRere Aufwand.

Inverse Matrix in allgemeiner Form
Die Formel zur Berechnung der inversen Matrix soll hier nur angegeben und nicht abgeleitet werden:

-1 1

Ao L AT
det(A)

adj

Zur Berechnung der inversen Matrix wird die Adjunkte gebildet, transponiert und durch die Determinante divi-
diert. Damit kann dieinverse Matrix mit Hilfe der folgenden Teilschritte berechnet werden:

- fur alle Elemente Unterdeterminanten bilden (Kap. 1.2.4.5)

- Adjunkte bilden (Unterdeterminante und Schachbrettmuster, Kap 1.2.4.7)
- Adjunkte Matrix transponieren (Kap. 1.2.5.3)

- durch die Determinante dividieren (Kap. 1.2.4).

Alle oben aufgefiihrten Aktionen sind in den Einzel abschnitten schon beschrieben worden. In Kap. 1.2.6 werden
mit Hilfe der inversen Matrix lineare Gleichungssysteme gel st.
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Inverse 22 Matrix in allgemeiner Form

— an &
gegeben: A = tow
8y 8y
gesucht: At =9
L ésung: R Ay
det(A)
Determinante: Det(A) - a8y, — 8,%8y;
. _ A 8y
Unterdeterminanten: u =
ap 8y
. _ — 8 9y
adjunkte Matrix: ol =
“ap ap
. —7 8
transponieren: Ay =
"8y Ay
. L -1 1 ~T
Inverse Matrix als Ergebnis: A= — *Ayi
det(A)
A 1 A 4
A %8y —Aptay | T8y 8y

Kommentar: Die Berechnung der inversen 2*2 Matrix ist relativ einfach. Das Schema sollte man sich auswendig
merken.

Schema zur Bestimmung der inversen Matrix 2*2:
- In der Originalmatrix die zwei Elemente der Hauptdiagonalen vertauschen

- die zwei Nebenelemente negieren
- durch die Deter minante dividieren
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Inverse 3*3 Matrix in allgemeiner Form

&y p 3
gegeben: A=|a a,a,

Ay Ay g3
gesucht: AT -2

Determinante.  (sieheKap. 1.2.4.4)

det(A) - A ¥ * gz T B By3*8g T By3*8y K8y T Bz tay — 8yy KAy — @y *ay) *ags

Unterdeterminanten: (seheKap. 1.2.4.5)

A *By3 = Ay3*8gy By F8g3 @py 8y By KBy * gy
U = | Qp*8p a3*ay, Ay A% dy %85, -8,,%ay
Qp*By3 = A3%8yy Ay FB3 3 * By Ay By * By

Zur Berechnung der inversen Matrix A mul die obere Matrix der Unterdeterminanten mit Schachbrettmuster
versehen werden, transponiert werden (Zeilen und Spalten tauchen) und anschlief3end muf3 durch die Determi-
nante dividiert werden. Da dieses viel Schreibarbeit bedeutet, kénnen die erwdhnten drei Schritte auf einmal
durchgefiihrt werden:

A *By3 A3 *8yy  Ay3*8gy A8y Ay * B3~ 3* 8y
At - ?]&A_\) a8y "8y ¥y By KAy Ayp*8y  Ay3*8y 8y *ay
By ¥y~ Byp 8y Ay *gy B KBy Ay KBy B * By

Beispiele mit Zahlenwerten werden nicht mit der oberen Formel gerechnet, siehe néchstes Beispiel. Obere all-
gemeine Form ist geeignet um Rechner zu programmieren. Auch wenn Koeffizienten noch allgemein gehalten
sind, eignet sich die obere Gleichung zur Lésung von linearen Gle chungssystemen. Die Formeln vereinfachen
sich erheblich, wenn mehrere Matrixelemente a; zu Null oder gleich werden.
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Beispid: Inverse Matrix 3*3 mit Zahlen

-2 4 4
gegeben: A-|3 25
5 -38
gesucht: A=
Unterdeterminanten:
-2 4 4 5
u, =|3 -25 ‘ g| - 167151
5 -38
35 24 - 25 1
Uy = = - -
12 5 8
3 _
Ug = |_ |- 9+10=1
4 4
Uy = -32+112 -4
-3 8
-2 4
Uy, = = -16-20 = -36
5
24 620 1
U,y = - - -
23 5 73
44 20 +8 = 28
Uy, = = +8 =
31 -2 5
-2 4
Uy = =-10-12 = -22
35
2, g
Uy = - - -
33 3 -2

Matrix der Unterdeterminanten:

-1 -1 1
u-=1| 44 -36 -14
28 -22 -8
Adjunkte Matrix:
-1 1 1
Ag = | 44 36 14
28 22 -8
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Adjungierte Matrix transponieren:

-1 -44 28
Ag -| 1 -36 22
1 14 -8

Determinante.  Diese kann durch das Skalarprodukt einer beliebigen Zeile (oder Spalte) der Original matrix mit
der entsprechenden Zeile (oder Spalte) der adjungierten Matrix erfolgen (Determinantenent-
wicklung mit Hilfevon Unterdeterminanten). Der Vorteil hier: Die Unterdeterminanten miissen
auf jeden Fall berechnet werden. Hier Wahl der 1. Zeile:

AN adj adj adj
det(A) = ay;xay; ap*ay, + dzray;

det(A) = (-2)#(-1) + 4+1 + 4%1 - 10

—-1 1 ~7
A e
01 -44 28
At -| 01 -36 22
01 14 -08

1.2.5.9. Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix gibt die maximale Anzahl der unabhé&ngigen Zeilen oder Spalten einer Matrix an.

Nicht quadratische Matrix A
DIm(A) = (m, n)
Inder Regel:  Rang(A) = Minimum (m, n)

Mathematisch: Rang (A_Q < Minimum (m, n) Anzahl der nicht linear abhangigen Spalten oder Zeilen

Besonder e Bedeutung des Rangs einer Matrix fur quadratische M atrizen

DIM(A) = (n,n)
Normalfall Spezialfall
Rang(A_Q =n Rang(A_Q <n
det(A) = 0 det(A) = 0
Gleichungssystem |6sbar Gleichungssystem nicht allgemein |6sbar
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1.2.6. L 6sungsmethode: Inverse Matrix

Theorie

Die Theoriewurde schon in Abschnitt 1.2.5.8 beschrieben, hier erfolgt nur die Wiederholung. Daslineare Glei-
chungssystem

AsX = k
wird von links mit A~ multipliziert:
ATAX = ExX - X = ATk

Darausfolgt die Lésung

X = Atk

als Multiplikation der inversen Matrix A™! mit dem Anregungsvektor k.
Diese Methode ist besonders anzuwenden bei

- kleinen Gleichungssystemen B B
- Berechnung verschiedener Systeme mit gleicher Matrix A und verschiedener Anregung k

Allgemeine L 6sung eines Gleichungssystems 2. Ordnung

gegeben: [311 a12][)(1] [kl)

. a X5 K,
gesucht: X =

X5

L dsung:

- ALK A—[an a12] IZ[kl]

a K,
-1 _
ATt - ( = 312) = L [ % 312] merken (siehe Kap. 1.2.5.8)
ay 8y %8y — aptay | T8y 8y

(Xl) (a’ll aiz]_l( kl] B 1 [ 7] alz][kl]
X % 8y K, A %8y ~ Apptay | T8y Ay k,
Ak - ak,

ayy 8y, — gty

—ay kgt ark,
Q1 ¥y — App*ay

X, =
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Beigpidl: (Studenten)
cben: 59 Xy - 4
Jegehen 24)|l %] |6
M ethode: Inverse Matrix
_ X ( 19)
Ergebnis: =
[ xz] 11

Beispiel: Losung 3. Ordnung mit Zahlen

2 4 4] % 8
gegeben: 3 25(|x% 2 <=>  AX - k
5 -38 X, 3
Xy
gesucht: X=X
X3
L dsung:
X - A__l*lz A——1 _ 1_ o A
Det(A)
8 2 4 4
k=12 A=|3 25
3 5 -38

AusKap. 1.2.4.5, Beispid 2 kann fir A die Matrix der UnterdeterminantenU tibernommen werden:

-1 -1 1
U-|44 36 -14
28 -22 -8

Die adjungierte Matrix ergibt sich unter Beriicksi chtigung des Schachbrettmusters aus der Matrix der Unterde-
terminaten:

101 1
| 44 36 14
28 22 -8

Transponieren heifdt, Zeilen und Spalten vertauschen:

-1 -44 28
Ag - | 1 -36 22
1 14 -8
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Da die Unterdeterminanten schon bestimmt sind, erfolgt die Berechnung der Determinanten durch Entwicklung
nach der ersten Spalte. Unterdeterminanten und adjunkte Elemente sind schon bestimmt.

AN _ B adj adj adj
det(A) = @y Uy — 8y Uy + 8y *Uy = 8y *8gy + 8y *8y + g *ag

det(A) = (-2)+(-1) + 3+(-44) + 5+(28) - 10

01 44 28
Aol L A® | 01 36 22
det(A) 01 14 -08
01 44 28 8 -0.8-88+8.4
X=A"k =] 01 -36 22 |«| 2| =] 087266
01 14 08 3 0.812.8 2.4
Xy -1.2
Xz = 02
X, 12

1.2.7. L 6sungsmethode: Cramersche Regel

Theorie
Die Losung fur Variablen des linearen Gleichungssystems n-ter Ordnung, Dim(A) = (n, n)

AsX = k
ergeben sich aus den Quotienten zweier Determinanten n-ter Ordnung

D;
X = —
D

wobei D die Determinante der Matrix A ist.
D - det(A)

D, ist die Determinante der modifizierten Matrix A_\, wobei diei-Spalteder Matrix A durch den Spaltenvektor k
ersetzt wird:

&y A e e g Ky A e &

w - 1% e e A1 Ky Bjay o oo @nn
| ay A - a,
A 8y - &n
Ay - @nn
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Beigpiel 2. Ordnung allgemein

[ a; a12] [ X1] ) [kl]
ay X5 K,
k; a,
K, ay,

X, = X, = ‘
' a, ap ? a, ap
ay ay

Beispiel 2. Ordnung mit Zahlen

o (22)(2)(2)

gesucht: X1, Xo
L dsung:
_ (89 _ |8
= D - det(A) - -32-271-5
3 4 34
o I D—det(A_)—Sg—zo 36 = -16
t laa e Yoola a4 )
n | 8° D—det(_)—85—32 15 = 17
%71 34 2 = GRA) Z 1o ) )
D, _ D
x, - -1 - 16 35 x, = -2 = 1 _ 34
D 5 D 5

Beispiel 3. Ordnung

426||%
gegeben: 315 |1 =15

07 8 X3
gesucht: X,

L dsung:

426
15

D=/315|-=
7 8

078

26
7 8
4 6
6 8

446

55

D, 355 -4
68
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1.2.8. L 6sungsmethode: Gaul3scher Algorithmus

Diese Losungsmethode basiert auf der konsequenten (in der immer gleichen Form) Anwendung der schon be-
handelten Additionsmethode. Das Gle chungssystem n-ter Ordnung wird in immer gleicher Weise gel 6st. Dieser
Algorithmusist auch fur programmierbare Rechner bestens geeignet. Fur ein Beispiel 3. Ordnung soll die Addi-
tionsmethode konsequent angewandt werden. Anhand dieses Beispiels soll ein Schema entwickelt werden.

Beispid 1:
10 -40 80 X 70
-3 15 -30 X =1 -33
4 -14 31 X3 35

Das obere Beispiel wird in Einzelgleichungen angegeben. Ein Abstand dazwischen wird eingehalten um die
Additionsmethode anzuwenden zu kénnen. Die gegebenen Gleichungen werden in der unteren Angabe fett dar-
gestdllt.

10X1 - 40X2 + 80X3 = 70
X, - 4%, + 8Xs =7
- 3X1 + 15X2 - 30X3 = '33
X~ -12x, +24x, =21
+ 4X1 - 14X2 + 31X3 = 35
- 4Xl + 16X2 - 32X3 = '28

Die obere Gleichung wird durch den Faktor an der ersten Stelle, also"10", dividiert und unter die erste Gleichung
geschrieben. Um x; aus den unteren beiden Gleichungen zu eleminieren, muf3 bei der zweiten "3" mal die untere
ersteund bei der unteren "-4" mal die untere erste addiert werden. Dazu werden die Vielfachen der oberen durch
"10" dividierten Gleichung unter die zweite bzw. dritte Gleichung geschrieben. Nun kénnen die zweiten und
dritten Gleichungen jeweils addiert werden und wieder mit Abstand geschrieben werden, wobei x,; nicht mehr
auftritt. Das Ergebniswird fett dargestellt:

3X2 - 6X3 = '12
X2 - 2X3 =- 4
2X2 - X3 = 7
- 2X, + 4x, = 8

Die oberen fett dargestellten Gleichungen ergeben wieder ein Gleichungssystem, um eine Ordnung verringert,
hier zweiter Ordnung, was wiederum nach dem gleichen Schema geldst werden kann. Obere Zeile durch "3"
dividieren. Diese Zeilemal "-2" multiplizieren und unter die untere schreiben. Die Addition der unteren beiden
Gleichungen ergibt, wobei x, eliminiert wird, schon die Lésung fir xs:

15
5

3X3
X3

X, und x; missen durch Rickwértse nsetzen bestimmt werden. Dazu wird immer die obere, auf "eins' normierte
Gleichung eines Abschnittes verwendet:

X, - Bestimmung: Xy - 2X3=-4
X, =-4+2X,=-4+2*5=6

X, - Bestimmung: X, -4X, +8x;=7
X;=7+4x, -8X;=7+4*6-85=-9
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Schema

Esist nicht nétig, die Gleichungen mit x; zu schreiben. In Kastchenschreibweise denkt nun sich die Spalten fur
X1, Xa, X5 Und den Vektor k. Zusétzlich wird zur Probe die Zeilensumme in einem extra K&stchen notiert. Die
Fehler-Wahrscheinlichkeit steigt mit der Anzahl der ausgefiihrten mathematischen Operationen. Das obere
Gleichungssystem, mit dem im Beispiel 1 ausgefiihrten Operationen wird in einem Kastchenschema geschrieben
(Erlauterung unten):

X1 Xo X3 K >
10 -40 80 70 120
1 -4 8 7 12
-3 15 -30 -33 51
3 12 24 21 36
4 -14 31 35 56
-4 16 -32 -28 -48
3 -6 -12 -15

1 2 -4 5

2 -1 7 8

2 4 8 10

3 15 18

1 5 6

Die Aktionen der Reihenfolge nach:

Das Glechungssystem in oberen drei Zeilen eintragen (Fettdruck der ersten drei Zeilen)
Zeilensumme bilden (auch Fettdruck)

obere Zeile durch 10 dividieren

diese Zeilemal "3" und mal “-4" unter die anderen Gleichungen schreiben.

Zur Probe: Alle drel Zeilensummen kontrollieren. Falls ein Fehler vorhanden ist, wird dieses bel der
Zeilensumme bemerkt.

Die Gleichungen in den unteren zwei Zeilen des Systems 3. Ordnung werden addiert und ein System
(2. Ordnung) tiefer eingetragen (Fettdruck)

Kontrolle der zwei Zeilensummen (Fettdruck)

Division durch "3" der oberen Zeile des Systems 2. Ordnung.

Kontrolle dieser Zeilensumme.

Diese Zeilemal "-2" .

Kontrolle Zeilensumme.

Wieder Verringerung der Ordnung zu "1": Die beiden Gleichungen des unteren Zeile addieren.
Kontrolle Zeilensumme.

Division durch "3"

Kontrolle Zeilensumme.

Aus der unteren Zeilefolgt:

Xs=5

Die erste nicht fettgedruckte Zeile der 2. Ordnung sagt aus:

X2'2X3:'4
X,=-4+2%,=-4+2*5=6

Die erste nicht fettgedruckte Gleichung (3. Ordnung) sagt aus:

X1 -4X, +8x3=7
X1=7+4X, -8X;3=7+4*6-85=-9
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Beigpiel 2: (4. Ordnung)
382 255 -143 108 X 4.65
271 495 260 -0.65 % - 2.77
-1.08 244 515 176 X3 | 108
136 -084 236 390 X, 3.87
X X, X3 X4 Ki >
3.82 2.55 -1.43 1.08 4.65 10.67
1.00 0.6675 -0.3743 0.2827 1.2173 2.7932
2.71 4,95 2.6 -0.65 2.77 12.38
-2.71 -1.809 1.0145 -0.7662 -3.2988 -7.5696
-1.08 2.44 515 1.76 1.08 9.35
1.08 0.7209 -0.4043 0.3053 1.3147 3.0166
1.36 -0.84 2.36 3.9 3.87 10.65
-1.36 -0.9079 0.5091 -0.3845 -1.6555 -3.7987
1.0 1.1508 -0.4509 -0.1684 1.5315
3.1609 4.7457 2.0653 2.3947 12.3666
-3.1609 -3.6375 1.4252 0.5322 -4.841
-1.7479 2.8691 3.5155 2.2145 6.8513
1.7479 2.0113 -0.7881 -0.2943 2.6769
1.1082 3.4905 2.9268 7.5256
1.0 3.1496 2.641 6.7906
4.8805 2.7274 1.9202 9.5281
-4.8805 -15.3715 -12.8891 -33.1411
-12.644 -10.9689 -23.6129
1.0 0.8675 1.8675
X, = 0.8675 X, = -0.0914 X, = 0.3279
Beigpiel 3: (Studenten)
3 4 8 X 7
75 5[|[x]|-|-s
5 -8 3 Xg 4
X1 X2 X3 K >
3.0 -4.0 8.0 7.0 14.0
1.0 13333 | 26667 23333 [ 46667
7.0 5.0 50 8.0 -15.0
7.0 -9.3333 18.6667 16.3333 32.6667
5.0 -8.0 3.0 4.0 4.0
-5.0 6.6667 -13.3333 -11.6667 -23.3333
-4.3333 13.6667 8.3333 17.6667
1.0 -3.1538 -1.9231 -4.0769
-1.3333 -10.3333 -7.6667 -19.3333
1.3333 -4.2051 -2.5641 -5.4359
-145385 | -10.2308 || -24.7692
1.0 0.7037 1.7037
X3 = 0.7037 X, = 0.2963 X, = 0.8519
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Beigpidl 4: (Division durch Null)
0 -9 -2 X 3
8 6 5||x|-] 2
5 -2 3 Xq -5

Tragt mann das obere Gleichungssystem in das bekannte Schema ein, mifte man zur Normierung durch Null
dividieren. Ein Ausweg wére: Zellentauschen. Im Prinzip am Anfang mdéglich. Nur wenn dieses Gleichungs-
system bei Verringerung der Ordnung erzeugt wird, mifte man die Zeilen noch einmal schreiben. Diesen Auf-
wand kann man sich sparen. Eskann auch auf eéine andere Zeile normiert werden, als auf diejeweilserste. Beim
Beispiel 4 wird die 3. Zeile auf 1 normiert..

X1 Xo X3 K >
0 -9.0 -2.0 3.0 -8.0
0 0 0 0 0
-8.0 -6.0 -5.0 -2.0 -21.0
8.0 -3.2 48 -8.0 1.6
5.0 -2.0 3.0 -5.0 1.0
1.0 -0.4 0.6 -1.0 0.2
-9.0 -2.0 3.0 -8.0
92.0 2.0 100.0 194.0
9.2 -0.2 -10.0 -19.4
46.0 1.0 50.0 97.0
83.0 103.0 186.0
1.0 103/83

Im zweiten Abschnitt beim Gleichungssystem 2. Ordnung wurde sogar auf das Element unten rechts normiert,
weil eine Multiplikation mit "-5" besser schreibbare Zahlen ergibt. Damit wird erst x; eliminiert. Dadurch wird
X, als erstes bestimmt:

x, = 103/83 = 1.241
X5 = 50 - 46X, = 50 - 46*1.241 = -7.086
X, = -1 + 0.4*X, - 0.6%, = -1 + 0.4*1.241 - 0.6*(-7.086) = 3.748

Falls das Gle chungssystem nicht |Gsbar ist, Det(A_Q = 0, findet man irgendwann keine Zahl zur Normierung
mehr. Der Rang einer quadratischen Matrix ist identisch mit der Schrittzahl in der keine Normierung mehr
moglichist. Falls bel einem Gleichungssystem n-ter Ordnung n Schritte méglich sind ist der Rang der Matrix n.
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1.2.9. Numerische Inversion von M atrizen

Der numerische GauRsche Algorithmus ist schon aus dem letzten Abschnitt bekannt. Dort wurde im ersten
Schritt angegeben:

Gauf3sche Algorithmus - (A k, 9
mit dem linearen Gleichungssystem A+X = k

und dem Spaltenvektor s als Summe der Zeile.

Bei der numerischen Inversion von Matrix wird zusétzlich die Einheitsmatrix E im ersten Schnitt angegeben
1. Schritt: (A k E 9

DasPrinzip: Die Matrix A in die Einheitsmatrix umformen. Dort, wo vorher die Einheitsmatrix stand, ist nach-

her dieinverseMatrix A" vorhanden. Wie erhalt man an der Stelle A die Einheitsmatrix? Antwort: Indem man
dieHauptdiagonale zu " 1" setzt und die Nebenelemente zu "0" setzt. Fallsbeim Gaul3schen Algorithmusdienicht
mehr interessanten Zeilen wieder mit geschrieben werden, erhdlt man an der Stelle A eine Dreiecksmatrix mit
"1" in der Diagonalen und in der unteren Halfte "0". Diesesist ein Teil der numerischen Matrixinversion. Der
andere Teil mu auch die oberen Matrix-Elemente aul3erhalb der Hauptdiagonale zu Null setzen. Erléauterung am
besten per Beispid.
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Beispiel:
gegeben: AxX =k
2 4 4™ 8 2 4 4 8
3 25(|x|-|2 A-|3 25 k=12
5 38)|x 3 5 38 3
gesucht: X, At
Eintragen in das Schema: (A k, E, § (Normaldruck erste drei Zeilen)
10 , 20 , 20 { 40 | 05 , O , O 1 _ 7.5 |
30 1 20 1 50 2.0 i 10 1 0 9.0
[ -30_ 4 __60 4 60 )} 120 f - 15 . 0 4 0 | 225 |
50 1 -30 1 80 3.0 0 1 10 14.0
50 | 100 ! 100 20.0 26 ! 0 | 0 37.5
|0 .2 4 55 ] L} 075 4 05 4 0 {1575 ]
0 I 40 | 110 14.0 15 1 10 1 0 315
0 4 10 4 255 | 35 __f 0375 ; 025 | O | 7875 |
0 I 70 | 180 230 25 1 0 1 10 515
0 ! 70 ! -1925 | -245 2625 | -175 | 0 -55.125
0 4 0 4 35 [{ 42 | 035 | 49 | 28 | 1015 |
0 I 10 | 275 35 0375 1 025 1 O 7.875
0 4 0 4 255 [ 33 | 025 ; 38 | 22 | 1975 _|
0 I 0 | -125 -15 0125 1 175 1 10 -3.625
0o ! o0 ! 10 1.2 01 ! 14 | -08 2.9
____ I_'_U____!_____0_____!_____0_____ __'_I'_z________'_0'_];___i____'é'_é___:,___z_'_g_______'_I_'_g____
|0 i 10 4 0 02 | __ | 01 4 36 4 22 | 01
Q0 . 0 . 10 12 01 . 14 | -08 29

Ein Teil der Ldsung ist vom Gauf3schen Algorithmus bekannt. Dabei wird im ersten Schritt die erste Spalte
unterhalb der Hauptdiagonalen zu Null berechnet. Im zweiten Schritt wird die zweite Spalte unterhalb der Haupt-

diagonalen, zu Null umgeformt, u.s.w......

Hier werden im gleichem Schritt auch die Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen zu Null gesetzt.

Beiden gemeinsam: Zu der Zeile dessen Element zu Null werden sall, wird negativ addiert die Zeile mit dem

Diagonaldement "1" multipliziert mit dem Faktor addiert.

Am Ende der Berechnung ist sowohl der Losungsvektor x als auch die inverse Matrix vorhanden:
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1.2.10. Anwendung welcher M ethode?

Die Ordnung von Gle chungssystemen kann, insbesondere bel Feldberechnungen, bis zu tiber 2000 sein.

Uber n = 1000 sind die vorgestellten Verfahren nicht mehr anwendbar. Dort werden iterative Suchverfahren mit
I terationsheschl eunigung angewendet, siehe nur Literatur.

Bei Zahlenwertrechnung funktioniert bisn = 100 der Gauf3sche Algorithmus noch sehr gut.

Falls mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Matrix A aber verschiedener Anregung k vorhanden sind, emp-
fiehlt es sich, die inverse Matrix zu berechnen. Dieses entspricht einem e ektrischen Netzwerk mit konstanten
Widersténden und veranderlichen Spannungsguel len.

Die Berechnung mit Determinanten empfiehlt sich nur bel niedriger Ordnung n < 4 oder bel sehr vid Nullen in
der Matrix.

Achtung Rechenzeitbedarf

Gauly ~ P
Determinanten mit Unterdeterminanten ~n!

Falls ein allgemeiner Formelausdruck gewtinscht wird, am besten mit Determinanten rechnen.
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1.3. Vektoralgebra

1.3.1. EinflUhrung

Schon im Kap. 1.2.3.2 sind zwei Versionen von Vektoren vorgestellt worden:

X - Zusammenfassung von Komponenten
X - gerichtete mathematische oder physikalische Grofze

Die zweite Art, gerichtete mathematische und physikalische GroRen sollen in diesem Abschnitt behandelt wer-
den.
Beispiel Kraft

Der bekannteste physikalische Vektor ist die Kraft. Die Kraft wirkt in eine bestimmte Richtung, siehe Bild
MA131A.

!

Bild MA131A

Komponenten

DieEigenschaft einer gerichteten GréfReist ausBild MA131A erkennbar. Die Kraft hat e ne Richtung im Koordi-
natensystem. Am einfachsten ist es, die Kraft, oder einen beliebigen Vektor, zu beschreiben durch Komponenten
in den Koordinatenrichtungen. Daallgemein der Raum dreidimensional it, fehltim Bild MA131A diez-Kompo-
nente. Somit erhalt man zur vollsténdigen Beschreibung der Kraft die drei Komponenten

Fo. Fyund F,

Schreibweise

Die Schreibweiseist fast die gleiche wiebei der mathemati schen Zusammenfassung von Komponenten. Anstelle
des Striches Uber dem Formelbuchstaben wird der gerichtete Vektor mit einem Pfeil Uber der Formelgroiie ge-
kennzeichnet. Auch die Komponenten werden in der gleichen Weise zusammengefalyt, tblich ist die Klammer
Schreibweise, die Késtchenschreibweiseist bei gerichteten Gréfzen nicht Gblich. Nach DIN sind fette Buchstaben
fir Vektoren vorgesehen. In alten Lehrbiichern findet man, fir uns heute schwer lesbar, noch deutsche Buch-
staben. Beispid fir die Kraft:

Aus Platzgrinden wird auch manchmal die transponierte Schreibwei se bevorzugt:
F-(F.F,F)'
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Unterscheidung physikalischer Grof3en
Physikalische Grof3en lassen sich einteilen in Vektoren und Skalare.
Vektor: gerichtete Grof3e, zeigt in ene bestimmte Richtung
Skalar: ist keiner bestimmten Richtung zugeordnet

In der folgenden Tabelle sind bekannte physikalische Grofien aufgefiihrt mit der Klassifizierung Skalar oder
Vektor.

Grole Formelzeichen Skalar oder Vektor
Kraft E Vektor
Temperatur T Skalar
Geschwindigkeit v Vektor
Beschleunigung a Vektor

Masse m Skalar

Druck p Skalar
Leistung P Skalar

Energie W Skalar

Lange i Vektor

Fléache A Vektor
zuriickgel egter Weg S Skalar

Strom I Skalar
Stromdichte J Vektor

1.3.2. Einfache Vektoroperationen
Addition
y B,
c-a+b
a}'
2 . —=x  Bild MA132A

Vektoren werden geometrisch addiert
Aus Bild MA132A folgt:
G=at+h ¢ =a+h

Vektoren werden addiert, indem die Komponenten addiert werden:

CX ax bX ax + bX
c-a+b=|c|=a]|[b]=]arb
CZ aZ bZ aZ + bZ
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Multiplikation mit " -1"

R
RS
o

Bild MA132B

Wird der Vektor mit "-1" multipliziert, zeigt er in genau die entgegengesetzte Richtung.

Subtraktion

Die Subtraktion von Vektoren kann angesehen werden als Addition eines Vektors mit einem negativen Vektor.

y ;
g -
a
b<— —_ _ b
-
X —=
Bild MA132C
a, bx a, 7bx %7bx
c-a-b-=|a|-|b|=]a|l+] b|-=]3ab
a, bz a, 7bz %7bz

Sowohl Bild MA132C als auch die mathematische Ableitung zeigen: Vektoren werden voneinander
subtrahiert, indem ihre Komponenten voneinander subtrahiert werden.
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Betrag desVektors

Aus Bild MA132D ist zu erkennen, daf3 fir den Zwelkomponenten-Vektor sich der Betrag nach Pythagoras
ergibt:

Ly ﬂ

2y

Bild MA132D

Im dreidimensionalen ergibt sich der Betrag

a-l|da - al+a +a
ausder Wurzdl der Summeder Komponenten zum Quadrat. Wobei fir den Betrag zwei Schreibwel sen dquivalent
sind:

1 Betrag wird durch senkrechte Striche angedeutet mit Pfeil Uber dem Vektor.
2. DieVektorgrofie ohne Pfeil und ohne senkrechte Strichewird Gblicherwei sefir die Angabe des Betrages

genutzt.

Richtung des Vektors in der x-y-Ebene, Umrechnung K omponenten nach Betrag und
Winkel

Bild MA132E

Die folgenden Umrechnungen ergeben sich nach Bild MA132E Uber die trigonometrischen Funktionen.
Umrechnung: Betrag und Winkel nach Komponenten

a = a*cos(p)

a, = a*sin(y)

Umrechnung: Komponenten nach Betrag und Winkel

cp:arctani a>0 cp:arctaniﬂr a <0
a, a,
a - aX2+ay2
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Multiplikation mit einem Skalar

/‘\y
S
3%
—— X
Bild MA132F

a, 3a,

3xd = 3% &, | = 3ay
a, 3a,

Man multipliziert einen Vektor mit einem Skalar, indem alle Komponenten des Vektors
mit dem Skalar multipliziert werden.

Einheitsvektoren
Definition:

Die Einheitsvektoren zeigen in Richtung der Koordinaten-Achsen. Der Betrag der Einheitsvektoren ist eins.

&l - lgl - g -1

Jeder Vektor kann mit Hilfe von Einheitsvektoren angegeben werden:

a, 1 0
3= a, :ax*éeray*éerai*éz:ax 0 +a 1] +4 0
a, 0 0 1
ty
av*gv -
E a
Q & ax*é; — X
Bild MA132G
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1.3.3. Skalar produkt

Das Skalarprodukt wird auch alsinneres Produkt bezeichnet.

Definition
a | (b
S = 3’*5 = ay * by = ax*bx + ay*by + az*bZ
a, b,

Ahnlich alsbei der Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor werden die zugehdrigen Kompo-
nenten miteinander multipliziert und danach addiert.

Aussage, Deutung
Fur zwel Vektoren in der x-y-Ebene (z-Komponente Null) soll das Skalarprodukt mit Hilfe von Bild MA133A
untersucht werden.

— X BildMA133A

Aus Bild MA133A kodnnen die Komponenten der Vektoren mit Hilfe trigonometrischer Funktionen bestimmt
werden:

a, cos(¢,,) b, cos(¢y)
a-|al -al sing), b= b | =b|sne)
0 0 0 0

Bilden des Skal aproduktes ergibt:

i a| || b{cos(p,) “cos(,) +sin(g,) *sin(py]
s=axb = al . * . = axbx @,)*cos(ip,) +sin(@,) *sin(¢p
sin(e,) sin(ey) * *
Vorgriff auf Kap. 2.3.2.5: cos(y)* cos(@y,) + SiN(@,)* sin(@,) = cos(@Py,)
Somit ergibt das Skalarprodukt:
s = asb = axb=cos(p,-¢,) = axbxcos(p) mit P =P,- @

Das Skalarprodukt ist das Produkt der Betréage multipliziert mit dem Kosinus des einge-
schlossenen Winkels.

Was kann man nun mit dem Skalarprodukt anfangen? Dazu die néchsten beiden Betrachtungen.
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Komponentein Richtung eines Vektors

Bild MA133B

Soll die Komponente a, des Vektors & in Richtung von b berechnet werden, so ergibt sich aus Bild MA133B:

a, = a*cos(p)

Aus der Definition des Skalarproduktes folgt:

axb+cos(p) = a-b => axcos(p) = a;b
Der Vergleich der letzten beiden Formeln liefert:
_ asb
%"
Physikalisches Beispiel P = f(v, F)
/PY
Bild MA133C

Die mechanische Leistung ergibt sich aus dem Betrag der Geschwindigkeit mit der Kraftkomponentein Richtung
der Geschwindigkeit:

P =F,xv = F*V*v

v

Somit &3t sich die mechanische Leistung schreiben als das Skalarprodukt der Kraft und der Geschwindigkeit:
P = Fxv

Andere Deutung der mechanischen Leistung: Betrag der Kraft mal Betrag der Geschwindigkeit mal Kosinus des
eingeschlossen Winkel, was auch dem Skalarprodukt entspricht.
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Betragsquadrat eines Vektors
Das Skalarprodukt des Vektors d mit sich selbst ergibt:
a,

a,
axa = ay * ay = agra, + ay*ay +a*a,
a, a,

Vergleich mit den Betrag eines Vektors (Kap. 1.3.2) liefert
a-a = a’®

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ergibt das Betragsquadrat desVektors.

1.3.4. Rechtsdrehendes K oordinatensystem

Bevor der néchste Abschnitt behandelt werden kann, muf der Ausdruck "rechtsdrehendes K oordinatensystem”
definiert werden. Normal erweisewird immer mit einem rechtsdrehenden Koordinatensystem gerechnet. Wasist
das?

Dagibt esdrei Erklarungen:
- Mathematische Richtung
- Rechtsschraubenregel
- Rechte-Hand-Regel

Diedrei Regeln sollen anhand von Bild MA134A erklart werden.

f

z

LHRER)
__Jouun

~
ﬁ Hand
\
Schraub

M athematische Richtung
Dreht man einen Pfeil (Position in z-Richtung) von der ersten Koordinate (x) in mathematisch positiver Richtung
(Winkelrichtung ¢ ist linksrum) zur zweiten Koordinate (y) so zeigt der Pfeil in Richtung der dritten Koordinate

(2).

Bild MA134A

Rechtsschrauben Regel

Dreht man eine Schraube mit Rechtsgewindein die x-y-Ebene am Koordinatenursprung von x nach y, so dreht
die Schraube in z-Richtung. Die Koordinatenrichtung (X, y, z) bilden dabei ein rechtsdrehendes Koordinaten-
system.

Rechte-Hand-Regel
Zeigen dievier Finger der rechten Hand von x nach y, so zeigt der Daumen in z-Richtung.
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1.3.5. Vektorprodukt

Das Vektorprodukt wird auch aufderes Produkt oder auch Kreuzprodukt genannt.

Definition
Wiederholung Skalarprodukt

s = arb = axb=cos(@,-¢,)

Das Skalarprodukt ergab als Ergebnis einen Skalar. Der Wert ergab sich aus Produkt der beiden Betrage mit dem
Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Das Vektorprodukt ergibt demnach einen Vektor. Der Betrag des Vektorsergibt sich aus dem Produkt der Betra-
ge mit dem Sinus des eingeschlossen Winkels.

¢ = axbxsin(< &, b)

Fehlt noch die Richtung. Definition: Die Richtung des Vektorproduktes steht senkrecht auf den Ausgangsvekto-
ren (hier & und b).

Das Vektorprodukt zweier Vektoren steht senkrecht auf den zwel Vektoren. Der Betrag
berechnet sich ausdem Produkt der Betrdgeder Vektoren mit dem Sinusdeseingeschlos-
senen Winkels.

¢ -axb c = axbxsin(< 4, b) ¢ . (@ b)

Schreibweise:

Zur Unterscheidung zum Skalarprodukt wird das Vektor- oder Kreuzprodukt mit einem Kreuz gekennzeichnet:
¢ =dxb

Aussage

Untersucht sollen die zwei Vektoren (& und b) in der x-y-Ebene, nach Bild MA135A.

h = b*sin(e)

Bild MA135A

Nach Bild MA135A 4Rt sich die Flache des von den Vektoren & und b aufgespannten Parallelogramms be-
rechnen:

A = a*h = a*[b*sin(¢)] = a*b*sin(g,-¢,)

Somit |83t sich A auch als Betrag des Vektorproduktes berechnen.
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DasVektorprodukt gibt dievon zwei Vektoren aufgespannte Flache an. Die Richtung des
Vektorproduktessteht senkrecht auf den erzeugenden Vektoren. Fehlt noch dasVorzeichen der
Richtung. Dazu gleiche Regeln wie bel rechtsdrehenden Koordinatensystemen, siehe Kap. 1.3.4. Beim Vektor-
produkt

¢ - a=b

kann & als erste Koordinatenrichtung angesehen werden, b als zweite und das Ergebnis ¢ als dritte. Rechte-

Hand-Regel (zum Beispiel) ergibt, daR die Richtung von axb in Bild MA135A aus der Zeichenebene heraus
gerichtet ist, also in z-Richtung. Auch die zwei anderen Regeln aus Kap. 1.3.4 ergeben die gleiche Aussage.

Rechenvorschrift
Vorgriff auf Kap. 2.3.2.5: SIN(Py-@2) = SN(y)* cos(@,) - cos(@,)*sin(g,)
Einsetzen des oberen Additionstheoremsin die Definition

C| = axb=sin(p,-¢,)

und Umformung ergibt:

| = axbx[sin(gy)<cos(p,) — cos(@y) *sin(e,)]

a
I

c| = [axcos(e,)] <[b+sin(ey)] - [a+sin(e,)] <[b+cos(p,)]
Die oberen Ausdriicke enthalten die Vektorkomponenten:
a = arcos(¢,) b = b*cos(gy)
a, = asin(e,) by = b*sin(¢y)

Durch Einsetzen der oberen Ausdriicke 1813t sich der Betrag des Vektorproduktes zweier Vektoren in der x-y-
Ebene angeben durch die Vektorkomponenten: Der Vektor zeigt in die positive z-Richtung:

c| =c, = axb, - axb,

Die Richtung des oberen Vektors ist die z-Richtung, was sich durch den Einheitsvektor beschreiben [&3t. Der
Betrag sieht sehr nach Determinante aus. Daraus folgt:

*@

C = -

‘ax b,
a, b,

Unter Berticksichtigung auch der anderen Komponenten ergibt sich die folgende Berechnungsvorschrift fir das
Vektorprodukt:

ax bX éx
¢ = axb - a, by €
aZ bZ é»Z

Achtung:
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Beigpiel Fl&chenberechnung eines Dreiecks

5—

—X
Bild MA135B
7 3
gegeben: a-|2 und b=|5
0 0
gesucht: Die Flache des von den Vektoren & und baufgespannten Dreiecks in der x-y-Ebene soll be-

rechnet werden, siehe Bild MA135B.

L Osung:
Die Flache des Dreiecks in vektorieller Form ist die Halfte des von den Vektoren & und b aufgespannten Par-
alldogramm:

7 3 g
K:i“xﬁ:iZSGY
2 2
0 0 e
A-L73e - las g - 145
= = * = = — = Ok
2|25 % 2 ‘ ‘
A =145
Achtung: Flache, x und y besitzen normalerweise Einheiten!

Physikalisches Beispiel M = f(r, F)

M| = | F|*|r|+sin(p)

Bild MA135C

Das Drehmoment und auch die Winkelgeschwindigkeit sind Vektoren die bei einer Welle in Richtung der Wel-
lenachse gerichtet sind. Die Formel zur Berechnung des Drehmomentes ergibt sich aus dem Kreuzprodukt von
Radius und Kraft:

M = rxF
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Arbeitshlatt MAI-1
1.3.6. Zusammenfassung der Rechenregeln der Vektoralgebra

a,
Schreibweise da-|a|-(@a,a) - (a,aa);
a,
a, b, ab,
Addition c=d+b=|a|+|Db|=[ah
a, b, a b,
a, bx %7bx
Subtraktion c-a-b-=|a|-|b|=[ahb,
a, bz %7bz

Betrag El :a:‘/ax2+ay2+az2 = Jaxa

a ra,
Multiplikation mit einem Skalar  A+a = A«| a,| = | A&
a, A8,
1 0
Einheltsvektoren g -0 g -1 g -10 1-=1¢l =gl =g
0 1
a,
d=|38| = a6 a6 +ase
a,
8y b,
Skalar produkt s-ab| a |« b | -ax«b+arb, +axb,
a, b,

b, = a-b Komponentevon b in Richtung &
a
aX bX aX bX éX
Vektorprodukt c-daxb-|afxb|-|a b &|--bxa
aZ bZ aZ bZ éZ
¢ = axbxsin(< &, b) ¢ 1 (aDb)
Bedeutung: Fléche des aufgespannten Parallelogrammes.
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1.4. Algebraische Gleichungen

1.4.1. Allgemeine Form der algebraischen Gleichung n-ten Grades

8+ a*X + a2+ a* X3 +.......... a, X" + g *x"=0

Die allgemeine Form der algebraischen Gleichung n-ten Grades ist die Summe des Produktes K oeffizient mit
einer x- Potenz von Null bisn.

> ax' =0

i=0

Ausgehend von der Gleichung 1. Grades werden anschlief3end die Losung der algebraischen Gleichungen 2., 3.
und 4. Grades behanddt. Danach soll die allgemeine Lésung n-ten Grades diskutiert werden.

1.4.2. Algebraische Gleichungen 1. Grades

Diese lineare Form it trivial und ist schon im Kap. 1.2 "Lineare Gleichungssysteme', hier 1. Ordnung, be-
handelt worden:

gegeben: pta*x=0
L 6sung: X = el
a

1.4.3. Algebraische Gleichungen 2. Grades

Die Allgemeine Form
X+ arx+a=0

ist auch al's quadratische Gleichung bekannt.

L 6sungsmethode: quadratische Erganzung

Beigpiel
gegeben: x2-8x+7=0
gesucht: Xo
L dsung:
bekannt: (X-4)?>=x2-8x+16

erganzen: X2-8Xx+16+7-16=0

(x-4)32=9

X-4=%3

Xp=4%3

X, =7 X, =1
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L 6sungsformel
gegeben: bx?+bx+b,=0
umformen: X2+ax+a=0

bekannt: [x + 4

2 2
erganzen: x2+a1*x+(ﬁ] +a0[ﬁ) =0
2 2

2 2

umformen: [x + ﬁ] = [ﬁ) - a,
2 2

Diskussion der L 6sungsformel:

Dieobere Formel miifte schon ausder Schulebekannt sein, eventuell mit p und g. Besser als die quadratische Er-
ganzung ist die Anwendung der Lésungsformel. Der Koeffizient a, des linearen Terms x* muf? durch -2 dividiert
werden. Dazu muf3 addiert werden mu3 + die Wurzdl aus dem gleichen Term zum Quadrat minus dem linearen

Tell a

1.4. Algebraische Gleichungen

2 2
L

Welche Arten der Lésung gibt es? Dieses hangt von den Koeffizienten a, und &, ab:

= zwei verschieden redlle Lésungen

=> eineredle Doppd-Lbsung

= Wurzel aus einer negativen Zahl

65

Da die Wurzel aus einer negativen Zahl (imaginére Einheit) erst im Kapitel 3 behandelt
wird, soll jetzt erst Abschnitt 1.5 behandelt werden, danach DieKapitel 2und 3und erst
dann wird dasKapitel 1 an dieser Stelle fortgesetzt.
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66 1. Algebra

Algebraische Gleichung 2. Grades, quadratische Gleichungen, Wiedereinstieg nach K ap.
3

gegeben: X2 +ax+a =0
a |(a) a, a|’
L Osung: Xp = 5t [7) -3, X, = 7?_1- 30[7)

Art der LOsung

2

a, > % = konjungiert komplexe Lésung

a1 2
a = > => doppdt redlle Losung

2

a, < % = zwel verschieden redle Lésungen
Zusammenfassung
Gleichung 1. Grades => 1 reelle Losung
Gleichung 2. Grades => zwei Losungen
Beispiel 1:
gegeben: x*-6x+25=0

L ésung: X, = 3+/9 - 25 = 3+/-16 - 3+j4

Probe: XX~ 6X, +25 = 0 Xp=3%j4 -6y, =-18 7 j24
Xpy = 9% 2+3x4j - 16 = - 7+ 24

(-7 + j24) + (-18 5 j24) + 25=0
(-7-18+25) +j(x 245 24) =0 => OK

Beigpiel 2: (Studenten)
gegeben: x?-10x+41=0

L ésung: X, = 5%j4
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1.4.4. Algebraische Gleichung 3. Grades, kubische Gleichungen

Die allgemeine Form
b,z® + b,z + bz + by, = 0
wird durch b, dividiert:

2+ +cz+c=0

c
Bei der Verschiebungin zum —?2 fallt der quadratische Term weg. Substitution (Horner Schema) von

ergibt sich
X+ ax+g=0

Die analytische Ldsung ist mit der Substitution x = a*cos(¢) moéglich. Hier soll nur das Ergebnis angegeben
werden.

Ergebnis: fur x*+a*x+a,=0

D>0 => eineredle, eine konjungiert komplexe Ldsung
D=0 => eineredle, eineredle DoppellGsung
D<O0 => drei verschieden reelle Lésungen

K ardanische L ésungsfor mel

D>0 D<O
N %
u = — +4/D 2
\ cos(p) = - 3
= ﬁ]
v=,|-—=-yD 3
vz P
Xp=u+yv XI*Z,\ %*COS(%)
UtV u-v
X2 2 + 2 J\/§ X2 _ 2\ 71* %JF:I.ZOOJ
. u+vV u-v c
%3 - 2 2 V3 Xy = 2\ —1*00‘5(%+2400)
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Beispiel 1:
gegeben: 22-1272+412-42=0
gesucht: Zins
L dsung:
K oordinatenverschiebung: Z-4=X <=> Z=X+4
1 -12 41 42
4 - 4 -32 36
1 -8 9 -6
4 - 4 -16
1 -4 -7
4 - 4
1 0
x3-7x-6=0 => 3=-6 a=-7
i = 73 i = 7l
2 3 3
%" (&) 3
D - | 2| | 2| - 3| L - 370870
2 3 3
D<O
2 _
cos(@) = - A T 0.841698
(-a/3*  (13)*
¢ = 32.6802° @/3 =10.8934°

X =2 %*oos( %) - \E*cos(lo.8934°) -3

X, = 2 %*oos(% v 1200] -2 %*005(10.8934° +120°) = -2

=~

=~

C
X, = 2 31*005(% v 2400) -2 %*005(10.8934° +240°) = -1

\

Ruiickverschiebung: Z=X+4

Z,=X,t4=3+4=7
Z,=X,t4=-2+4=2
Z3=X3t4=-1+4=3
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Beispiel 2:
gegeben: Z2+62°-62-136=0
gesucht: Zi23
L dsung:
K oordinatenverschiebung: X = Z+ % =z+2 <=>
1 6 -6 -136
-2 - -2 -8 28
1 4 -14 -108
-2 - -2 -4
1 2 -18
-2 - -2
1 0
x3-18x-108=0 => a,=-108
Dy & g
2 3

2 3
D - (ﬁ] . (%] - (-54)2 + (-6)° - 2916 - 216 - 2700
u = —% +yD = 3\/54 + /2700 = 4.73205

3
v = f% - /D = {54 - /2700 = 1.26795

u+v=473205+1.26795=6

(u fv)g - (4.73205 - 1.26795)*§ -3

X;=Uu+v=06

X2: 7U;V+U;Vj\/§: ’3+j3

u+v u-V. .
Xy = — - 3=-83-]j3
3 > 5 V3 J
Ruickverschiebung: zZ=x-2
Z,=%-2=6-2=4

22:X2'2:('3+J3)'2:'5+J3
23:X3'2:('3'j3)'2: '5'j3
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Praktische L dsung von Gleichungen 3. Ordnung
Die analytische Lésung von Gleichungen 3. Ordnung ist nicht Gblich, weil der Aufwand grof3ist. Erst muf3 eine
K oordinatenverschiebung durchgefiihrt werden, dann die K oordinatenverschiebung riickgangig gemacht werden.

Prinzip: Eine Lésung wird iterativ bestimmt (Verfahren wird spater in Kap. 1.7 erlautert). Durch Polynomdivi-
sion kann anschlief3end die Gleichung auf 2. Ordnung reduziert werden. Die sich ergebende quadratische Glei-
chung wird gel 6st.

Beispid 3:

gegeben: Z2+622-62-136=0 z=4 iterativ bestimmt (siehe Kap. 1.7)
gesucht: Z5 Z3

L dsung:

1 6 -6 -136
4 - 4 40 136
1 10 34 0

(Z2+622-62-136):(z-4)=72+10z+ 34

2+10z+34=0

Z, = 5+¢5°-34 = -5+,/9 = -5%j3

1.4.5. Algebraische Gleichung 4. Grades

Die allgemeine Form lautet:
X*+ax+axi+ax+a=0

Eine analytische Lésung ist mdglich, aber nicht Gblich. Trotzdem soll die Methode ohne Ableitung angegeben
werden. Mit Hilfe der oberen Koeffizienten a, bis a; wird eine Gleichung 3. Gradesin y aufgestd|t:

8y°® - day? + [2a.3, - 8agy + [ada, - &) ~ af] = 0

Die obere Gleichung in y wird fir ein y gel 6st und anschlief3end mit Hilfe von y der Wert A berechnet:

A = ,/8y+a32—4a2

Dann kann eine quadratische Gleichung in X angegeben werden:

LAY ay
+A

X2+ (a, * A)% vy 0
Die obere Gleichung hat wegen + A vier Lésungen, diese sind auch die L6sung der oben angegebenen allgemei-
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nen Form.

Beigpidl:

gegeben: X*+18x%+ 119x? + 342x + 360 =0
gesucht: X123

L dsung:

Ablesen der Koeffizienten:
a,=18 a =119 a =342 8, = 360

Bestimmen einesy:

8y° - 4ay® + [2a,8, - B3]y + [ay(4a, - a3) ~ @3] = O
8y - 4*119y* +[2* 18* 342 - 8*360]y + [360(4* 119 - 18%) - 3427 =0
8y® - 476y2 + 9432y - 62244 = 0
y®- 59.5y? + 1179y - 7780.5=0
Eine Ldsung der oberen Gleichung kann bestimmt werden zu (hier ohne Herleitung):
y=21

Bestimmung der GrélRe A:

A = ,/8y+a32—4a2

A = /8x21 + 18 - 4x119 = /16 = 4

x-Bestimmung:
L&Y

x? + A2
+(a3 )2+y +A

X2+ (18 + 4)%x v 21

18+21 - 342} B
+ = = "7y =0
+4

X2+ (9+x2)x+[21+£9]=0

X5 + 11x,, + 30 = 0 Xy * TXgy + 12 = 0
X, = 55+55 -30 = -55+05 Xy = -35+y35 -12 = -35+05
X1 =-5 X, = -6 X3 =-3 X, = -4
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1.4.6. Algebraische Gleichungen n-ten Grades

Allgemeines
Abn =5ist eine analytische Lésung nur in Sonderféallen moglich.
=> Iterative M ethode anwenden
Eine allgeme ne Gleichung n-ten Grades
ax™+ g, X"+ . ax?+ax+a=0
kann mit Hilfe von Linearfaktoren umgeformt werden in:
(X - X)) (X = Xg2)* ..o ¥ (X - Xgn) =0
wobei X, Xop biS X, die Nullstellen der oberen Gleichung n-ter Ordnung sind.
Eine algebraische Gleichung n-ter Ordnung weist n Nullstellen auf.
Die Nullstellen kénnen entweder reell oder paarweise konjungiert komplex sein.

Bei ungerader Ordnung n (1, 3, 5... usw.) bleibt auf jeden Fall eine redlle Losung lbrig. Bei gerader Ordnung
besteht die Moglichkeit, dal? keine redlle Lésung vorhanden ist.

Iterative L 6sung
Prinzip: Von der Funktion
Y(X) = X"+ @ X + .. aX + aX + &

wird eine Nullstelle gesucht. Ein Naherungswert x, ist bekannt.

Nach dem Newton-Verfahren (Herleitungim 2. Semester) ergibt sich ein verbesserter Naherungswert im néchsten
Schritt

Y(%o)
y/(%)

X = %o~
Fur eine algebraische Gleichungen n-ten Grades mit Anfangswert x; ergibt sich ein verbesserter Wert:

ax" v a e A rax tax e
nax" " + (n-Da, " + ..+ 3ax’ + 2ax +a

j+1 i

Die Verbesserung (Iteration) mufd solange durchgefiihrt werden, bis sich der Wert x nicht mehr merkbar &ndert.
|Xi1 - Xi| < Schranke
Anmerkung 1: Oberes Verfahren funktioniert auch fir komplexe Nullstellen. Nur dann miissen ale x durch
komplexe Zahlen ersetzt werden.
Anmerkung 2: Bel mehreren Lésungsmaglichkeiten ist die Losung vom Anfangswert abhéngig.
Anmerkung 3: Insbesondere bei iterativer Losung im Komplexen kann es sein, daf3 man sich von der Lésung

entfernt. Man spricht dann von " nicht konver genter Iteration” . Abhilfe: Wahl einesanderen
Anfangswertes. Fir die meisten Anfangswerte ist die Lésung konvergent, aber nicht fir alle.
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Tip: Bei komplexer Losung: Anfangswert Imaginérteil und Realteil zuordnen.

Anmerkung4: Dielteration verlauft in der Néhe der L ésung wesentlich schneller. (Anfangswert evtl. grafisch
ermitteln).

Schema zur Bestimmung der n Ldsungen

Problematik:

Eine algebraische Gleichung n-ter Ordnung hat im Komplexen auch n Ldsungen. Diese sind allgemein ver-
schieden, kénnen aber auch gleich sein. Bel der Iteration ist die Losung vom Anfangswert abhangig. Die kom-
plexe Ebene fir den Anfangswert kann in n Gebiete aufgeteilt werden. Ordnungs-Kriterium: Zuordnung des
Anfangswertes zur Nummer der Losungen. Diesesist von den K oeffizienten abhéngig und man kann dieses nicht

Ubersehen. Wie stellt man sicher, dal’3 man auch n verschiedene Lésungen erhdt? Hat man eine gefunden, kann
das Polynom dividiert werden:

Beispiel Xo ISt gefunden

(X = Xo) (X = X2) (X = Xgg) = (X° + @X° + aX + &)

(¢ + ax® + aX + 8g)/(X - Xo1) = (X - Xg) (X - Xoa) = X* + byx + by
Obere Division kann als Polynomdivision (von Hand mit Horner Schema) durchgefiihrt werden. Als Ergebnis
bleibt ein Polynom (n-1). Ordnung zurtick, aus dem dann weitere Nullstellen bestimmt werden kénnen. Somit ist
sicher, dal3 n verschiedene Lésungen (die auch gleich sein kdnnen) gefunden werden. Dieses Verfahren ist auch
im Komplexen moglich. Bel Polynomdivision einer Lésung ergeben sich komplexe Koeffizienten des neuen
Polynoms. Esist auch mdglich gleich durch Ldsung und die konjungiert komplexe Lésung zu dividieren. Dann
sind die Polynom-K oeffizienten wieder redll.
Zusammenfassung Schema
Al eine L6sung iterativ bestimmen, notieren

B] Ordnung der Gleichung durch Polynom-Division um 1(2) reduzieren.

C] Falls noch nicht n Lésungen vorhanden, gehe zu A.

Hinweis: Das Schema eignet sich eher zur Programmierung auf Rechner als zur manuellen Berechnung.
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Beispiel zur iterativen Losung

gegeben: X3+ 6.875x* + 43x - 58.5=0
gesucht: X1, X2y X3

L dsung:

Ansatz: y=x3+6.875x2+43x -585=0
Ableitung: y' =3x2+13.75x +43=0

Anfangswert:  x,=0

X
Formel: X, = X, - y/( )
y'(x)
3 2
X, + 6.875x; +43x, -58.5 -
X, = % - TR - 0- 85 _ 1360465
3%, + 13.75x, + 43 43
X5 + 6.875x; + 43x, - 58.5
Xy = X, —

3x7 + 13.75x, + 43

3 2 _
X, = 1.360465 - 1.360465° + 6.875+1.360465° + 43+1.360465 - 58.5 _ 1133838

3+1.360465% + 13.75+1.360465 + 43

X, = 1.125013
X5 = 1.125000
X, = 1.125000

Polynom-Division: nach Horner Schema (siehe Kap. 2.2.2.2)

1 6.875 43 -58.5
1.125 - 1.125 9 58.5

1 8 52 0

(x® + 6.875x% + 43x - 58.5):(x - 1.125) = x? + 8x + 52

Xp3 = At y47 - 52 = -4+/736 - -4%j6

Ergebnis: X, = 1.125 X3 =-4% |6

Version 1.2 22. Dezember 2000



1.5. Transzendente Gleichungen 75

1.5. Transzendente Gleichungen

Transzendente Gleichungen sind Gleichungen, die transzendente Funktionen enthalten.
Im allgemeinen sind diese transzendenten Gleichungen nicht ésbar, sondern nur in Ausnahmeféllen. Diese

Ausnahmefélle sollen anhand der verschiedenen transzendenten Funktionen in den néchsten Abschnitten an
Beispielen aufgezeigt werden.

1.5.1. Goniometrische Gleichungen

Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen in denen trigonometrischen Funktionen enthalten sind.

Beispiel 1:
gegeben: sn(x) + 1=x
gesucht: X

Nicht analytisch |6sbar, nur iterativ, siehe Kap. 1.7.

L6sungs-Prinzip 1:  FallsSinus- und Kosinus-Termein der Gleichung vor handen sind, dann wird ein
Term ersetzt mit Hilfe der Gleichung: sin3(x) + cos’(x) =1

Beigpiel 2: (Aufgabe 1.13a)

gegeben: sin(x) + cos(x) = 1

gesucht: alleLésungen im Bereich 0 < x < 27
L 6sung: 1-s8n(x) = cos(x) = m

1-2dn(x) + sin?(x) = 1 - sin*(x)
25n4(x) - 2sin(x) =0
2sin(x)[1- sin(x)] =0

=> sn(x)=0 => X,=0 X, =1 X3=21
sn(x) =1 = x, = &
(x) T
Probe: x;: sin(0) + cos(0) =1 => OK
Xy sin(zn) + cog(m) = -1 => keine Lésung
Xg: sin(2w) + cos(2n) =1 => OK
X4 sin(m/2) + cos(n/2) = 1 = OK

Dieeine nicht korrekte L ésung wurde durch das obere Quadrieren erhalten. Achtung: Fallsquadriert wird,
mussen die L dsungen tberpruft werden.
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Beispid 3:

gegeben: 2sin(x) + cos(x) = -1.5

gesucht: alle Lésungen im Bereich 0 < X < 27
L dsung:

15 - 26n(x) = cos(x) = {1 - sin¥x)

2.25 + 6sin(x) + 4sin(x) = 1 - Sin¥(x)

5sin?(x) + 6sin(x) + 1.25=0

sin®(x) + 1.2sin(x) + 0.25=0

sn(X) = - 06+/0.36 -025 = - 0.6+ 011
sin(x) =-0.6 £ 0.3317

Xo1 = arcsin(-0.2683) Xq = @rcsin(-0.9317)
Xo1 = -15.56° Xg = -68.70°

Gesuchte Werte liegen nicht im angegeben Bereich.

¢ o :
=
U

X0 Xy X, o3 X, X,
| 1 | 1 | 11 | 11 | 1 | 11 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 11 | 1 | 1| | 11 | 1 | 1
-180 -150 -120 -90 7-60 -30 30 60 9 120 150 210 244

Bild MA151A

Nach Bild MA151A und auch nach Arbeitsblatt MAI-12 ergeben sich im Bereich 0 < x < 2x vier Lésungen:
X, = 180° - X, = 180° - (-15.56°) = 195.56°

X, = 180° - xq, = 180° - (-68.70°) = 248.70°

X5 = 360° + Xgp = 360° + (-68.70°) = 291.30°
X, = 360° + X = 360° + (-15.56°) = 344.44°

Probe: y=2sin(x) + cos(x) =-1.5

Y(Xy) = 2sin(x,) + cos(x;) = 25n(195.56°) + c0g(195.56°) = -1.5 => Losung

Y(X,) = 2sin(X,) + cos(X,) = 2sin(248.70°) + cos(248.70°) = -2.23 = keine Lésung
Y(X3) = 25in(X3) + €os(X5) = 25in(291.30°) + c0s(291.30°) = -1.5 = Losung

Y(X,) = 28iN(X,) + cos(X,) = 25in(344.44°) + cos(344.44°) = 0.427 = keine Lésung
Ergebnis: X, = 195.56° X3 = 291.30°
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Prinzip 2: Durch Umformung der Winkel-Funktionen wird die L ésung analytisch lésbar .
Beigpidl 4: (Aufgabe 1.13b)
gegeben: sin(2x) = tan(x)
gesucht: alleLésungen im Bereich 0 < x < 27

sin(2x) = 2sin(x)* cos(x)

tan(x) = L(X)

cos(X)
> . sin(x)
Sin(x) *cos(X) =x)

Es darf nur mit cos(x) multipliziert werden wenn cos(x) = O, diesesist spéter zu tberprifen.
25n(x)* cos’(x) = sin(x)

Darf hier durch sin(x) dividiert werden? Im Prinzip schon, wenn sin(x) = Oist. Aber durch diese Division wirden
Ladsungen verloren gehen, weil sin(x) = 0 eine Lésung ist. Also umformen:

2sin(x)*cos(x) - sin(x) =0
sin(x)[2cos¥(x) - 1] =0

Wann ist ein Produkt gleich Null? Immer dann, wenn ein Multiplikand gleich Null ist.

sin(x) =0 =  x,=0 x,=180° X, = 360°
2c08(x) - 1= 0
1
X) = =
o) - 2|4
X, = 45° Xs = 135° X¢ = 225° X, = 315°

Probe: y=sin(2x) - tan(x) =0

y(X,=0°) = sin(2*0°) - tan(0°) =0 =>L.Gsung
y(x,=180°) = sin(2*180°) - tan(180°) = 0 => Ldsung
y(x;=360°) = sin(2*360°) - tan(360°) = 0 => Ldsung
y(x,=45°) = sin(2*45°) - tan(45°) =0 => Ldsung
y(xs=135°) = sin(2*135°) - tan(135°) = 0 => Ldsung
y(xg=225°) = sin(2*225°) - tan(225°) =0 => Ldsung
y(x/~=315°) = sin(2*315°) - tan(315°) = 0 => Ldsung
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1.5.2. Exponential-Gleichungen

Exponential-Gleichungen sind allgemein nicht |6sbar, nur in Sonderféllen.

Beispiel 1;

gegeben:

gesucht:

L dsung:

Beispiel 2;

gegeben:

gesucht:

L dsung:

Beispid 3:

gegeben:
gesucht:

L dsung:

Version 1.2

(Aufgabe 1.14a)

[$2)

X+2 X~
a = a

|

2X+4=3x-15

x5
2

(Aufgabe 1.14b)

2X+1 + 3)(—3 _ 3)(—1 _ 2)(—2

Xk 21 + 3 3—3 = 3 3—1 - Xk 2—2

2+i 8+1

4 3 4
11 91
3 27 27
243

(Aufgabe 1.14c¢)
43)(*52)(—3 _ 6X

X

In(@®) + In[5>3) = Inlp)

3x*In(4) + (2x - 3)*In(5) = x*In*(6)
X[3*In(4) + 2*In(5) - In(6) = 3*In(5)

3+In(5) 08644
3+In(@) + 24In(5) - In(6)

22. Dezember 2000
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3
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1.5.3. L ogarithmische-Gleichungen

Logarithmische-Gleichungen sind allgemein auch nicht 18sbar, nur in Sonderféllen.

Beispiel 1:

gegeben:
gesucht:

L dsung:

Pr obe:

Achtung:

Beispiel 2;

gegeben:

gesucht:

L dsung:

Substitution:

Pr obe:

Version 1.2

(Aufgabe 1.15a)
IN(2x? - 12x - 7) = 2In(3 - X)
X

IN(2x? - 12x - 7) = In(3 - x)?
2X2-12x - 7=(3-X)2=9- 6x + X

x?-6x-16=0
X,=3+/9 + 16 = 345
X, =8 X, = -2
X, =8 In(2*82-12*8-7) =2In(3-8)
In(25) =2In(-5) => keine Losung
X, =-2 In(2¥22-12*(-2) - 7) =2In[3- (-2)]
In(25) = 2In(5) => Ldsung

Wird beim L ésen von Gleichungen eine Quadrier ung vorgenommen, missen wegen der
zusatzlichen L ésungen, alle L ésungen Uber pr iift wer den.

(Aufgabe 1.15b)

In(x+2) = y2In(x+2) + 3

X

y =In(x+2) x+2) =¢ x=-2+¢

y - V73

y'=2y+3

y-2y-3=0

Yo = 1y1+3 =1+£2

Y. =3 Y. =-1

x, - -2+e" - -2+e%-18086 X, = -2+e? - -2+et - -1632

X, In(18.086+2) = 2+In(18.08612) + 3
3-49 => Lésung
X, In(2-1.632) - 2+In(2-1.632) + 3
-1-=41 = keine LGsung
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1.6. Grafische L dsung

Wozu grafische Losung?

A] schndl, Ubersichtlich
B] Anfangswert fUr Iteration, siehe Kap. 1.7

Theorie
Die Funktion

y=f(x)=0 (A)
wird aufgespalten in zwel Funktionen

y =f1(x) - f(x) = 0= y1(X) - y2(x) = f(x)
Umformen ergibt:

Yi(X) = y2X)

Die Ausgangsgleichung ist erfiillt, wenn die Funktion y,(x) gleich der Funktion y,(x) ist. Dieses &3t sich auch
grafisch ausfihren, siehe Bild MA16A.

y
¥1(%)

Yo%)

Bild MA16A:  Grafisches Gleichsetzen zweier Funktionen

Aus Bild MA16A ist zu erkennen, da3 an der Stelle x,, die Funktionswerte von y;(X) und y,(x) Ubereinstimmen.
Somit ist auch die obere Gleichung (A) erflllt. Fazit: Durch Aufspalten und Skizzieren von zwei Funktion ist die
Losung einer Gleichung grafisch moglich. Die Aufspaltung sollte so erfolgen, dal? sich zwei leicht zu skizzieren-
de Funktionen ergeben.
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Beispiel 1:
gegeben: 4dcog(2x) +2-1.5x=0

Aufspaltung: 4cos(2x) = -2 + 1.5x
Yi(X) = Yo(X)

Ya(X) = 4cos(2x) ya(X) = -2 + 1.5x

Bild MA16B
Aus Bild MA16B kénnen 3 Néherungd 6sungen abgel esen werden:

X = 0.9 Xz = 2.6 Xz = 3.5

Beigpiel 2:
gegeben: e -x2+1=0
Aufspaltung:  3e®® =x2-1

Y1(X) = ¥(X)
Y, = 36—0.25x =3* e—x/4 Y, = X° - 1

Bild MA16C

Aus Bild MA16C kénnen 2 Naherungsl 6sung abgel esen werden:

XOl = '26 X02 = 17
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1.7. Iterative L 6sung

Prinzip: Gleichung wird umgeformt zu einer Funktion, deren Nullstelledurch gezieltes Propieren gefun-
den wird.
f(x)=0 => y =f(X)
Losung => Nullstelle der Funktion f(x)

Wie findet man die Nullstelle?

- Propiermethode; mihsam
- gezielte Propiermethode: besser

1.7.1. Newton-M ethode

Hier nur Angabe (Herleitung im 2.Semester):

oY)
y'(x)

i+1

Beigpiel 1. (entspricht auch Beispiel 1 aus Kap. 1.6)
gegeben: 4cos(2x) +2-1.5x=0
Anfangswerte aus grafischer Lésung (Kap. 1.6, Beispid 1)

X = 0.9 Xz = 2.6 Xz = 3.5

y(X) = 4cos(2X) + 2 - 1.5x
Y'(X) =-8sn(2x) - 1.5

4xcog(2x;) + 2 - 1.5x
X, = X -

R -8xsin(2x) - 1.5

Xo=0.9 Xo=2.6 Xo=3.5

X, = 0.872144 *) X, = 2.604658 X, = 3.465306

X, = 0.872282 X, =2.604673 X, = 3.464135

X; = 0.872282 X3 = 2.604673 X3 = 3.464134
X, = 3.464134

*) Berechnung fir x, (Achtung: Taschenrechner auf rad)
4xC0s(2*X,) + 2 - 1.5% .
X - % - cos( _ Xo) %0 _ g 4*0os(2:09) + 2 - 1509 _ g4y
-8*3dn(2=x,) - 1.5 -8+8n(2+0.9) - 1.5
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Beigpiel 2: (entspricht auch Beispiel 2 aus Kap. 1.6)
gegeben: e -x2+1=0
Anfangswerte aus grafischer Lésung (Kap. 1.6, Beispid 2)

XOl = '26 X02 = 17
y(X) = 3* e—0.25x _ X2 +1

y(x) = -0.75% €% - 2x

3w 0K Xiz 1
K = X7 ~0.25x,
-0.75+e % 2x
X0: '26 X0: 17 X0: 0 X0: 10
X; = -2.596445 X, = 1.71833 X; = 5.333333 X; = 5.077465
X, = -2.596443 X, = 1.71825 X, = 2.880023 X, = 2.768152
Xz = -2.596443 Xz = 1.71825 Xz = 1.927504 Xz = 1.895140
X, = 1727792 X, = 1.725164
Xs = 1.718271 Xs = 1.718261
Xg = 1.718250 X, = 1.718250
X; = 1.718250 X, = 1.718250

Bei der oberen Iteration wurden auch zwei andere Anfangswerte (Xq; = 0, Xo, = 10) untersucht, die weit von der
Ladsung entfernt liegen. In diesem Fall dauert die Iteration langer. Bei manchen Gleichungen kann sich der Wert
auch von der Losung entfernen. In diesem Fall mui3 ein anderer Anfangswert ausprobiert werden.

1.7.2. Requla Fals

Die Gleichung
f(x)=0

wird in die Funktion
y(x) =f(x) =0

Uberfihrt, deren Nullstellen bestimmt werden. Durch Probieren oder durch grafische Methode werden die zwel
Punkte

Pl = (Xli yl)
P2 = (X21 yZ)

bestimmt. Bedingung: Einer der y-Werte (y, oder y,) muf3gréRer Null sein und der anderekleiner Null. Durch die
zwel Punkte wird eine Gerade gelegt, siehe Bild MA172A.
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?

y

Yi——

Bild MA172A

Aus Bild MA172A ist zu erkennen, dal? der Wert x5 (Schnittpunkt der Geraden mit der x-Achse) ndher an der
Losung x, liegt, als x, oder x,. Zur Ermittlung von x; wird die Gerade y(x) nach der Punkt-Richtung-Form
bestimmt und zu Null gesetzt:

yz - y1
2 T Xy
Durch Aufldsen des oberen Ausdrucks nach x; ergibt sich:

yG(X) =yt *(X3 - Xl) =0

Ist der Wert x5 gefunden, mufd mit dem Punkt 3 und einem der schon bestimmten Punkte weitergerechnet werden.

Leichter |81t sich die obere Formel nach Bild MA172B herleiten. Die beiden Dreiecke des Bildes MA172A sind
in Bild MA172B sind noch einmal gezeichnet.

X=X

Dreieck A Dreieck B
Dreieck B )(3 - )(1 )(2 - )(1
X, xf 7y1 yz - y1
I
%3 y,-y,  Durch Auflésen nach x; ergibt sich die Formel nach
Regula Fals fur die Iteration
X, = X
e e
Dreieck A Yo~ Y1
X=X
X3 = X Yy
X3~ X —_— y2 _ yl
Bild MA172B
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Fur die obere Formel werden zwei Wertpaare der Funktion y = f(x) bendtigt, also zwei Anfangswerte vorgeben,
dieses ist aber aufwendiger zu programmieren. Praktischer zu programmieren: Einen zweiten Wert dicht neben
den Anfangswert zu benutzen. Wiedicht daneben? Antwort: Etwain der GréfRenordnung der x-Genauigkeit. Die
Formel nach Regula Fals hat gewisse Verwandtschaft zur Newton-Forme!:

mit AX = X, - X, und Ay =y, - y, ergibt sich:

_ Y1
x37x17A=y

AX

Angtatt des Differential-Quotienten der Newton-Formel istin der oberen Formel der Differenzen-Quotient enthal -
ten.

Beigpidl:
gegeben: x*-10=0
gesucht: X

analytische L 6sung: x = 10 = 3.162

L 6sung: y=x*-10
X1 =3 == yp=-1
X2 = 4 => y2 = 6
XX 4-3
X, = X, —Y = 3-(-D=* = 3.143
: ! lyz - y1 6 - (71)
Neue zwei Punkt zur Iteration: (X1, Y1)» (X3, ¥3)
Y =3.143%-10=-0.122
Xy — X _
X, = XYt -3 (1878 3463
Yz~ Y1 -0.122 - (-1)
y, = 3.163% - 10 = 0.005
Neue Iteration mit den Punkten (X, Ys) und (X4, Ya)
X, ~ X _
X = Xg - Yot % - 3143 (-0.122)+ 1033143
Ya-Ys 0.005 - (-0.122)
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2. Funktionen

2.1. Grundbegriffe der Funktionslehre

2.1.1. Funktionsbeqriff

2.1.1.1. Allgemeiner Funktionsbegriff

Hier soll keine theoretische Mathematik betrieben werden, aber eine Begriffe miissen definiert werden.

Definition:  Eine Funktion (oder auch Abbildung) ordnet einer Ausgangsmenge mittels
Funktionsvorschrift eine Zielmenge zu.

Die obere Definition gilt nicht nur in der Mathematik , sondern auch in anderen Bereichen:

Biologie: Einteilung in Laub- und Nadelbdume ist eine Funktionsvorschrift
Astronomie; Sonnenaufgang = f(Tag des Jahres)

Palitik: Einteilung nach Parteizugehorigkeit ist ene Funktionsvorschrift
Elektrotechnik: u=flh=I1*R

Wobei das obere ohmsche Gesetz auch wiederum eine mathematische Funktion ist. In der Physik stellt man
meistens eine Funktion erst durch Messung fest, die man dann mathematisch zu erkléren sucht, z.B. Ohmsches
Gesetz oder Fallgesetze.

2.1.1.2. Mathematischer Funktionsbegriff

Beigpidl: y =x*=f(x)

Funktionsvorschrift: Gleichung y = x?
Ausgangsmenge: redle Zahlen
Zidmenge: Wertebereich: 0 <y < =

Definition fur eine Funktion mit einer Veranderlichen:

Mittels Gleichungsvor schrift (Funktionsvorschrift) wird einer unabhangigen Va-
riablen (hier meist x) eineabhangigeVariable (hier meist y) zugeordnet. Im eigent-
lichem Sinn von einer Funktion kann nur gesprochen werden, wenn jedem x-Wert
nur ein y-Wert zugeordnet wird.

Eingangsgrofe: unabhangige Variable meist x
Ausgangsgrolie: abhéngige Variable meisty

Version 1.2 22. Dezember 2000



2.1. Grundbegriffe der Funktionslehre 87

2.1.2. Darstellungsmoglichkeiten einer Funktion

A] Zahlengerade (friiher Rechenschieber) firr y = x2

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 X

T T T A S R R

2% 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25 y
B] Tabelle

X |-3|-2|-1|0|1|2|3|4|1.01

y=x2 9|4|1|0|1|4|9|16|1.0201

C] Grafische Darstellung : Funktionsgraf

D] Funktionsvorschrift

E] als Differentialgleichung (DGL) mit Anfangswerten
Beigpiel: Die Funktion y = cos(x) 14t sich beschreiben as y" = -y mit den Anfangswerten y(x=0) =
1 und y'(x=0) = 0.

Diegrafische Darstellungsart ist diewohl wichtigste, weil anschaulichste. Diese Darstellungsart soll im néchsten
Abschnitt ausfiihrlich dargestellt werden.
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2.1.3. Grafische Dar stellung

Die grafische Darstellung der Funktion y = f(x) erfolgt in einen x-y-K oor dinatensystem, siehe Bild MA213A.

1I.Quadrant _
Q ordinate 10rY I.Quadrant
abhiingige Variahle
5 =
abhiingige Variable
Abszisse
L 1 s |
-6 4 6
X
IV.Quadrant

Bild MA213A: Die Funktion y = x2 - 10 im x-y-Koordinatensystem

2.1.3.1. Achsen

Die Achsen sind die x-Achse und die y-Achse, in Handskizzen mit Pfeil, Computerzeichnungen ohne Pfell.
Achse mit Beschreibung x oder y. Bei Darstellung physikalischer Grofien gibt es zwei Méglichkeiten:

- GrofRe und Einheit als Beschriftung: Beispiel U in V, an der Achse Zahlenwerte (10, 20, 30, ...)
- Grofe als Beschriftung, Achsenwerte mit Grole (10V, 20V, 30, ...)

Die Achsen kdnnen auch mathematisch beschrieben werden:
Fur die x-Achsegilt: y=0
Fur diey-Achse gilt: x=0

Die Achse der unabhéngigen Variablen wird auch genannt:  Abszisse
Die Achse der abhéngigen Variablen wird auch genannt: Ordinate

2.1.3.2. Abhéngige und unabhéngige Variable

X - unabhéngige Variable
y - abhdngige Variable

Dieunabhéangige Variablex kann alle Werte des betrachteten Zahl enberei ches annehmen, wéhrend sich der Wert
der abhéngigen Variablen durch die Funktionsvorschrift ergibt.

2.1.3.3. Funktionsgraf

Die Werte von abhangiger und unabhangiger Variable werden in das Koordinatensystem eingetragen. Die Ver-
bindung aller Punkte ist der Funktionsgraf.
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2.1.3.4. Mathematisch positive Richtung

Die mathematisch positive Richtung ist definiert al's die Richtung entgegen dem Uhrzeigersinn, also linksrum.
Meist wird die Zahlung bel der positiven x-Achse (fur Winkel) begonnen.

M athematisch positive Richtung <=> entgegen Uhrzeiger <=> linksrum

2.1.3.5. Quadrant

Durch die x-Achse und durch die y-Achse wird die x-y-Ebene in vier Viertd geteilt, die Quadranten genannt
werden. Der erste Quadrant ist der mit positiven x- und y-Werten. Die Zahlung der Quadranten erfolgt in ma-
thematischer positiver Richtung. Daraus folgt fur die Quadranten:

I. Quadrant x>0
I1. Quadrant x<0
I11. Quadrant x<0

IV.Quadrant x>0

und y>0
und y>0
und y<O0
und y<O0

2.1.4. Definitions- und Wertebereich

Definitionsber eich:

Wertebereich:

Diesesist der Bereich der mdglichen Werte der unabhangigen Variablen (hier meist
X). Fur das Beispid in Bild MA213A ist der Definitionsbereich alleredllen Zahlen

D={R} ={x/-~ <X <+}.
Diesesist der Bereich aller moglichen Werte der abhéngigen Variablen ( meist y), die
sich bel Einsetzen des Definitionsbereiches in die Funktionsvorschrift ergeben, also
der Bereich der Funktionswerte. Fir dasBeispid in Bild MA213A gilt fir den Werte-
bereich

W={yly> -10}.
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2.1.5. Intervall

Ein Intervall ist ein zusammenhangendes Gebiet von Zahlenwerten, das nach rechts und links begrenzt ist. Je
nachdem, ob die Grenze mit eingeschlossen ist oder nicht, unterscheidet man verschiedene Intervalle.

Geschlossenes I ntervall

Dieses beinhaltet sowohl die rechte als auch die linke Grenze.

Zahlengerade: } 1 - X
0 a b

Kennzeichnung: [a b]

Wertebereich: a<x<b

Offenes Intervall

Beim offenen Intervall ist sowohl die linke as auch die rechte Grenze nicht Teil des Intervalls.

Zahlengerade : (—) - X
0 a b

Kennzeichnung: (a b

Wertebereich: a<x<b

Halb offenes oder einseitig offenes Intervall

Hier ist eine der Seiten offen und die andere geschlossen. zwei Moglichkeiten:

Zahlenbereich: } (—] LX
0 a b

Kennzeichnung: (a bl

Wertebereich: a<x<b

oder

Zahlenbereich: } [—-) LX
0 a b

Kennzeichnung: [a b)

Wertebereich: a<x<b
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2.1.6. Extremwerte

Bel den Extremwerten ist zu unterscheiden zwischen

- Maxima
- Minima
AulRerdem gibt es
- absolute Extremwerte
- relative Extremwerte
30ry
201
| relatives relatives
10[ Minimum Maximum
L 1 1 1 ]
-1 1 2 3 4
X
=101
201
absolutes
-30- Minimum
monoton  monoton monoton mqnoton
fallend I steigend I fallend | steigend
Bild MA216A: Die Funktion y = 3x* - 16x® + 18x2

Diein Bild MA216A dargestellte Funktion hat folgende drei Extremwerte:

x=0 y=0 reatives Minimum
x=1 y=5 reatives Maximum
Xx=3 y = -27 absolutes Minimum

Die Berechnung der Extremwerte wird in Kap. 6.3.8 (2. Semester) erlautert.

2.1.7. Monotonie

Unterschieden wird zwischen monoton steigend und monoton fallend. Nach Bild MA216A ergibt sich fur die
Funktion y = 3x* - 16x° + 18x*in den vier Intervallen:

(-, 0) -0 <X <0 monoton fallend
(0, 1) O<x<l1 monoton steigend
(1, 3) 1<x<3 monoton fallend
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(3, «) 0<X<w monoton steigend
2.1.8. Grenzwerte

Den Grenzwert einer Funktion erhdlt man, wenn man sich x langsam annéhert. Da gibt es nun zwei Moglich-
keiten sich anzunéhern:

- X langsam groRRer werden lassen, d.h. sich von links an x anzunghern, dann spricht man von linksseiti-
gem Grenzwert.

- oder x langsam kleiner werden lassen, d.h. sich von rechts an x anzunahern, dann spricht man von
rechtsseitigem Grenzwert.

linksseitiger Grenzwert: f(x) = limf{f(x-€)}
eﬁ

rechtsseitiger Grenzwert: f(x) = limf{f(x+e)}
eﬁ

Grenzwert allgemein: f(x) = lMff(x)}
XX,

Wozu ist nun der Grenzwert gut? Dazu ein Beispid:
Die Funktion

sin(x)
X

y:

ist an der Stelle x = 0 nicht definiert, weil Null durch Null dividiert wird. Taschenrechner auf Rad einstellen!

X sin(x)/x
0.1 0.9983
0.01 0.999983
0.001 0.99999983
-0.1 0.9983

Aus Taschenrechner-Berechnungen (kein strenger mathematischer Bewel's, dieser erfolgt spéter:

lim {&(X)} 1

x-0 X

Einige Rechenregeln fir Grenzwerte:

lim {£,00 + f,00 = TM{f, 03 + M {5,003
XﬁX1 XﬁX1 XﬁX1

limyss
i Jfl(x)} ) xﬁxl{ 1(X)}
S
X=X,
lim [1) =0
X-co \ X
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Beispiel:

lim

lim {b
b + b + by Xw{f

Xoo0 AXZ + X + ay

X0

. . b,
im {b} + lim <=
X—co X—co X

b1

X
; 4 &
lim {a2+?+_2}

. b
+ lim [2©
X-00 X2

lim =
X—co

I

X
lim =
X—co
Beispiel:
e = lim

j~o0

Weitere Berechnung von Grenzwerte im 2. Semester:

im {a} + lim {ﬁ}

N X-oo | X

ol

i
(1 . 1) - 27182...
|

Kap. 6.6

Version 1.2

22. Dezember 2000

4 lim 1%
Yoo X2

(ohne Ableitung hier)

Regel von de I'Hospital

(Eulersche Zahl)
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2.1.9. Stetigkeit von Funktionen

Definition: Eine Funktion ist stetig an der Stelle x, wenn der linksseitige Grenzwert gleich dem rechts-
seitigem Grenzwert ist und die Funktion an der Stelle x definiert ist.

Bedingung: Iirr(1) {f(x-€)} = lim{f(x+€e)}
€

e-0

Deutung: Der Funktionswert ist nicht unendlich und springt nicht an der Stelle x.
a) y 4 _L ‘J _L
. : ' 4 n ‘ ‘ 4

X L X

nicht stetig nicht stetig
4 -
d) v
©)
Y 41

L | X
4 4

X

stetig
ne stetig
) y
X =
2
nicht stetig

Bild MA219A: Stetigkeit von Funktionen
a) nicht stetig, well linksseitiger Grenzwert ist nicht rechtsseitiger ist und weil f(x=0) = «
b) nicht stetig weil f(x=0) = «
C) flr jedes x stetig
d) f(x) ist fir jedes x stetig, nur die Ableitung f '(X) ist an der Stelle x = 0 unstetig, aber erst in Kap. 5
€ nicht stetig an der Stelle x = 2 weil der Funktionswert springt
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2.1.10. Umkehrfunktion

Die Funktion y = f(x) sagt aus, dal3 der Funktionswert y (abhangige Variable) als Funktion von x (unabhéngige
Variable) berechnet wird. Stellt man sich jetzt die Frage, zu welchem vorgegebenen y ein bestimmter x-Wert
gehdrt, so kommt man auf das Problem der Umkehrfunktion.

Beispid: y =f(x) = x* - Originalfunktion

Umstellen nach x ergibt:  x = #/y

Um die obere Funktion alsy = f(x) darstellen zu kénnen, wird x und y vertauscht:
y = #/X - Umkehrfunktion

Fur das obere Beispiel sind die Originalfunktion und die Umkehrfunktion sind im Bild MA2110A dargestellt.

Originalfunktion

y ar
Spiegelache
Originalfunktion y =x2
2r Umkehrfunktion y = t/X
Umkehrfunktion
Spiegelachse y=X
2 2 2
X
Bild MA2110A
oL

Wiewird die Umkehrfunktion gebildet? Da gibt es zwel Mdglichkeiten, mathematisch und graphisch.

M athematisch wurde das Bilden der Umkehrfunktion schon am Beispiel geiibt:

a) Ausgangsfunktion y =f(x)
b) nach x aufldsen X =g(y)
C) x und y vertauschen: y =g(x)
Ubung:
Ausgangsfunktion Auflésen nach x Umkehrfunktion Bilden durch
Vertauschen von x und y
y=x2 X = y¥2 y - 3;/;
y=¢€ X =1n(y) y =1In(x)
y = x%+ax+a, ' 2 ' 2
T T
X = ——%]— -a, + = =t |—- X
2 4 %Y Y 2 4 %
1 1 1
y = — X = = y - —
X y X

GraphischistdasBilden der Umkehrfunktion, durch dasVertauschen von x undy, ein Spiegeln an der
Geradeny = x.
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2.1.11. Koordinatentransfor mation

Wahl des Nullpunktesvon Koordinatensystemen ist das Problem. Im Mittelalter wurden die Planetenbewegungen
von der Erde aus beobachtet. Die Erde als Koordinaten-Nullpunkt ergibt kaum erklérbare Bahnen, also kom-
pliziert. Mit der Sonne al's Koordinaten-Nullpunkt ergeben sich schon einfachere Planetenbahnen.

Eskann jeder Raumpunkt als K oor dinaten-Ur sprung gewahlt wer den, nur bei geschickter Wahl werden
die Berechnungen einfacher.

Das Uberfiihren von einem K oordinatensystem in ein anderes nennt man K oordinaten-Transformation, dabei gibt
es mehrere Méglichkeiten, die in den néachsten Abschnitten untersucht werden sollen:

- Verschieben
- Strecken / Stauchen
- Drehen

Allen Operationen gemeinsam ist, dal’ entweder die Objekte oder das Koordinatensystem transformiert wird.

2.1.11.1. Verschiebung des Punktes oder der Funktion

Pnes = Par + Py
Py F, . XNeu . . Xt Xy
Pres = = Pyt Py = *
- & yNeu yAlt yV
Py
Bild MA21111A
Beigpidl: zu Verschiebung eines Punktes
gegeben: y=x* xy=a=4 Yy =b=5

Die obere Funktion soll um a= 4 in x-Richtung und um b= 5 in y-Richtung verschoben werden.

25¢”Y
207
r Xneuw = Xar + @ Xalt = Xneu - @
IS Yreu = Yar + b Yar = Xoe - &
0k Vhew = D) = (e - &
SF
b [ P
1 . 1 L f 1 . 1 . 1 . ]
-4 -2 0 2 4 6 8

a x

Bild MA21111B

Wie kann man sich dieses am besten merken? Die Original Funktion hat an einer markanten Stelle einen be-
stimmten Wert. Die alte Funktion hat den Scheitelpunkt der Parabel bel x = 0 und y = 0. Dieser Punkt, der
Scheitel punkt, wird nach x = aund y = b verschoben. Dieses muf3 erflllt und Uberpriift werden. Die obere Glei-
chung hat den Scheitelpunkt bei x =aundy = b.

Zahlenwerte flir oberes Beispid:

(y-5) = (x - 4? => y=5+x2-8x+16=x%-8x+21
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2.1.11.2. Ver schiebung des K oor dinatensystems

T y New P
Yarr I;Mu

= X

‘ —= Bild MA21112A

—
|3Alt = ISv * ISNeu
|3Neu - ISAlt ISv
Yait Yv Yar = Wy
Achtung: entgegengesetztes Vorzeichen bei Verschiebung Objekt oder Koordinatensystem

Allgemeine Form der Verschiebung (Achtung Vorzeichen)

— —

Pneu - PAlt + PVerschiebung

2.1.11.3. Streckung

Streckung des Objektes: Jeder Punkt

Xait
Yai

soll um den Faktor ain x-Richtung und um den Faktor b in y-Richtung gestreckt werden

. Xge*a
P -

oder in Matrix-Schreibweise

|37a0 XaniaoIS
“ lob)ly,] (ob)™

Bei Streckung des K oor dinatensystems wieder entgegengesetzte Beriicksi chtigung:
5 Ya 0 Xae | [ Ya O 5
“ Lo w)ly,] (o w)™

Version 1.2 22. Dezember 2000
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2.1.11.4. Drehung des K oor dinatensystems

Das x-y-Koordinatensystem soll um den Winkel ¢ gedreht werden. Es ergibt sich das neue u-v-Koordinaten-
system nach Bild MA21114A.

Bild MA2114A

gegeben: Xy Y1
gesucht: Uy, V;

In Bild MA21114A werden die HilfsgréfRen a, b, ¢ und d, sowie die Dreiecke A und B eingefiigt. Die neuen
Koordinaten ergeben sich aus den Hilfsgrofzen

u=b+a v,= -d+c

Die Hilfsgrofden kdnnen Uber die Winkelverhéltnisse an den Drelecken bestimmt werden:

Dreieck A: a=y,*sin(e) ¢ = y,*cos(g)
Dreieck B: b = x,*cos(¢p) d = x,*sin(e)
Damit ergibt sich:
U, = X" cos(g) + yr*sin(e) V1= -X*sin(@) + y;*cos()

oder in Vektorform geschrieben:

u) ( cos(p)  sin(e) ) X

V1 -S n((P) COS((P) y1

Geht man auf die"alt" und "neu" Schreibweise Uber, erhdlt man bei Drehung des K oor dinatensystems um den
Winkd ¢

5 ( cos(¢) sn'n(<p)]IS
neu : alt
-sin(e) cos(¢)

Bei Drehung des Objektes um den Winkel ¢ muf3in der oberen Formel "¢" durch "-¢" ersetzt werden:

5 (oos«p) sin(<p)]IS
neu : alt
sin(e)  cos()
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2.1.11.5. Zusammenfassung: Koordinaten-Transfor mation

Unterschieden wird zwischen Transformation des Koordinatensystems und Transformation des Objektes. Beide
Operationen unterscheiden sich nur durch die Richtung.

Allgemeine Form der Transformation mit

- Xa

Pa = [ t alte Koordinaten
Yat
X

P = [ neu] neue K oordinaten
yneu

P = ISV + M*ISalt

neu

Wobei der Verschiebungsvektor I3V sowie die Matrix M bei den verschiedenen Operation auf Objekte folgende
Werte haben:

. S a — — 10
Ver schiebung: P, = M=E =
b 01
Streck P 0 vo| 2P
reckung: = =
J vV lo 0b
_ 0 — =dn
Drehung: P, = M = ( co-s(<p) . ((p)]
0 +sin(p) cos(p)
Hinweis: Es kdnnen auch mehrere Transformation hintereinander ausgefiinrt werden. Der neue Vektor

muf3 dann nocthaIs transformiert werden, wobei auf die Reithenfolge geachtet werden muf3
(M, *M, = M+M,). Weitere Hinweise zur Koordinatentransformation werden in Kapitel 4

gegeben.

2.1.12. Explizite und implizite Form

explizit: Diese Form ist bislang behandelt worden. Explizit, das heift nach y aufgel6st:  y = f(x)

implizit: Implizit heif¥, nicht nach y aufgel 6st: F(x,y)=0

Beispid 1. (y-b?+(x-a?-r?=0

Die obereimplizite Form kann nach y aufgel st zur expliziten Form:

v b T G @

Beispid 22 y'+ay+ay’+ay+x=0 Fxy)=0

Die obere implizite Funktion kann nicht nach y explizit aufgel 6st werden. Berechnungsmetho-
de iterativ!
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2.1.13. Parameterdarstellung einer Funktion

Bidang sind explizit und auch implizit nur die Variablen x und y im Zusammenhang mit Funktionen vorgestelt
worden. Sind nun x und y beide von einem anderen Parameter abhangig, so spricht man von Parameterdarstel -
lung der Funktion.

Hinter grund und Anwendung: Diebeiden (oder auch drei) Ortskoordinaten x undy (evtl. auch noch z) sind von
der Zeit abhéngig. Darum wird der Parameter auch t genannt:

x = fy(t)
y =1f(t)

Wie bekommt man y = f(x)? Dazu ist der Parameter t aus beiden Gleichungen zu eleminieren.

Beispiel 11 Der schiefe Wurf ergibt:

X = Vo *t + X, - horizontale Ortskoordinate
y = Vo rt - %gt2 * Yo - vertikale Ortskoordinate
X —
t - Xo
Vox
X - X - x|
yo X Lol XiX%
Vox 2 Vox

eine nach unten getffnete Parabd 2. Grades, siehe auch Kap.2.2.1.3.

Beispiel 2:  Die Bewegung eines Punktes auf einer Welle ergibt:
X = r*cos(wt)
y = r*sin(wt)
Umformung, Quadrierung:
X2 + y2 = r# cosi(wt) + r* sin*(wt) = rfcos¥(wt) + sin(wt)]
Mit cos’(«) + sin¥(«) = 1 ergibt sich die Funktion des Kreises
X2+ y?=r2

2 2

y = ®/r°-x

Um die x-y Darstellung einer Kurve analytisch zu berechnen, mui3, wenn analytisch Gberhaupt méglich, der
Parameter t in irgend einer Weise eiminiert werden.
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2.2. Analytische Funktionen

Bidang wurden nur Grundsétze der Funktionslehre dargestdlt. In diesem Abschnitt 2.2 und im Abschnitt 2.3
sollen die wichtigsten Funktionen vorgestellt und diskutiert werden.

Analytische Funktionen lassen sich alsy = f(x) analytisch angeben, ohne das eine Reihe mit unendlich viden
Termen aufsummiert wird.

2.2.1. Ganzerationale Funktionen

Die allgemeine Form der ganzen rationalen Funktionen ist eéin Polynom in x:
Y(X) = 8g + agX + axX? +.... 8. XD + ax"
wobei die héchste Potenz die Ordnung der Funktion angibt. Die oben angegebene Funktion ist die allgemeine

Form der ganzen rationalen Funktion n-ter Ordnung. Zur Erinnerung: Das Nullsetzen der oberen Funktion, y(x)
=0, ergibt nach Abschnitt 1.4.1 die algebraische Gleichung n-ter Ordnung.

2.2.1.1. Funktion 0. Grades, Konstante

Dietrivialste ganze rationale Funktion ist die Funktion 0. Grades: y=2a

!
a4y y

X~ Bild MA2211A

Bei der oberen Funktion kann schon nicht mehr von Funktion gesprochen werden, denn der Wert von y ist kon-
stant.
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2.2.1.2. Funktion 1. Grades, Gerade

Die allgemeine Form der ganzen rationalen Funktion 1. Grades lautet:
y=2a+axX

trégt man die Funktionswertein ein Diagramm ein, erhdlt man eine Gerade mit folgenden Eigenschaften:

y(x=0) = &
AY g seheKap. 2.2.1.2.1
AX

Die Funktion ist in Bild MA2212A dargestellt.

y P,
Y ———"""""— T
P, | Ay X, - Bal
Wi ="~ : 4 q
|
| |
a, | |
| |
| |
/ | A
| i Bild MA2212A
X X, X
-Ax -
2.2.1.2.1. Steigung der Geraden
Nach Bild MA2212A und der Geradengleichung ergibt sich:
yi=atax /-
Y2= @t aX, I+
Y2~ Y1 = a(Xz - X1) =
a - Y %1 _ Ay - Steigung

X, -X  AX

2.2.1.2.2. Nullstelle

Die Nullstelle einer Funktion tritt auf bei
y=0.

Aus der Geradengleichung 1803t sich ableiten:
y=0=2a+axX,

Damit ergibt sich die Nullstelle

A

Die ganze rationale Funktion 0. Grades hatte keine Nullstelle, die ganze rationale Funktion 1. Grades hat eine
Nullstelle.
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2.2.1.2.3. Gerade durch zwei Punkte

103

Fundamentalsatz der Mathematik: Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt oder

durch einen Punkt und die Richtung.

X X
gegeben: P =| " P, =| 2
Y1 Y2
y=a+ aX
gesucht: 30, &

Einsetzen von P, und P, ergibt zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten a, und a;:

V1= 3+ & /-
Y2 =3+ &, I+
Y2 Y1 = ay(Xz - Xq) =

Y, - Y
a, - Xz - X1

2 1

Y. = Y, y1(X2 - X1) - X1(y2 - y1) YirXo = YiRXg T XpRY, T X Ry

B =Y oA =Y - X = =

Xp = Xy Xy = Xy Xy = Xy
Y% = XpRY,
Xy = X

aO:

2.2.1.2.4. Achsen-Abschnitts-Formel der Geraden

Falls die gegebenen zwel Punkte auf jewells einer Achseliegen, &1t sich die Gerade schneller berechnen.

ty

~ Nach Bild MA22124A ergeben sich die Punkte
b =L

Bild MA22124A

Nach den Formeln und Betrachtungen der letzten Abschnitte ergibt sich:

B =Y(x=0)=b
%% A _ b
% Y-y, Ay a

Daraus 1813 sich die Geradengleichung angeben:

y:a0+a1*x:bf£x
a

Obere Gleichung umgeformt ergibt die Achsen-Abschnitts-Forme der Geraden
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2.2.1.2.5. Zwei-Punkte-Form der Geraden

X X
gegeben: P, = P, =
Y1 Y2

[y

Y2 7

1]

/ o X

Bild MA22125A
Nach Kap. 2.2.1.2.1. war

Y= ¥
a - 2N

Xp = Xy

Die Steigung bei einer Geraden ist konstant, so muf3 die Steigung fir jeden Punkt auf der Geraden, also auch fur
jeden Punkt (x, y) gelten. Also gilt auch

y7y1
X=X

a =

Setzt man beide oberen a, gleich, erhdlt man dieZwei Punkt Form der Geraden:

Y-y _ Yo Y1

X=X XX

2.2.1.2.6. Punkt-Richtungs-Form der Geraden

Diese Gleichung der Geraden geht von der Tatsache aus, dal3 ein Punkt

. X
P, =| "
Y1
der Geraden gegeben ist, und die Steigung der Geraden bekannt ist:

Ay Yo N

Ax X, - X

Der Funktionswert an der Stelle x ergibt sich dann als Funktionswert y; plus die Abweichung von Punkt
|31 = (X]_! yl)t:

y27 y1

2 1

y(X) =Yy *(X - X1)
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2.2.1.2.7. Welche Formel fur welche Gerade anwenden ?
Eswurden mehrere Formeln zur Bestimmung der Geraden vorgestdl|t:
- 2.2.1.2.3. Gerade durch zwei Punkte
- 2.2.1.2.4. Achsen-Abschnitts-Forme der Geraden
- 2.2.1.2.5. Zwei Punkte Form der Geraden
- 2.2.1.2.6. Punkt-Richtungs-Form der Geraden
Welche der angegebenen Methode sollte man nutzen zur Bestimmung der Geradengleichung?
Die formale Methode mit Hilfe von zwei Gleichungen und zweier Unbekannten a, und a, die Gerade zu bestim-
men, dient zur Verbreitung der Anpassung héherer Ordnung. Diese Methode ist aufwendiger. Dabel mufl3 das

Gleichungssystem gel6st werden. Formeln zu merken ist auch nicht sinnvall.

Falls die zwei gegebenen Punkte auf der x- und der y-Achse liegen, ist die Achsen-Abschnitts-Formel die beste
und schnellste Methode.

Die klassische Formd aus der Schuleist die Zwei-Punkt-Form der Geraden, wo die Steigungen verglichen wer-
den. Diese mul erst noch nach y(x) aufgel 6st werden.

Am besten merken kann man sich die Punkt-Richtungs-Form der Geraden. Wenn man die Eigenschaft der Gera-
den verstanden hat, kann man sich diese Forme auch gut merken.

2.2.1.2.8. Schnittpunkt zweier Geraden
Gegeben sind zwei Geraden:

Gerade A: Y=g+ aX
Gerade B: y = by + byx

Gesucht ist der Schnittpunkt zweier Geraden, siehe Bild MA22128. Wenn zwel Geraden nicht paralld verlaufen,
haben sie genau einen Schnittpunkt.

gesucht: Xor Vs

Bild MA22128A

Gleichsetzen der beiden y ergibt 3+ a*X, = by + b*x 3 - by = (b, - &)X,
oder aufgel 6st nach X

8y~ by
a, - b
Y, erhélt man durch Einsetzen in eine der beiden oberen Geradengleichungen:

Xy =

8 by ay@ -by) - a(@ b)) @y - ayrh, - a+a, + ahy
a - b a - b a - b

Ys = 8 T K = G~ &y

a; xby — ag*b;

Vs - a - b
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2.2.1.3. Funktion 2. Grades

2.2.1.3.1. Allgemeines

Besser bekannt als: - Parabd
oder auch als: - quadratische Funktion
- quadratische Parabel

- Parabel 2.0rdnung
allgemeine Form: Yy =8+ a*X + a*x?
Die Normalform der Parabd ist sicher bekannt, siehe Bild MA22131A. Wenn diese nicht bekannt sein sollte,

kann man diese durch eine Wertetabelle untersuchen und diese Tabellenpunkte in ein Koordinatensystem Uber-
tragen.

Y 25§

20F

15F

10}

s 4 3 =2 1 0 1 2 3 4 s

Bild MA22131A: Normalparabe y = x?

2.2.1.3.2. Scheitelpunkt der Parabel

Ein charakteristischer Punkt fur eine Parabd ist der Maximal- oder Minimal-Punkt einer Parabel. Der Scheitel-
punkt der Normalparabel befindet sich bei x =0 und y = 0, siehe Bild MA22131A.
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2.2.1.3.3. Einflu® der K oeffizienten a,, a, und a,

Der Einfluf? der Koeffizienten a,, a, und a, soll anhand des Arbeitshlattes MAI-2 diskutiert werden.

Durch den Parameter a, wird die Normal-Parabel in y-Richtung verschoben, da a, nur eine additive Konstanteist,
siehe Bild MA22133A.

Der multiplikative Parameter a, bewirkt, je nach Grof3e, eine Streckung oder Stauchung der Normal parabel in y-
Richtung, siehe Bild MA22133B.

a>1 Streckung in y-Richtung

O<a<1 Stauchung in y-Richtung

a=0 Triviafunktiony =0

-l1<a<0 Stauchung in y-Richtung und Klappen um x-Achse
a=-1 nur Klappen um x-Achse

a<-1 Streckung in y-Richtung und Klappen um x-Achse

Bidang ist betrachtet worden:

- Verschiebung in y-Richtung (a)
- Streckung in y-Richtung (a)

Beides war mit Hilfe jeweils eines K oeffizienten erreichbar.

Bei der Verschiebung in x-Richtung werden gleich zwei Parameter beeinflufdt: a, und a,.

Die allgemeine Form der Verschiebung in x-Richtung erhét man indem man x gegen x - a

X - X-a

ausgetauscht:

y=(Xx-a?=x2-2ax + &

mit der Verschiebung des Scheitelpunktesin positiver x-Richtung um den Wert a.

Eselsbriicke: Bei der Verschiebung der Normalparabe y = x2in x-Richtung muR der Wert Null bei der Ver-
schiebungsstelle auftreten. Daher muR bei Verschiebung der Parabd (allgemein des Objektes)

in positiver x-Richtung der Verschiebungswert in der Klammer fiir X negativ einsetzt werden.

Hinweis: Bei jeder Art der Verschiebung ist die Richtung immer das schwierigste. Probe mit Hilfeeines
markanten Punktes durchfiihren, hier Scheitelpunkt.

Den Einflu’ des Parameters a, zeigt Bild MA22133D. Durch die Verdnderung des Parameters a, verschiebt sich

der Scheitelpunkt sowohl in x- als auch in y-Richtung. Nur der Koordinaten-Ursprung ist allen Grafen gemein-
sam, weil der Koeffizient a, = 0 ist. Die Bestimmung des Scheitel punktes soll im nachsten Abschnitt erfolgen.
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Arbeitsblatt MAI-2 y =8+ axX+ a*x?

y sof =2
a0
300
20( "
10 %200

5 S 4 3 -1 1 3 4 5
I N EI Ly LA L ] -10_ X
S5 4 32 -l Jf 4 5 L
- X 20
™ i 304
Bild MA22133A: EinfluR? des Bild MA22133B: Einflul des
Parameters g, auf die Funktiony = x? + g, Parameters a, auf die Funktion y = a,*x?

Bild MA22133C: Verschiebung der Bild MA22133D: Einflul? des Parameters a, auf
Normalparabel in x-Richtung die Funktion y = x2 + a,x
A y =(x + 3)? A: y =x2+ 8X
B: y=x2 B: y=x2
C y=(x-3)? C: y = X2 - 4x
D: y = x2- 8x
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2.2.1.3.4. Berechnung des Scheitelpunktes und der Streckung ausder allgemeinen Form

Die allgemeine Form der Parabel lautet:
y =2 X"+ arx+a

In der oberen Funktionsvorschrift sind drei K oeffizienten enthalten. Auf den ersten Blick hat man von der oberen
Funktion keine genauebildliche Vorstellung. Essoll jetzt versucht werden mit Hilfe von drel anderen Parametern

- X, - Scheitel punkt in x-Richtung
- Y, - Scheitelpunkt in y-Richtung
- & - Streckung in y-Richtung
die Parabel zu beschreiben. Aus dem im letzten Abschnitt Aufgezeigten ergibt sich dann die Funktion:
Y = a(X - X7+ Ys

Die obere Funktion &3t sich leichter analysieren und zeichnen, siehe Bild MA22134A.

Bild MA22134A.: Konstruktion der Parabel mit Hilfe des Scheitelpunktes
Ein Vergleich der beiden Funktionen

y =2 X"+ arx+a

y = a(X - X)* + s

liefert:
a2>s<X2 + a1>kX + aO = a2>s<X2 - 2a2>sz>kX + az*st + ys

Die obere Gleichung soll fir ale x erflillt sein. Diesesist nur der Fall, wenn jede Potenz von x einzeln betrachtet
die obere Gleichung erflillt. In der oberen Gleichung sind drei Potenzen von x vorhanden, also ergibt die obere
Gleichung drei Einzelgleichungen:

X2 => a&=a erfillt
xt = a = -2a,* X, (A)
X ey, B)

Da die eine Gleichung trivia ist, ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem 2. Ordnung flr die
Scheitel punkt-Variablen x, und y,. Das Glei chungssystem wird mit Hilfe der Einsetzmethode gel 6st, dazu wird
die Gleichung (A) nach x, aufgel6st und in die Gleichung (B) eingesetzt:
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o oA
S 72a2
Yo = 8 ~@,xS
2
a
ys - T
* g,

Die Scheitepunkt-K oordinaten y, und X, lassen sich schneller mit Hilfe der quadrati schen Ergéanzung bestimmen.
Bei der Funktion

y =2 X"+ arx+a
wird bei den ersten zwel Termen a, ausgeklammert:
4
= a, | x?+2—x]| +
y az[ 22, ] 2

Die quadratische Erganzung liefert

y=a

2
X2 + Zix + (i]
28, 28,

y =&

B 2
M N
28, 42,

woraus man X, und y, sofort ablesen kann:

2

&y q

Xy = ——— Y = -
% 4a,
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Beispiel 1:
Die untere Funktion ist mit Hilfe der Scheitel punkt-Methode zu zeichnen:

y =3x2-30x + 50

Methode A: Formel

=3 a =-30 8 =50
a4 30 _
X, = —— = =
-2a, -2+3
2

a _ 2
Yo = @y - L :50—(30) = -25

4+a, 4%3

M ethode B: Quadratische Ergénzung
y =3x2-30x + 50
y = 3(x?- 10x + 25) + 50 - 3*25
y=3(x-5)?-25

Anmerkung: Quadratische Erganzung geht schneller und verlangt kein Nachschlagen der Formel.

Zeichnen des Funktionsgr afen:

- Scheite punkte eintragen: Xs=5 y,=-25
- Offnung (a,) berticksichtigen
- einige Punkte rechts und links vom Scheite punkt eintragen

P, X=X+1 => Ay=+312=3
X=X+ 2 => Ay=+322=12
X=X+ 3 => Ay=+332=27

Ergebnis siehein Bild MA22134B.
y 60
40

20

20
-40 L
Bild MA22134B: Ergebnis
Beigpiel 2: (Stundenten)
gegeben: y=x2+6x+5
gesucht: Scheitel punkte, Darstellung
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2.2.1.3.5. Parabel durch drei Punkte

Nachdem die Gerade y = &, + a,*x mit den zwei Parameter a, und a, durch zwei Punkte bestimmt war (Kap.
2.2.1.2.3) €in Satz zur Parabdl:

Die allgemein Parabel 2. Ordnung
Y=+ ax +a*x’ (A)

ist durch drei Punkt bestimmt. Oder ander sausgedr iickt: Durch drel Punktelafdt sich eine Parabel
2. Ordnung legen.

R X
P, =| "
Yi

werden in die allgemeine Gleichung (A) eingesetzt:

Diedre Punkte

Vi = 8t ARy ayex] (Punkt 1)
Yo = 8 T 8K, + Ay (Punkt 2)
Yo = 8+ 8Kyt ayexg (Punkt 3)

Dadurch ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fur die GroRen a,, a, und a,. FUr die Funktionsgleichung (A)
sind die Koeffizienten a,, & und a, Konstante. Fir das obere Gleichungssystem sind die GrofRen a,, & und a,
Variable, diedurch die gegebenen drei Punkte bestimmt werden miissen. In Matrix- und V ektorform geschrieben
|83t sich das obere lineares Gleichungssystem 3. Ordnung angeben als:

2
1 X1 X1 ao y1
1 x x22 x| =| Y
1% X2 & Y

Umgeformt nach den gesuchten GroRRen ergibt (u.a. Inversion der Matrix 3*3) sich:

2\ -1
1x X Y,

%
81:1x2x22 *1 Y,
)

2
1 X X Ys

Mit Hilfe eines Rechners oder Taschenrechners der die Matrizenrechnung beherrscht, ist die Lésung kein Pro-
blem.
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Einfacher wird die L&sung fur drei Punkte im aquidistanten (gleichen) Absténden in x-Richtung mit x, al's mitt-
leren Punkt. Die Punkte eins und drei liegen im Abstand a rechts und links von x,:

gegeben: X, X13= X, ¥ & Yi, Y2 Ya

X, und X; werden ersetzt:

a, 1 (x,-a) (x,-a)?)™ Y,
al =11 x X7 wl Yo | = ANy
& 1 (x,+a) (x,+a)? Y3

Zur Berechnung der inversen Matrix werden zunéchst die Unterdeterminanten gebildet:
Uy = XX, + a)® - x22 (X + @) = X0 +[(X +a) - %] = axx(x, + a)

Uy, = (X, ~8)(X, +8)2 ~ (X, +2)(X, - 2)% = (X, + 8)(X, - A)[(X,+ @) ~ (X,~@)] = 2a(x, - a?)
Uy = (%, - a)x22 - (x5 - a)zx2 = X% — A%, — (%, — )] = axx(x, - d)

Up = (% + @) - X5 = 2a=x, + a2 = a(2x, + a)

(x, + @)’ = (x, - @)? = daxx,

Up = Xa — (%, - @) = 2a=x, - a2 = a(2x, - a)
Ug = X +a-X, = @

Uy = (X, +a) - (x,-a) = 2a

Uz = % - (X%, -a) = a

Die Determinante der Matrix A ergibt sich mit Hilfe der Unterdeterminanten durch Entwicklung der ersten

Spalte:

det(A) = Ay kU — By Uy + By kly = AkXy(X, + @) - 2a(x; - a?) + axX,(X, - a)

A\ 2 2 2
det(A) = axx, + a?xx, - 2axx, + 2a% + axx, - a’+x, = 2a®

Die Losung des Gleichungssystems ergibt sich zu:

) Uy Uy Uy Y1
1
a | = — x| “Up Uy “Up | x| Y,
det(A)
a, Uz Uy Uy Y3

Durch Einsetzen der oberen Werte erhalt man:

) X,(%,1a) 2(X;-a%) X,(X,-a) Y1
1

& | = o “(2x,1a)  4xx,  —(2,-a) [ *]| Y2

2 1 -2 1 Y3
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Besonders einfache Ergebnisse ergeben sich fur x, = 0:

% 0 2a% 0 Y1

a - L -a 0 al *| Y.
2a?

2 1 21 Y3

Ausmultipliziert erhé@lt man die Losung fur 3 Punkte in x im Abstand a mit X,, = aund x, = O:

Y2

1
? (y3 - y1)

N =

1
?(yﬂyfyg)

y3 - y1
2a

H=Y> q =

a2:

2a?

y1 - 2y2 + y3

Die obere Forme &0 sich leicht anwenden, wie anhand der néchsten Beispiele zu erkennen ist.

Beispiel 1:
gegeben: 3 Punkte
_ X - "
P, - 1] _ ( 2] P, -
Y1 5
gesucht: 3, a, &
Vorbereitung fir obere Formel:
a=2

y1=5 y,=8 y;=13

=Y,=8

- (3)

fir Anpassung

1 1
= = (Ya-V,) - —(13-5) =2
aQ 2a(y3 ) 2*2( )

1
=== -2, Yy -
2 a2t > " Ya)

Ergebnis. y = 8+2x+ %xz

2x2?

(5-2+8+13) =

Achtung: Probe ausfiihren durch Einsetzen der Punkte!
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Beispiel 2:

gegeben: 3 Punkte

R N HEC H R

Um einfacher rechnen zu kénnen, wird eine Koordinaten-V erschiebung in x durchgefihrt:

Aus der Aufgabenstellung unter Berticksichtigung der Verschiebung ergeben sich die Werte:
X = -1 X, =0 X; =1 y,=6 Yy, =16 y;=30
Damit liegt x, wieder in der Mitte und es kann mit der vereinfachten Anpassung gerechnet werden. Mit
a=1
ergeben sich die Koeffizienten =Y,=16
B - oY) - 5 (30 6) - 12

_ 1 _ _ 1 _ _
a - ?(ys 2y, +Yy,) = ﬁ(% 2+16 + 6) = 2

und die angepalte Funktion Y(X) =3+ a*X + a*(X)* =16+ 12*X" + 2(X')?
Die L6sung erhalt man durch Zurtick-Verschiebung in x:
y(X) =16+ 12(x - 5) + 2(x - 5)> = 16 + 12x - 60 + 2x? - 20x + 50 = 6 - 8x + 2x*

Die Koordinaten-Verschiebung ist auch einfacher auszufilhren, siehe Kap. 2.2.2.3.

2.2.1.3.6. Nullstellen

Die Nullstellen der Funktion y=a X+ a*x + g
; _ 2. Y &

ergeben sich durch Nullsetzen von y: 0 =X+ —=X+—
au

Nach der Formel fir die quadratische Gleichung, Kap. 1.4.3, ergibt sich die Losung:

oA, |[a) A
2a, \| 2a,

&

X12

Die Wurzeln aus negativen Zahlen werden erst im Kapitel 3 vorgestellt. Eswerden drei Félle unterschieden, die
auch in Bild MA22133A (Arbeitsblatt MAI-2) zu erkennen sind:

- zwei verschiedene reelle Losungen, Bild MA22133A: Fall C
- eine doppdteredle Lésung, Bild MA22133A: Fall B
- keineredlen Losungen, Bild MA22133A: Fall A

Der dritte Fall ergibt auch zwei Lésungen, aber komplexe, siehe Kapitel 3. Somit hat die Parabel (Funktion 2.
Grades) auch immer zwei Nullstellen.
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2.2.1.3.7. Zerlegung in Linear faktoren

Will man y=x2+a*X+a, (A)
darstellen durch y=(x+a)(x+h)=x*+@+hbx+ab (B)
ergibt sich durch Koeffizientenvergleich ein nichtlineares Glei chungssystem 2. Ordnung fiir die Gréfen aund b:

atb=ga ©
ab=a (D)

Die Losung erfolgt durch die Einsetzmethode, Gleichung (C) nach b auflésen und in (D) einsetzen:

b=a-a
ab=a Aa-a)=a aa-a&=a
&-aa+a=0
2 2
L osung: ai*%i [%) S - - *%i [%] -8 (E)

Fur aund b ergeben sich die negativen Lésungen der Nullstellen der Funktion (A). Dieses wére aber auch schon
aus (A) und (B) erkennbar. Der linke Teil von (B) sagt aus: Ein Produkt ist dann Null, wenn ein Term Null wird.
Daraus folgen die Nullstellen:

Xo1 = -@ (F
Xo2 = -b (©)

Die Nullstellen von (A) ergeben sich zu:

2
7

Xoroo = 5

NI

Ausdem Vergleich von (F), (G) und (H) 1813 sich (E) somit eleganter ermitteln.

Fazit: DieFunktion y = a,(x?+ a, *Xx +ag)

mit den Nullstellen xo; und X, 183t sich durch Linearfaktoren darstellen
y=a*(x+a*(x+b) a= -Xg b= -Xp

Y =& (X - Xo)* (X - Xg2)

y 10: Grafische Deutung siehe Bild MA22137A.

L Die Berechnung eines Funktionswertes y(x)
B erfolgt durch das Produkt aus den beiden

31 Funktionswerten der Geraden mit dem K oeffi-
I Zienten a,.
L . . ! . . |

0f 2 4 6 8
: X

5L

Bild MA22137A: Multiplikation zweier Geraden zur Parabel
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2.2.1.4. Funktion 3. Grades

Die Normalparabel 3. Ordnung y = x® kann wieder mit Hilfe einer Tabelle konstruiert werden:

Bild MA2214A: Normalparabel 3. Ordnung y= x°
Die allgemeine Form der Funktion 3. Grades lautet:

Y(U) = G+ U Cf U+ G

G,
ersetzen von u=x—=
3¢,
1&r3%t den quadratischen Term verschwinden, fur y(x) ergibt sich:
b b
y(X) = C3*X3 + bl*X + bO = C X3 + =1*X + =0
Cy C;

Die Multiplikation einer gesamten Funktion (hier mit c;) ist schon aus Kap. 2.2.1.3.3 (dort mit a,) bekannt:

Dieses bewirkt eine Stauchung oder Streckung in y-Richtung, bel negativen Koeffizienten auch zusétzlich noch
ein Klappen. Die Verschiebung in x-Richtung ist auch schon vorgestellt worden, dadurch kann die Anzahl der
K oeffizienten verringert werden. Die Funktion 3. Grades, dieim folgenden untersucht werden soll, hat folgendes
Aussehen:

y=xi+arx+a

Damit sind durch Verschiebung und Streckung alle Funktionen 3. Ordnung beschreibbar. Der Einfluf3von a;, und
a, auf den Funktionsgrafen wird auf Arbeitsblatt MAI-3 aufgezeigt.

Alserstes soll der EinfluR? des Koeffizienten a, untersucht werden. In Bild MA2214B wird bel a, = 0 der Koeffi-
zient g, variiert. Bel a, = 0ist die Steigung bei x = 0 auch Null. Fir a, < 0 ergeben sich Maxima und Minima

und drei Nullstellen. Bei a, > 0 ist die Funktion im gesamten Bereich monoton steigend.
Der EinfluR des Koeffizienten a, in Bild MA2214C ist schon bekannt: Verschiebung in y-Richtung. Die Aus-
wirkung der Verschiebung in y-Richtung aber 183t Bild MA2214C recht gut erkennen: Je nach Verschiebung

ergeben sich verschiedene Anzahl von redlen Nullstellen. Fazit: EineredlleNullstelleist immer vorhanden. Laut
Zerlegung in Linearfaktoren

Y= 8+ arX + a7 X + ag* x> = ay(X - Xor)(X - Xgo)(X - Xga)

sind immer drei Nullstellen bei einer Funktion 3. Ordnung vorhanden. Diese kdnnen sein:

- drei verschieden reelle Nullstellen Bild MA2214C, Fall B

- einedreifach redle Nullstelle Bild MA2214B, y = x3(a, = 0)

- eine einfach redlle und doppelt reelle Nullstelle Bild MA2214C, Fall C

- eine einfach redlle und eine konjungiert komplexe Nullstelle Bild MA2214C, Fall A und Fall D
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Arbeitsblatt MAI-3 y=x3+ax+a

DC BA

Bild MA2214B: EinfluR des Koeffizienten a, auf die Funktion  y = x®+ a*X

-400
A: a8, =-150 B: =0
C: a, - /3+48 - 8314 D: a, = 150

Bild MA2214C: EinfluR des Koeffizienten a, auf die Funktion y =x3-36x + g,
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2.2.1.5. Funktion 4. Grades

2.2.1.5.1. Allgemeine Form

Die allgemeine Form der Parabel 4. Grades lautet:

y=a, + al*x + az*XZ + %*X3 + a4*x4

2.2.1.5.2. Eigenschaften

Die Eigenschaften dieser Funktion sollen kurz untersucht werden. Treten nur gerade Potenzen auf (siehe Bild
MAZ2215A, Arbeitsblatt MAI-4), ergeben sich zur y-Achse symmetrische Funktionen. Bei a, < O treten drel Ex-
tremwerte auf, bel &, > 0 ist nur ein Extremwert vorhanden.

Der Einfluf des ungeraden Anteils mit a,*x ist im Bild MA2215B dargestellt. Durch diesen Anteil werden die
Extremwerte verschoben. Bel grollen Absolutwerten von a ist nur noch en Extremwert vorhanden.
Vorzeichendnderung von &, fihrt, da sonst nur gerade Potenzen vorhanden sind, zur Spiegelung an der y-Achse
(ohne Abbildung).

Die Anzahl der redllen Nullstellen ist nun wiederum von der Verschiebung in y-Richtung (a,) und von der Kur-
venform selbst (a, - a,) abhéngig. Es kénnen zwischen 0 und 4 redlle Nullstellen auftreten. Im Komplexen weist
die Parabel 4. Ordnung vier Nullstellen auf. Die Parabel 4. Ordnung l&f3t sich somit auch wieder in Form der
Linearfaktorzerlegung angeben:

y =X+ @+ ax® + aX + 8 = (X - Xo1)(X - Xg2)(X - Xgg) (X - Xos)
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Arbeitsblatt MAI-4

y100

y=a, + al*X + ag*Xz + %*X3 + a4*x4

Bild MA2215A: y=x*+ a*x?

200
150

100

50

k | 1 |

-100

4 %0

-200

Bild MA2215B: y =x*- 16x2 + a*x

Version 1.2 22. Dezember 2000




2.2. Analytische Funktionen 121

2.2.1.5.3. Parabel 4. Ordnung durch 5 Punkte

Eine Parabel 4. Ordnung ist durch 5 Punkte eindeutig gegeben.

X . X . X . X
1 P2 _ 2 P3 _ 3 P4 _ 4
Y1 Y> Y3 Y4

In die allgemeine Gleichung der Parabd 4. Ordnung

P, -

y=a, + al*x + az*XZ + %*X3 + a4*x4

werden die oberen Punkte eingesetzt.

aO + al*xl + a2>§<X12 + aS*Xf + a4+Xf = yl

8o+ Ay + By + BgXy + By < Y,

8o+ A Xyt By + BgiXs +AHXG — Y

By b K T B BN T B < Y,

R R

Die oberen funf Gleichungen ergeben ein lineares Gleichungssystem 5. Ordnung. Die gesuchten Koeffizienten
lassen sich mit Hilfe eines Rechners bestimmen:

3 4
1 X, X X X
a, p A S A Y1
2 3 4
a 1X X5 X X Y,
2 3 4
Ll =11 X X5 X5 X% 1 Y3
4 1% X X X Ya
a, Yy
4 2 3 _4 5
1 X5 X5 X5 Xg
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2.2.1.6. Funktion n-ter Ordnung

Die Ordnung n der Funktion ist durch den héchsten Exponenten bestimmt. Ebenso das Verhalten firr x gegen +
0, Dabel ist der Koeffizient a, entscheidend fiir das Verhalten. Zu unterscheiden ist zwischen geraden und unge-
raden Funktionen, siehe Bild MA2216A und MA2216B.

'y

4 L

Bild MA2216A: gerade Funktion

||m Xn = 4
X~ too

||m Xn = +oo
X—= —co
n=246..

1... n-1 Extremwerte

0... nredle Nullstellen

2 2

4 L

Bild MA2216B: ungerade Funktion

||m Xn = +
X~ too

Ilm Xn = -
X—= —co
n=1,35..

0.. n-1 Extremwerte

1... nredle Nullstdlen

Die oberen Aussagen gdten fur a, > 0. Fir a, < 0 muf3 auch das Vorzeichen fiir X - + « getauscht werden.
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2.2.2. Horner Schema

Mit Hilfe des Horner Schemas kénnen folgende Anwendungen erfolgen:
- Berechnung des Funktionswertes von ganzen rationalen Funktionen (Kap. 2.2.2.1)

- Polynomdivision (Kap. 2.2.2.2) und zur
- K oordinaten-V erschiebung von ganzen rationalen Funktionen (Kap. 2.2.2.3)

2.2.2.1. Funktionswert-Ber echnung

Die Herleitung soll am Beispiel der ganzen rationalen Funktion 4. Grades erfolgen. Die algemeine Parabel 4.
Ordnung lautet:

y=arxt+a* x + af X+ afx + g (A)
Ein x wird schrittwei se ausgeklammert:

y={a*x’ + a*x* + a*x + a}x + &

y={lax*+a*x +a]x +a}x +a

y={[(a"x +a)*x + a]*x + a}*x + & (B)
Ein Rechner bendtigt fir eine Multiplikation wesentlich mehr Zeit als fir eine Addition. Fir eine Funktions-
Bestimmung im Rechner ist die Gleichung (B) wesentlich zeitoptimaler als (A). Bei der Gleichung (B) werden
nur vier Multiplikationen anstatt 10in (A) benétigt. Noch mehr Zeiteinsparung ergibt sich bei hoherer Ordnung.
Zum Anderen ist die Formd (B) geeignet, ein Schema zu erkennen: Der Anfang besteht darin, den K oeffizienten

der héchsten Potenz mit x zu multiplizieren. Danach wird zyklisch der Koeffizient der néchst niedrigeren Potenz
addiert und wieder mit x multipliziert. Dieses erfolgt solange, bis &, addiert wurde.

Schema;

a & 3 a a
X - ax (aX + ag)X (aX’+ g+ )X (ax’+ 8P+ 8 + ayX

a ax+a axXtaxta axX’taxtax+ta  ax'talt+ax’tax+g=y

DieK oeffizienten, beginnend beim héchsten, werden in eine Reihe geschrieben. Zum K oeffizienten a, wird nichts
addiert, also ein Strich "-". Die unabhangige Variable (oben x, normal mit Zahlenwerten) wird eine Reihetiefer
vor das Schema geschrieben. Die erste und zweite Reihe werden jeweils addiert. Im ersten Schritt "0 + a, ergibt
a,. Das Additions-Ergebniswird mit der unabhéngigen Variablen (hier X) multipliziert und eine Zeile héher unter
den néchsten Koeffizienten geschrieben. Die Addition und Multiplikation wird solange fortgesetzt, bis das
Additions-Ergebnis unter a, vorhanden ist. Das obere allgemeine Beispiel 4. Ordnung beweist, dafd sich mit
obigen Schemader Funktionswert einer ganzen rational en Funktion 4. Ordnung berechnen 1813t Der Beweislief3e
sich auch fur die n-te Ordnung erbringen.
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Beigpidl 1:
gegeben: y=x3+2x*-4x + 15
gesucht: a) y(x=2) b) y(x=-4)
a)
1 2 -4 15
2 - 2 8 8
1 4 4 23 =>y(x=2) =23
b)
1 2 -4 15
-4 - -4 8 -16
1 -2 4 -1 =>y(x=-4)=-1
Beigpiel 2: (Studenten)
gegeben: y=2x*-3x*+4x+5
gesucht: a) y(x=-2) b) y(x=2) o) y(x=4)
a)
2 0 -3 4 5
2 - -4 8 -10 12
2 -4 5 6 17 => (x=-2) = 17
b)
2 0 -3 4 5
2 - 4 8 10 28
2 4 5 14 33 => (x=2) = 33
c)
2 0 -3 4 5
4 - 8 32 116 480
2 8 29 120 485 => (x=4) = 485

Version 1.2 22. Dezember 2000



2.2. Analytische Funktionen 125

2.2.2.2. Polynomdivision

Ein Polynom n-ter Ordnung soll durch einen Linearfaktor dividiert werden. Dasallgemeine Beispid der Division
eines Polynoms 3. Ordnung durch einen Linearfaktor lautet:

ax3 +ax?+ax+a, _ P

X +b Xx+b

y(x) =

Die Polynomdivision wird so ausgefiihrt, wie dieses schon vom Zahlenrechnen her bekannt ist. Die hoherwertige
Zahl entspricht bei der Division der héheren Potenz:

~ab® rab? -ab g,

X+b

(ag*x3 + az*x2 +apxX +ag/(x+hb) = 83X2 +(-agb +a)x + (agb2 -ab+a)+

Sq*Xs + bSq*Xz
(-a*b + @)X’ + ax
(-a*b + a)x® + (-a* b + ab)x
(+a*b? - ab + a)x + &
(+a*b? - ab + a)x + (ab® - ab® + ab)
-ab’+ab’-ab+a

Die obere Polynomdivision ergibt somit:

“ab®rap?-abia,

x+b

3X® + X+ X+ 3,

x+b

-2y’ (cabraxr(ap-abra)

<A A Ay

X +b
Die oberen Koeffizienten A,, A;, und A, und der Rest R betragen:

A=a

Ai=-ab+a

Ap=ab?-ab+a

R=-ap’+ab’-ab+a
Das Ergebnisder Division eines Polynomsn-ter Ordnung dur ch einen Linearfaktor (x+b) ergibt ein Poly-
nom (n-1)-ter Ordnung plus einen Rest R dividiert durch x+b. Der Rest sieht fast so aus, als wére es der

Funktionswert des Polynoms an der Stelle x=b. Nur einige Vorzeichen sind noch falsch. Tatséchlich ist der Rest
der Funktionswert an der negativen Stelle x=-b

R = P(x=-b)

Wenn schon der Funktionswert eines Polynoms zu berechnen ist, denkt man an dasHorner Schema. Wichtig hier:
negativen b-Wert einsetzen:

& & cl Y

b - -ab ah*-ab -ab*+ab’-ab
a -abta ab*-ab+a -ab*+ab’ab + g
A, A, A R

Erwartet wurde eigentlich, dafd an der letzten Stelle unter a, der Wert R erscheint. Diesesist tatsachlich der Fall.
Aber auch die Koeffizienten A,, A; und A, entstehen als "Abfallprodukt” beim Horner-Schema. Somit ist das
Horner-Schema bestens geeignet, um eine Polynomdivision eines Linearfaktors auszuftihren.
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Beispiel 1:
3 _ 2
gesucht: y(x) = R S SRS
(x -3
4 -2 5 3
3 - 12 30 105
4 10 35 108
Ergebnis: y(x) = 4x2 + 10x + 35 + 108
Beispid 2:
4 3 _
gesucht: y(x) = T F X7 - 2x + 3
x +2)
2 5 0 2 3
-2 - -4 -2 4 -12
2 1 -2 6 -9
Ergebnis: y(x) = 2x3 +x2 - 2x + 6 - 9
X +2
Beispid 3: (Studenten)
2
gesucht: y(x) = (T 12x + 32)
X +4
1 12 32
-4 - -4 -32
1 8 0
Ergebnis: y(X)=x+8
Beispid 4 (Studenten)
5 _ 3 2
gesucht: y(x) = X2 XT A8
X -3
1 0 -7 4 0 8
3 - 3 9 6 30 90
1 3 2 10 30 98
. _ 4 3 2 98
Ergebnis: y(x) = x* +3x® +2x° + 10x + 30 +
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2.2.2.3. Koordinaten-Ver schiebung

Aufgabe: Das Polynom P; dritter Ordnung, soll ausdriickt werden in Potenzen von (x-a):
Py(X) = a® + @’ + aX + 8 = by(x-a)* + by(x-a)> + b(x-a) + by

Die Koeffizienten b, bis b, sind zu bestimmen. Eine M&glichkeit, aber aufwendig: Ausmultiplizieren und K oeffi-
Zientenvergleich. Ein anderer Losungsweg: Py(x) dividiert durch (x-a) ergibt:

P5(X) P P5(x=a)
X-a X -a

Die oben ausgefiihrte Polynomdivision ist letzten Abschnitt erlautert worden. Die Division eines Polynoms 3.
Ordnungdurch (x-a) ergibt ein Polynom 2. Ordnung und den Wert von P;(x=a) dividiert durch (x-a). Die K oeffi-
Zienten von P, und der Wert Py(x=a) lassen sich mit Hilfe des Horner Schemas berechnen, siehe Kap. 2.2.2.2.
Oberere Gleichung wird mit (x-a) multipliziert

Ps(X) = Py(X)* (x-a) + P3(x=8)
Auf die gleiche Weise 1813t sich auch P, zerlegen:

Pa(X) = Py(X)* (x-8) + P,y(x=8)
und auch P, wird zerlegt:

Pi(X) = Py* (x-a) + Py(x=8)
Rickwartseingesetzen ergibt:

Pa(X) = [Po* (x-a) + Py(x=a)]*(x-a) + P,(x=4a)

Ps(x) = {[Po* (x-a) + P (x=a)]* (x-a) + P,(x=a)} * (x-a) + Ps(x=a)
oder ausmultipliziert:

Py(X) = Py* (x-2)° + Py(x=a)* (x-a)* + P,(x=a)* (x-a) + Ps(x=2a)

Das Polynom P; war gegeben. Der Funktionswert Py(x=a) und auch das Polynom P, 183t sich mit Hilfe des Hor-
ner Schemas berechnen. Mit dem Polynom P, muf3 man wieder das Polynom P, berechnen und daraus das Poly-
nom P,.

Beispiel 1:  Allgemeines Polynom 3.0rdnung

gegeben: Y(X) = 8 + ax* + ax + &
gesucht: y(X) = by(x-a)* + by(x-8)* + by(x-8) + by
a a a a
+a - a*a a*ad +a*a ara+ard+a*a
3 arata  afa@t+arata aratatatarat  =b PR
8
+a - a*a 2a*d + a*a
a 2a*a+ a, 3a*a+2a*a+a =D P,
ta - a*a
& 3afata  =b P,
=h, Po

y(X) = &* (x-a)° + (3a*a+ a)*(x - 8)* + (3a*& + 2a,*a+ a)(x-a) + (g *a + a*a + a*a+ a)
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Beispiel 2:  Allgemeines Polynom 3. Ordnung
gegeben: y(X) = 4x3-6x°+ 2x + 4
gesucht: Y(X) = by* (x-2)% + b,* (x-2) + by* (x-2) + by
4 -6 2 4
2 - 8 4 12
4 2 6 16 =b,
2 - 8 20
4 10 26 =h
2 - 8
4 18 =b,
4 =b,
Ergebnis: y(X) = 4(x-2)® + 18(x-2)* + 26(x-2) + 16
Beigpiel 3: (Studenten)
gegeben: y(X) = 3x* + 7x3 - 4x2 + 10x + 14
gesucht: Y(X) = b* (x+3)* + by* (x+3)% + by* (x+3)% + by* (x+3) + by,
Ergebnis: y(X) = 3(X + 3)*- 29(x + 3)* + 95(x + 3)2- 101(x + 3) + 2
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2.2.3. Gebrochen rationale Funktionen

2.2.3.1. Allgemeine Form

_ bx'
b, #x™ + b *+x™Le  +b X + b, ; i

A"+ XM A+ K i
a, LA} 8 *X + 8y Z;aix

y

Die allgemeine Form der gebrochen rationalen Funktion ist die Division zweier Polynome (zweier ganzer ra-
tionaler Funktionen).

2.2.3.2. Echt und unecht gebr ochen

Bei der echt gebrochen rationalen Funktion ist die Ordnung des Nenners groRer als die des Zahlers:
n>m => echt gebrochen

Bei der unecht gebrochen rationalen Funktion ist die Zahler-Ordnung gréfRer oder gleich der Nennerordnung:
m>n => unecht gebrochen

Die unecht gebrochen rationale Funktion &2t sich durch Polynomdivision aufspalten in ein Polynom (m-n)-ter
Ordnung plus einer echt gebrochen rationalen Funktion:

unecht gebrochen rationale Funktion = Polynom (m-n)-ter Ordnung + echt gebrochen
rationale Funktion

Beispie!:
Gegeben ist die unecht gebrochen rationale Funktion:

x5+ 2x* + 3x3-5x2+8x +6
(X2 + 4x + 3)

Durch Polynomdivision erhalt man:

(x5 +2x* + 3x3 - 5x2 + 8x + 6):(x% + 4x + 3) = x3 - 2x? + 8x - 31 + Rest(X)
x° + ax* + 3x3
- 2x% + 0x3 - 5x?
- 2x4 - 8x3 - 6x?
83+ x%+ 8x
8x3 + 32x2 + 24x
-31x?2- 16x+ 6
- 31x2 - 124x - 93
108x + 99

108x + 99

y(x) = x> -2x2 +8x - 31 +
x2+4x + 3
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130 2. Funktionen

2.2.3.3. Pale, Nullstellen, L iicken

Je nach Lage werden die Nullstellen in Zahler und Nenner wie folgt genannt:

Padle: Sind dort vorhanden, wo nur der Nenner eine Nullstelle hat.
Nullstellen: Nullstellen der Funktion treten dort auf, wo nur der Zahler eine Nullstelle aufweist.
L Gcken: Diesetreten auf, wo Zahler und Nenner gemeinsame Nullstellen besitzen.
Beispid:
eben: W - (X0 5)(x - 8)
9 Y = 2% - 5+ O+ 8)
gesucht: Nullstellen xy, Pole x, und Liicken x,
L ésung:
Nullstellen: Xn1 = -5, Xp2 = 18,
Pole: Xp1 = +5, Xp2 = -6, X553 = -8,
L ticken: X =2
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2.2.3.4. Asymptote

Asymptoten sind die Anndherung des Funktionsgrafen an einfachere Funktionen (meist Geraden) fur Verhalten
des Grafen in Abhéngigkeit von x oder y im Unendlichen.

Beispid:

x%+1

Fir die Funktionen y, =
X

und Yy, = =X+

X |
X | =

sind die Funktionsgrafen und deren Asymptoten in den Bildern MA2234A und MA2234B dargestdlt. Fir die
erste Funktion y, sind die Asymptoten die x-Achse und diey-Achse. Beweis, da3 die x-Achse eine Asymptoteist:

Y = limy g = lim % -0

X—co X—co

Die Funktion y,, = 0 ist die x-Achse. Die y-Achseist eine Asymptote, weil bei x = 0 ein Pol vorhanden ist.

Fur die zweite Funktion y, wird wiederum die Asymptote durch Grenzwertbildung bestimmt:

Vao = limy,(x) = lim (l) +lim () = 0+ x
X0 X-oo \ X X0
Dieeine Asymptoteist die Geradey,, = X. Diesesist genau der Teil der Funktion der bei der Polynomdivision das
Polynom in x ergab. Echt gebrochen rationale Funktionen haben die x-Achse als Asymptote. Ebenso tritt bel
einen Pal eine Asymptote auf.

PN & O
(

4 5 -4 2 2 4
2r X
Bild MA2234A Bild MA2234B
Zusammenfassung:
- Eine echt gebrochen rationale Funktion weist als Asymptoten die Pole und die x-Achse

auf.
- Die Asymptoten von unecht gebr ochen rationalen Funktionen sind die Pole und das Poly-
nom, welches sich mit Hilfe der Polynomdivision er gibt.

2.2.3.5. Exemplarische Dar stellung

Um das Gefuihl fir ganze rationale Funktionen zu bekommen, sind auf den Arbeitsbldttern MAI-5 und MAI-6
ausgewahlte, gebrochen rationale Funktionen darstellt. Die 16 Funktionen sind von a bis o durchgezahit. Im
folgenden einige Anmerkungen zu jeder Funktion. Abbildung der Funktion im Abschluf? der gesamten Beschrei-
bung.

Funktiona: vy - 1
X

Diese Funktion ist schon aus Bild MA2234A bekannt.

Pole: X, =0

Nullstellen: keine

Asymptoten: x-Achse (y=0) und y-Achse (x=0)
Eigenschaft: punktsymmetrisch zum Nullpunkt
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Funktionb: vy = 1
x-1

Die Funktion bist die Funktion aum "1" nach rechts verschoben

Pole: X, =1

Nullstellen: keine

Asymptoten: x-Achse (y=0)

Eigenschaft: punktsymmetrisch zum Punkt (x=1, y=0)

1

Funktionc: vy = .

X

Die beiden Aste verlaufen wegen des Quadrates firr nur positivey-Werte. Die Funktion nimmt fiir grole x-Werte
schneller ab als die Funktion a. Dagegen ergeben sich fur x-Werte nahe Null gréRere Funktionswerte als bei der
Funktion a

Pole: X, =0

Nullstellen: keine

Asymptoten: x-Achse und positive y-Achse
Eigenschaft: symmetrisch zur y-Achse

1
x%+1
Fur x = 0 hat die Funktion den Wert 1. Fir x gegen Unendlich geht der Funktionswert gegen Null. Dader Nenner
nur positive Werte annehmen kann, besitzt die Funktion keinen reellen Pol.

Funktiond: vy =

Pale: keine (Xp = i)
Nullstellen: keine

Asymptoten: x-Achse

Eigenschaft: symmetrisch zur y-Achse

X
xZ+1

Fur kleinex (Jx| << 1) ist der Wert von x? sehr viel Kleiner als 1. Esgilt somit fur |x| << 1 die Naherungsfunk-
tion y = x. Fur grof3e x geht der Funktionswert gegen Null, weil x im Nenner Uberwiegt.

Funktione vy =

Pole: keine
Nullstellen: Xy=0
Asymptoten: Yai=0 oder vy, = 1

X
Eigenschaft: punktsymmetrisch zum Nullpunkt
Naherung y=x fir |x] <<1

. X2
Funktionf: vy =
xZ+1

Die Funktion f kann auch durch Polynomdivision (siehe unten) mit Hilfe von Funktion d konstruiert werden.
Negiert man Funktion d (klappen um x-Achse) und addiert "1" dazu (verschieben um y-Richtung um "1"), erhalt
man Funktion f.

Polynomdivision: y =1- 1
x%+1
Pole: keine
Nullstele: Xy=0
Asymptote: ya=1
Eigenschaft: symmetrisch zur y-Achse
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X3

Funktion g: y =
x%+1

Durch Palynomdivision (siehe unten) ergibt sich die Funktion g, in dem man von der Geradeny = x die Funk-
tion aus Punkt e subtrahiert. Filr x? << 1 ergibt sich wieder eine Naherung (s.u.). Firr kleine x kann x?2 dabei im
Zéahler vernachlassigt weil noch "1" addiert wird. Zum Vergleichist die Asymptotey = x in Bild g eingezeichnet.

Polynomdivision: y = X - 2X
x“+1
Pale: keine
Nullstdle: Xy=0
Asymptote: Ya = X
Eigenschaft: punktsymmetrisch zum Nullpunkt
Naherung: y=x® |x|<<1

Funktion h: vy =

X4

x2+1

Durch Polynomdivision (siehe unten) ergibt sich die Funktion h, indem von der Parabel y = x? - 1 die Funktion
d subtrahiert wird. Asymptote und Naherung sind im Bild h mit eingezeichnet.

Polynomdivision: y = x2-1+ 1
xZ+1

Pole: keine

Nullstdle: Xy=0

Asymptote:; Ya=%2-1

Eigenschaft: symmetrisch zur y-Achse

Naherung: y=x* |x| <<1

Funktionen i, k, m und o:

Diese Funktionen haben elnen gemeinsamen Nenner mit nur positiven Werten (X, = % j). Dieser Nenner wird mit
X° bis x® multipliziert. Bei x° ergibt sich eine achsensymmetrische Funktion. Durch Multiplikation mit x ergibt
sich ein Wechsd von Achsen- zu Punktsymmetrie und umgekehrt.

Asymptote: Funktion i: Va=0
Funktion k: Ya=0,y, = 1
X

Funktion m: ya=1

Funktion o: Ya =X

Funktionen j, |, n und p:

Alle diese Funktionen haben einen gemeinsamen Nenner mit zwei Nullstellen. Die Nullstellen im Nenner be-
1
x%-4
Die Symmetrie-Eigenschaften wechseln wieder wie bei den oberen (auf den Arbeitsblatt MAI-6 dielinken) Funk-

tionen.

wirken einen Pol bei x,; =-2und bei x,, = +2. Die Funktion y = wird wieder mit x° bisx® multipliziert.

Asymptote: alle Funktionen: Va1 = -2, Yoo = +2
Funktion j: Va=0
Funktion I: Va=0
Funktion n: ya=1
Funktion p: Va =
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Arbeitsblait MAI -5

a) Yy 47
i
L G | M
7 2 4
L X
Bild MA2235A: y - *
X
9

Bild MA2235C: y - =

€)

Yy [|ar
F
1 1 |
2 4
X

2

4L

N

L 1 1 | 1 |
-4 2 4
X
0.5
Bild MA2235E: y = — X
x%+1
8) 2Ty
) -_ 1=
X
| 1 |
1 2
. x3
Bild MA2235G: vy =
xZ+1
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b) y 47

Bild MA2235B: y - — L _
X

-1

d) y 1.
j
. 1 . I
4 -2

0 2 4

Bild MA2235D: y - — 1+
x%+1
f) 1o Y
\
- b3
L ! | ! ! | ! |
4 2 0 2 4
. x2
Bild MA2235F: y =
xZ+1

h) -

X4

Bild MA2235H: vy =
xZ+1
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Arbeitsblatt MAI - 6 Gebrochen rationale Funktionen, Teil 2

) 037y
1 ] ] ] _
-4 2 0 2 4 -13
X
Bild MA2235l: y = — T Bild MA2235) y - —t
X%+ 4 x? -4
k) 03[y 1) ar ¥
02 |
B 17
0.1 -
L | ! G | | L | B | |
-4 2 2 4 2 2 4
0AT X X
i 17
0.2 i
03 2-
Bild MA2235K: y = — X Bild MA2235L: y = —X
X%+ 4 x? -4
m) Lo[ ¥ n) 6[Y
't L
- 2__
L 1 _ L N | N |
-4 -2// .\2 4
20 X
1 L] ] / -_
2 4 -4
X
2 2
Bild MA2235M: y = — X Bild MA2235N: y = — X
X2+ 4 x? -4
0) 41y 1Y) 10p Y b
2f 5F
| | L | 1 | o | | 1
2 4 6 4 2 F\2 4 6
- X 5F X
: /—\ -10-_
3 3
Bild MA22350; y = — X Bild MA2235P; y = —X
X2 +4 x?-4
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2.2.4. Algebraische Funktionen

2.2.4.1. Definition

Ganze rationale Funktionen enthielten Potenzen von x. Die Funktion war nach y aufgel 6st. Sind jetzt auch noch
Potenzen von y vorhanden und zusétzlich noch gemischte Terme mit x-Potenzen mit y-Potenzen multipliziert,
spricht man von algebrai schen Funktionen.

Terme einzeln aufgefiihrt:

F(x,y) =0=2ay + A Xt agtxt F a4 ..
+a*y  FagtXYy 4 an Xy + g xHFy +...
+agty’ + ...

+ ..

Y ax =0

k=0

.M:

[}
o

als Doppelsumme geschrieben:  F(x,y)

n
Produkt: Fix,y) = [[ @x+by+c) =

i=1

Als Sonderfall sindin den algebrai schen Funktionen die schon besprochenen ganzen rationalen Funktionen und
die gebrochen rationalen Funktionen enthalten.

Die algebraischen Funktionen n-ter Ordnung sollen hier nicht allgemein diskutiert werden. Wichtig sind al-

gebraische Funktionen 2. Ordnung und Potenzfunktion, diein den néchsten beiden Abschnitten vorgestellt wer-
den.

2.2.4.2. Potenzfunktion

Als Sonderfall der algebraischen Funktion ergibt sich:
y"-c™x"=0
y" = c™x"
y — C*Xn/m - 0
n/m ergibt eine redle Zahl. Wirde die obere Gleichung im Komplexen gel6st, ergeben sich m Lésungen. Im

Redllen sind nur eine oder zwei L ésungen vorhanden, je nachdem ob n und oder m gerade sind. Hier soll nur der
erste Quadrant betrachtet werden. Im Bild MA2242A (Arbeitshlatt MAI-7) ist die Potenzfunktion

y=crx®

mit verschiedenen Exponenten fiir den ersten Quadranten dargestellt. Allen Funktionen gemeinsam sind diezwel
Punkte:

y
:1, y:

Fur den Exponenten a= 1 ergibt sich die schon bekannte Gerade y = x. Je gré3er der Exponent a wird, desto
steiler wird die Kurve fir x > 1 und umso flacher fiir x = 0. Gerade umgekehrt verhalt es sich fir Exponenten a,
die keiner werden als 1. Je kleiner der Exponent wird, umso kleiner wird auch die Steigung fur x > 1. Fur die
Grenzfdllea~ 0 und a- « ergeben sich rechteckige Funktionen.
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Auch die Potenzfunktion mit negativen Exponenten lassen sich als Sonderfall der algebraischen Funktion ablei-
ten:

y™ X" -c" = 0
m_c’
A
y = _c . kXM = cxx @
anm
Arbeitsblatt MAI-7 Potenzfunktion
3ry
2 B a
1r /
y=x*
a
| ! | ! |
OU 1 2 3
X
Bild MA2242A: a-+ 112735502
2052372
y 3T
a
2 V4
Vi
A §\
! ‘
a
0 1 I 1 I
1 2 3
X
Bild MA2242B: a- =+ 112735502
2052372
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2.2.4.3. Algebr aische Funktionen 2. Ordnung

2.2.4.3.1. Allgemeine Form

A*x%+ B*x + C*y*+ D*y+ E+ F*x*y =0
Je nach Koeffizienten ergeben sich verschiedene Kurvenformen, die auch als Kegel schnitte bezei chnet werden:

- Ellipse

- Kreisas Sonderfall der Ellipse
- Punkt als Sonderfall der Ellipse
- Parabel

- Doppelgerade

obere Kurven ergeben sich als Schnitt zwischen einem Doppelkegel und einer Ebene im dreidimensionalen
Raum, siehe Kap. 4.

2.2.4.3.2. Einflu’ des gemischten Terms

OhneAbleitung: Der gemischte Terme F*x*y bewirkt eine Drehung in der x-y-Ebene. Um diesen Term zu elemi-
nieren, muf3 eine Drehung des x-y-K oordinatensystems um den Winkel ¢ auf das u-v-Koordinatensystem vor-
genommen werden. Die Variablen x und y miissen ersetzt werden durch

[x] (oos«p) s‘n(<p))[u]
y sin(gp) cos(e) J\ v

. 2F
mit tan(2p) = ——
(2¢) AT C

Im u-v-Koordinatensystem verschwindet der gemischte Term. Dieser praktisch reativ seltene Fall sollte nur
erwahnt bzw. angedeutet werden. Im folgenden sollen nur noch Funktionen mit F = O betrachtet werden.

2.2.4.3.3. Parabel

C=0,F=0 A*X?+B*x+D*y+E =0

y - - %[sz + BX + E] (bekannt)

2.2.4.3.4. Gerade

a) C=0,F=0,A=0 B*x+ D*y+E =0
y = - %[Bx + E] (auch bekannt)
b) B=0,D=0,E=0,F=0 A*X?+ C*y* =0

y =% ’%*x (Doppelgerade)
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2.2.4.3.5. Allgemeine Form von Kreis, Ellipse und Hyper bel (Punkt)

Diesedre (vier) Formen erhdlt man, wenn beide quadratischen Koeffizienten A und C ungleich Null sind:

A=0 Bx=0 Ax2+Bx+Cy*+Dy+=-E
2 2 2 2

AX2+2iX+ i +Cy2+2Ly+ L = E+B=+D=
2C 2C 4A  4C

A B)? C D)\?
B2 bz XAl "m pz Y'g) ?
B+D=7E B=+D=7E

4N 4AC 4N 4C

Obere Gleichung &3 sich, je nach Vorzeichen, umformen in eine der drei Arten A, B oder C:

xfxo2 yfyo2
Al + =1
a b
xfxo2 yfyo2
B] - a + 5 =1
X7X02 y7y02
C] - =1
a b

Xo» Yo bewirken eine Verschiebung in x bzw. y
ab bewirken eine Streckung (Stauchung) in x bzw. y

Im ersten Schritt sollen oberen die Funktionen mit x, =0, y, = 0, a= 1, b = 1 untersucht werden, damit ergibt
sich:

Al X2+y=1 <=> y=#/1-x%°
B] X+y=1 <=> y = #/1+x?

7

C] x2-y?=1 <=> y = #/x%-

Die Funktionen A, B und C sind auf Arbeitsblatt MAI-8, Bild MA2235A, dargestellt. Die Funktion A ist ein
Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems. Die Funktion B ergibt sich als eine Hyperbel
mit zwei Asten, die nach oben und unten getffnet sind. Die zwei Aste der Hyperbel von Funktion C sind nach
rechts und links gedffnet.

Die Funktionen B und C haben die gleichen Asymptoten, mit x* >>1 gilt:

Bl y = /X2 +1 = /X% = #x a y = #/x2 -1~ £/x2 = +x

Im zweiten Schritt sollen diedrei Funktionen mit x, =0, y, =0, a# 0 und b # 0 untersucht werden, damit ergibt
sich dann:

Al [§]2+(%]21 <=> yib\1(§]2
B] (§]2+[%)21 <=> yib\1+(§)2

SRS i

Version 1.2 22. Dezember 2000




140 2. Funktionen
Diedrei Funktionen sind auf Arbeitsblatt MAI-8, Bild MA2235B dargestdl|t.

Die Funktion A ist eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt und den Halbachsen ain Richtung und bin
y-Richtung.

Skizzieren der Ellipsee - Rechteck mit y = b und x = a zeichnen
- Ellipse skizzieren, die das Rechteck viermal tangiert.

Die Funktion B ist eine nach oben und unten gedffnete Hyperbel mit den Scheitel punkten:
(X2 =0, Ya = +a) und (X2 =0, Yo = -8)
Zur Konstruktion der Hyperbel B:
- Rechteck um die zugehdrige Ellipse. Dazu in x-Richtung +a und in y-Richtung +b eintragen.
Asymptoten sind Geraden als Verlangerung der Diagonalen des Rechtecks.
- Scheitel punkt, siehe oben, eintragen.
- Kurve skizzieren.
Die Funktion C ist eine nach rechts und links gedffnete Hyperbel mit den Scheitel punkten:
(Xa=-3 Y2 =0) und (Xe=+a, Yo =0)
Die Konstruktion erfolgt wie bei B, nur mit anderen Scheitel punkten.
Im dritten Fall, der allgemeinen Funktion, werden zusétzlich auch noch die Werte x, und y, allgemein gehalten.
Ein Beispiel dafir ist auf Arbeitsblatt MAI-8, Bild MA2235C dargestellt. Ein Vergleich der Bilder MA22435B
und MA22435C zeigt, dal? sich das Bild C durch Verschiebung ergibt, in x um X, und in y um y,.
Konstruktion von Bild C, wie bel Bild B, nur der Mittelpunkt des Rechtecksist X, Yo
Ist eine algebraische Funktion 2. Grades (ohne Drehung, F=0), z.B. die Funktion
4x%- 48X + 9y?- 144y + 684 =0

gegeben, muld durch Ausklammern und quadratischer Erganzung in eine der Grundformen umgestel It werden.
Fir oberes Beispid:

A(x2 - 12x + 36) + O(y? - 16y + 64) = -684 +4*36 +9* 64
4(x -6)%+9(y-8)?%=36

1
9

(a5 e

Durch Vergleichen mit der allgemein Form ergibt sich: x,=6,y,=8,a=3,b=2

(xf6)2+%(y78)2:1

Das sind "zufélliger Weise" die Werte, die auch im Bild C dargestellt sind.

Zur Konstruktion der Kurve mufd erstmal unterschieden werden, welche der drei Formen A, B oder C entspricht
der umgeformten Gleichung. In diesem Fall der Kurve A. Dann ist der Mittel punkt zu markieren und das Recht-
eck einzeichnen. Im Fall der Ellipse kann die Kurve sofort skizziert werden. Falls essich um die Hyperbel B oder
C gehanddlt hétte, miten zum Skizzieren der Funktionskurve vorher noch die Asymptoten und der Scheitel-
punkt eingezeichnet werden.
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2.2. Analytische Funktionen 141

Arbeitsblait MAI-8

y 4r Al Kreis
3t X+y?P=1<=>y - /1-x?
2 —
| ~c B] Hyperbel 1

Xy =1 <=>y = /1 +x?

-4 -3 -2 a 2 3 4
X C] Hyperbel 2
I X2-y?=1 <=> y = y/x*-1
B o A
3F D] Asymptoten y = %X
4
Bild MA22435A.: Kreis und Normal-Hyperbeln

Bild MA22435B: Funktion von Bild MA22435A um die Faktoren a=3 in x und b=2 in y gestreckt

wawe (33 [ e [
N KRS R I R Y

N2 (y)E . ()2 (y)? _ ) Xz,, Xz,
C] Hyperbe 2 [5] (B) 1(5] [B) <=> vy =tb (EJ 1-=4%2 3 1

D] Asymptoten y = igx = i%x
a

w]|x
N————
N
L
N
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142 2. Funktionen

Arbeitsblatt MAI-9 Beispiele Verschiebung Ellipse und Hyperbel

Diedre gegebenen algebraischen Funktionen
A] 4x%- 48X + 9y? - 144y + 684 =0
B] -4X% + 48X + 9y? - 144y + 396 =0

C] 4x%- 48X - 9y* + 144y - 468 = 0
werden mit Hilfe quadratischer Ergénzung umgeformt:
Al x-6)*,(y-8)°_,
3 2
B] (x-6)*,(y-8)*
3 2
q x-6)* (y-8)°_,
3 2
Verglichen mit den drei Normalformen
2 2
Al e Y LA}
a b
2
B] B i) I A ()
a b

N

N

ergibt der Koeffizientenvergleich
X =6 Yo=8 a=3 b=2

Daraus lassen sich unten dargestellten Funktionen konstruieren.

y le |
B
£
y %aﬁ.éaﬂ/
—C
c T
b
8 +
Lo,
A
X, B
! ! !
6 3 0 3 6 9 12 15 18

Bild MA22435C
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2.3. Transzendente Funktionen 143

2.3. Transzendente Funktionen

2.3.1. Einleitung

Transzendente Funktionen sind Funktionen, die als Ergebnis transzendente Zahlen ergeben.

Transzendente Zahlen

Rationale Zahlen sind alle Briiche. Beispid: = 0.285714285714

~IN

Dierationalen Zahlen habenim Dezimalformat eine Periodizitét, dietranszendente Zahlen (oder auchirrationale
Zahlen) nicht aufweisen. Ausfihrlichere Hinweise zu Zahlenmengen werden im Kapitel 3 gegeben.

Ber echnung transzendenter Funktionen
Die am weitesten verbreiteste Berechnung ist die Reihenentwicklung. Beispid: Die Winkelfunktion cos(x) kann
mit Hilfe der Reihe

2 6
cos(x):l—%+x=— X

+ —...

4
24 720

im Bogenmal3 berechnet werden. Weitere Hinweise zu Rethen in Kap. 2.3.8 und im 2. Semester im Kap. 8.

Die bekanntesten transzendenten Funktion sind:

Winkelfunktionen: sin(x), cos(x), tan(x), cot(x)
Umkehrfunktionen dazu: arcsin(x), arccos(x), arctan(x), arccot(x)
e-Funktion: e

Umkehrfunktion dazu: In(x)

Hyperbel funktionen: sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x)
Umkehrfunktionen dazu: arsinh(x), arcosh(x), artanh(x), arcoth(x)

Die oben erwahnten transzendenten Funktionen sollen in den nachsten Abschnitten vorgestellt und untersucht
werden.

2.3.2. Trigonometrische Funktionen

Diese wéren: sin(x), cos(x), tan(x), cot(x)
Umkehrfunktionen dazu: arcsin(x), arccos(x), arctan(x), arccot(x)

2.3.2.1. Bogenmal und Einheitskreis

Wie erfolgt die Angabe der Winkelgréfze ? Aus der Schule und dem Leben ist bekannt: Ein rechter Winkel
betréagt 90° und ein Vollwinkel weist 360° auf. Die Bezeichnung fur “°” ist Grad oder auf Englisch degree
(“deg” auf Taschenrechner), das Einheitensystem ist das Gradmal3.

Vermessungstechniker z.B. zéhlen einen rechten Winkd mit 100° und einen Vollwinkel mit 400°. Die Bezeich-
nung hier fir ist Neugrad oder auf dem Taschenrechner “gra”.

Mathematiker und auch praktische Ingenieure haben ihre eigene Winkelzéhlung: Ein rechter Winkel weist den
Wert n/2 auf und ein Vollwinkd demnach den Wert 2x. Die Berechnung mit rad fuhrt in keinem Fall zum
Fehler. Ubersichtlicher ist die Berechnung mit Grad. Die Einheit Grad kann immer dann verwendet werden,
wenn das Argument nur in der trigonometrischen Funktion oder der Umkehrfunktion (Arcus-Funktion) verwen-
det wird.

Achtung: Taschenrechner richtig einstellen.
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144 2. Funktionen

Bild MA2321A: Winke-Definition am allgemeinen Kreis

Die Winkel im Bogenmal3 (und auch trigonometrische Funktionen, Darstellung spéter) sind am Kreis definiert,
siehe Bild MA2321A. Der Winkel ist definiert als das Verhaltnis von Bogenlange b zum Radius .

_ Bogenlange _ b

Radius r

Die Einheit ist Radiant oder als Abkirzung "rad".
[¢] =rad
Physikalisch ist die Einheit 1. "Rad" braucht bei der Angabe des Winkels nicht angegeben werden, nur bei be-

sonderer Hervorhebung. Dagegen ist die Angabe grad bzw. “°” (z. B. ¢ = 60°) unbedingt erforderlich, damit
keine Verwechdung auftritt.

Bild MA2311B: Definition des Winkels am Einheitskreis

Der Einheitskreisist ein Kreismit den Radiusr = 1. Auf3er der oberen Winke-Definition am allgemeinen Kreis,
gibt es auch die Definition am Einheitskreis nach Bild MA2321B. Mit r = 1 ergibt die allgemeine Definition:

b
- = =Db
1 ¢

die Definition am Einheitskreis: Der Winkel in rad ist die Bogenldnge am Einheitskreis.
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2.3. Transzendente Funktionen 145

Richtung und Nullpunkt:

Der mathematische Nullpunkt des Winkel liegt, wie schon oben eingezeichnet, auf der positiven x-Achse. Die
positive Winkelrichtung wird entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn gezéhlt, also linksrum. Dabel wird erst der 1.
Quadrant, dann der 2. Quadrant, danach 3. und 4. Quadrant durchfahren. Nautiker zéhlen den Winkel in Voraus-
richtung "Nord" und rechtsrum.

Winke im Gradmal} Winkel im Bogenmal}
0° 0
30° /6
45° /4
60° /3
90° /2
120° 2n/3
135° 3n/4
180° £
270° 32z
360° 21
-90° -1t/2

2.3.2.2. Definition der Winkelfunktionen

2.3.2.2.1. Definition am rechtwinkligen Dreieck

Hypotenuy, y| Gegenkathete

Lp X )
AnKkathete

Bild MA23221A

Die Winke funktionen sind am rechtwinkligen Dreieck, siehe Bild MA23221A, wie folgt definiert:

sin(e) - Gegenkathete _ y

Hypotenuse r
Ankathete X
cos(p) — oo T = T
ypotenuse r
Gegenkathete
tan(g) = e - Y
Ankathete X
Ankathete X
cot(g) = — =T = L

Gegenkathete vy
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146 2. Funktionen

2.3.2.2.2. Definition am Einheitskreis (EK)

Zeichnet man wieder den Einheitskreis mit dem Radius 1, so kénnen die Werte fir den Winkel ¢ der oberen
Definition in der x-y-Ebene abgel esen werden, siehe Bild Ma23222A.:

X = cos(¢) y =sin(e) t = tan(e) c = cot(¢)
(4
I
|
7 |
| t
y |
0
L 0 x l
Bild MA23222A: Winke funktionen am Einheitskreis

2.3.2.2.3. Definition Uber Differential-Gleichungen (DGL)

Nicht fir das 1.Semester wichtig, nur erst fir 3. Semester. Die Winkdfunktionen sind auch die Lésungen der
DGL mit den Anfangsbedingungen:

cos(X) sin(x)

y'= -y y'= -y
y(x=0) =1 y(x=0) =0
Yy (x=0)=0 y(x=0)=1
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2.3. Transzendente Funktionen 147

2.3.2.3. Funktionswer te und Funktionsgrafen

Fur die Werte ¢ =0°, 30°, 45°, 60° und 90° sollen die Sinus- und Kosinus-Werte berechnet werden:

¢=0° ausEK => x=1 y=0
=> cos(0) =1 sn(0) =0
¢ =90° ausEK => y=1 x=0
=  cog(1)=0 sin(0) =1
¢ =45°
!
v
9=+ Bild MA2323A
X
Pythagoras: X2+y?P=1
aus Skizze: X=y
X2 +y?=1=2x => X =y = %
H o o 1
sin(45°) = cos(45°) = 5
¢ =30°
Ky
60°
1
@ =30° y=12
X
z
Bild MA2323B
aus Skizze: y = 1
2
1)? 3 3
hagoras: X=,01-1=) =,==*+-
Pythag [2) 4 2
cos(30°) - X - g sn(30°) - y - %
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148 2. Funktionen

¢ = 60°

Vertauschen von x und y fir 30°ergibt : cog(60°) = % sin(60°) =

N[

Berechnung der Funktionswerte auf3erhalb 0 bis 90° erfolgt mit Hilfe des Einheitskreises, siehe Bild MA2323C.
Z.B. ergibt sich der cos(¢g) durch Ablesen des x-Wertes.

= IN2 —=

Bild MA2323C

AusBild MA2323C:  ergibt sich cos(135°) = 1.
>

Tabelle:

0] 0 30 60 90 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
cos() | 1 B 1| E
2 2

S
N[
o
Nﬂ‘l—‘
N[
o
N[
S
N

Auf Arbeitsblatt MAI-10 sind die trigonometrischen Funktionen

- cos(x)
- sin(x)
- tan(x) und
- cot(x)

dargestdlt. Die Sinus- und auch die K osinus-Funktion haben, wie erwartet durch Drehung am Einheitskreis, die
Periode eines Vallwinkel von 2w, Dader Tangens das Verhaltnis von Gegenkathete zu Ankathete ist, oder im x-
y-Koordinatensystem von y/x ist, fihren die beiden Ausdriicke

zum gleichem Ergebnis. Somit erhalten die tan-Funktion wie auch die cot-Funktion eine Periode von . Wegen
der Division durch Null wird die tan-Funktion an der Stelle x=m/2 (und an ungeraden Vielfachen von w/2) un-
endlich. Die cot-Funktion wird an ganzen Vidfachen von © unstetig.
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Arbeitsblatt MAI-10

cos(x) sin(x)

0.

-3.14 -1.57 0.00 1.57 314 4.71  6.28 7.85 942 11.00 12.57
- -2 0 /2 T 3m/2 2 Sw2 3w T2 i

-180° -90° 0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720°

Bild MA2323D: Al y = cos(x) B] y =sin(x)

v 6
L C 1 C M cC

4

2
C
\

0

-2

XD 1-p 7P ~ D

-4

'6 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il

-3.14 -157 0.00 157 314 471 628 785 942 11.00 1257
-7 -71/2 0 2 T 32 2n SA2 3% 72 4n
-180° -90° 0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720°

Bild MA2323E: C] y =tan(x) D] y = cot(x)
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150 2. Funktionen

2.3.2.4. Zusammenhang zwischen den Winkelfunktionen

Die Aufgabeist, eine Winkefunktion durch eine andere zu berechnen.

r= y = sin(x)

x = cos(x) - Bild MA2324A

Pythagoras: cog(X) + sin?(x) = 1
cos(X) = {1 - sin?(x)
sn(x) = y1 - cosi(x)

tan(x) - ¥ - S
X cos(X)
tan(x) - sn(x) 1 - cos(x)

1-sn(x) cos(x)

Die cos-Funktion um 7/2 oder 90° nach rechts verschoben lautet:

oos[x - %) = cos(x-90°)

Dieser Ausdruck entspricht der Sinusfunktion:

oos(x - %) - §n(X) = cos(x-90°)

Die cos-Funktion um = oder um 180° nach rechts verschoben ergibt die negative cos-Funktion:

Cog(X-T) = -cos(X).

Dadie cos-Funktion in 2w periodisch ist, hat die Verschiebung um 2w keine Auswirkung:

cos(x-27) = cos(X).

Die cos-Funktion um /2 nach links verschoben ergibt die negative sin-Funktion:

cos(x+m/2) = -sin(x).
Zusammenfassung auch mit sin-Funktion ohne Beschreibung:

cos(X-m*N) = -cos(X) fur n ungerade
cos(X-1*n) = cos(X) fur n gerade
cos(x-1/2) = sin(x)

cos(x+m/2) = -sin(x)

sin(x-n*n) = -sin(x) fur n ungerade
sin(x-m*n) = sin(x) fur n gerade
sin(x-n/2) = -cos(X)

sin(x+m/2) = cos(X)

Dain den Abschnitten 2.3.2.5 bis 2.3.2.8 die komplexe Rechnung benétigt wird, werden
diese Abschnitte nach Abschlu3 des K apitels 3 behandelt. Die Vorlesung wird mit Ab-
schnitt 2.3.3 fortgesetzt.
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Wiedereinstieg nach Kapitel 3:

2.3.2.5. Additionstheoreme

Die Ausdriicke

sin(o+p) =?

cos(a+p) = ?
lassen sich am einfachsten mit Hilfe der komplexen Rechnung ermitteln.
Die Zahlen
z,=€* und  z,=¢€P
werden miteinander multipliziert
2, = drgb = o
@™ = [cos(e) +j sin(a)]* [cos(B) + j sin(B)] = cos(a)*cos(B) +j sin(ex)* cos(B) + j cos(ex)*sin(P) - sin(a)*sin(B)
cos(e+p) +j sin(a+f) = [cos(e)*cos(P) - sin(e)*sin(B)] + j[sin(e:)* cos(p) + cos(e)*sin(B)]

Komplexe Zahlen sind einander gleich, wenn Real- und Imaginérteil gleich sind. Somit ergeben sich durch
K oeffizientenvergleich der oberen Gleichung die Additionstheoreme:

cos(e+p) = cos(«)* cos(p) - sin(«)*sin(B)
sin(a+p) = sin(a)*cos(B) + cos()*sin(B)

2.3.2.6. Vielfache von Winkelfunktionen

cos(2er) = cos’(e) - sSin(er) (Herleitung tber « = p)
sin(2¢) = 2*sin(e)* cos(ct) (Herleitung Uber o = B)

EF = [cost@) + jsin(@)?®

€% = cos¥(«t) + 3j sin(e)* cos(ex) - 3cos(e)*sin?(«) - j sin®(ex) = cos(3cx) + j sin(3cr)
cos(3a) +j sin(3e) = [cos¥(ex) - 3cos(a)*sin?(ex)] + j[3sin(e)* cos(cx) - sin¥()]

cos(3c) = cos¥(ax) - 3cos(e)* sin®(er) = cos¥(cx) - 3cos(e)[1 - cos¥(x)] = 4cos(c) - 3cos(cr)

sin(3a) = 3sin()*cosX(«) - sin®(e) = 3sin(a)[1 - sin¥(«)] - sin(«) = -4sin(«) + 3sin()

2.3.2.7. Addition zweier Cousins-Schwingungen gleicher Frequenz

Addiert man zwei Kosinus-Schwingungen gleicher Frequenz, verschiedener Amplituden und verschiedener
Phasenwinkel, so ergibt sich eine dritte Kosinus-Schwingung auch mit der gleichen Frequenz und wiederum
anderer Amplitudeund anderem Phasenwinkel. Dieerwahnte Addition ist auf Bild MA2326A (Arbeitsblatt MAI-
11) dargestellt. Wenn dieses so ist, sollte dieses auch mathematisch nachvollziehbar sein.

Ansatz fur eine allgemeine K osinus-Schwingung:

y(X) = a* cos(X+Xo)
Die obere Schwingung ist eine Kosinus-Funktion der Amplitude a. Durch den Wert x, wird das Maximum der
Funktion nach links verschoben. Beim oberen Ansatz gibt x, den Wert an, der vom Maximum der Schwingung

in positiver Richtung nach x = 0 (y-Achse) zeigt.
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In Bild MA2326A (Arbeitsblatt MAI-11) sind die zwei Funktionen

Y, = a* cos(X+e;) = 3cos(X+60°)
Yo = 8* Cos(X+0ty) = 4cos(x+180°)

dargestdlt und dessen Summe. Fir die Summe erfolgt ein gleicher Ansatz
Y3 = 8" cos(x+ary)

Gleichsetzen und Anwenden der Additionstheoreme liefert:

Ya=Yit Y
&* cos(X+ag) = ay* cos(x+ay) + a* cos(x+aty)
ag* cos(03)*cos(x) - ag*sin(ag)* sin(x)
= a*cos(a,)*cos(X) - a*sin(o,)*sin(x)
+ a*cos(a,)*cos(X) - a*sin(a,)*sin(x)
Die obere Gleichung soll fir jedesx erfiillt sein. Diesesist nur der Fall wenn die Terme cos(x) und sin(x) einzeln

gleich sind. Die obere Gleichung ergibt durch Aufspalten zwei nichtlineare Gleichungen flr die zwei gesuchten
Unbekannten a; und «.

&*sin(a,) = a*sin(a,) + &*sin(a,) 3" cos(tt) = ay* cos(aiy) + &* cos(ct,)
Durch Division der beiden oberen Gleichungen 181 sich o5 bestimmen:

agxsin(c,) - ten(ay) - a *sin(ee,) + a,*sin(a,)
a,+00(ct,) a, +cos(e;) + a,+cos(ct,)

Zur Bestimmung von a; werden die zwei Gleichungen quadriert und danach addiert:

[a,*sin(e)]? + [ag+cos(ey)])? = allsind(a,) + coR(ay)] - a2

8 = la,*cos(ay) + a,cox(e,)]” + [a=sin(e,) + &,+sin(a,)]’

Der Aufwand fur die Addition zweier Schwingungen ist reativ grof. In der Wechsel stromrechnung miissen
héaufig Schwingungen glei cher Frequenz addiert werden. Darum muf3 versucht werden, die Addition von Schwin-
gungen zu vereinfachen. Werden die komplexen Zahlen

z, = a;«e" = a[cos(o,) + jsin(a,)]
z, = a«e" = ays[cos(o,) + jsin(a,)]

addiert ergibt sich: '
z, -z, + 2, - [aroos(@y) + a<cos(wy)] + jlaysin(ay) + ay+sin(e,)] - 8y

Die Umformung von Komponenten in Exponentialform ergibt:

8, = |f[a,xcos(@y) + a,*cos(e,)]? + [a rsin(c,) + ayrsin(a,)]?

an a,; xsin(e,) + a,=sin(e,)

‘a,+cos(et) + @,+cos(e,)

o, = arct

Fazit: Mit Hilfe der komplexen Rechnung lassen sich zwei Schwingungen gleicher Frequenz addieren. Zwei
Zahlen komplex zu addieren ist wesentlich einfacher, als die obere Addition im Zeitbereich.

Auf Arbeitsblatt MAI-11 ist ein Schema zum Addieren zweier Schwingungen angegeben, mit Beispiel.
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Arbeitsblatt MAI-11

X 1) gra

Bild MA2326A: Addition zweier Kosinus-Schwingungen

Y1 = a* cos(x+a;) = 3cog(x+60°)
Y, = 85* cos(x+at,) = 4c0s(x+180°)
Ys = 8* cos(X+03) = 3.606c05(x+133.97)

Schema zum Addieren zweier K osinus-Schwingungen

Al Winkd o, und e, feststellen durch den Vergleich mit der oberen Form, oder aus Skizze ablesen. Dabei
zahlt der Winkel von Maximum nach x = 0 oder t = 0.

B] Amplitude a, und a, feststellen durch Vergleich.

Cl Komplexe Zahlen bilden: z - a, e z - a, e

B] Komplexe Zahlen addieren: zZ,-2z+2 - a < + a,xe'? = a xel™

E] &, und o3 mit Hilfe aus der oberen komplexen Zahl ablesen.

F] & und o3 wieder in Schwingung Ubertragen: Vs = 85* CoS(X+0t5)

Zahlenwert-Berechnung fir oberes Beispiel:

Al o, = 60° o, = 180°
C] z, = 3/60° Z,=4/180°

D] z,=3+/60° + 4/180°

E] z,=(L5+j2.508) -4+ 0
2,=-2.5+j2.598 = 3.606/133.9°

A ys(X) = 3.606* cos(x+133.9°)
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Beigpidl: (Studenten)
gegeben: Yy, = 3*cos(x+60°)

Y, = 4* cog(x+1207)
gesucht: Ya=Yit+ Yo
L ésung: Y5 = 6.083* cos(x+94.72°)

2.3.2.8. Sinus- und K osinussatz

Das Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ wird nach Bild MA2327A in die komplexe Ebene gelegt. Die Seiten wer-
den als komplexe Zeiger eingezei chnet.

Im

Bild MA2327A
Aus Bild MA2327A ergibt sich:
a=a
b = b/180-y = b*cos(180°-y) + j b*sin(180°-v) = -b*cos(y) + j b*sin(y)
c*cos(B) +j c*sin(B)
b

+

10101

1D

Gleichsetzen der oberen Summe liefert:
a- b*cos(y) +] brsin(y) = c*cos(B) +j c*sin(p) (A)
Komplexe Zahlen sind nur gleich, wenn auch dessen Komponenten Real- und Imaginérteil gleich sind:

a- b*cog(y) = c*cos(p)
b*sin(y) = c*sin(B) (B)

Die Gleichung (B) umgeformt ist als Sinussatz bekannt:

sn() _ sin(y) _ sin(«)
b c a

Aussage: Diedre Quotienten vom Sinus des gegentiberliegenden Winke s zur Seitenlangesind bei einem
Dreieck alegleich.
Wird von der Gleichung (A) auf beiden Seiten die Betragshildung durch gefihrt, erhalt man:
[a- b*cos(y)]? + b*sin’(y) = ¢ cos’(B) + c*sin(B)
a - 2ab*cos(y) + b**[cos(y) + sin(y)] = c*[cos(B) + c*sin(p)]

Da das Quadratsumme vom Sinus und Kosinus "1" ergibt, 183t sich aus der oberen Gleichung der Kosinussatz
ableiten:

& - 2abcos(y) + b? = ¢
Aussage: Bildet man die Summe aus den Quadraten zweier Seiten an eéinem Dreieck und subtrahiert

davon das Produkt beider Seiten, multipliziert mit dem zweifachen Kosinus des eingeschl osse-
nen Winkels, so erhdlt man die gegeniiberliegenden Seite zum Quadrat.
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2.3.3. Arcus-Funktionen

Fur welchen Wert von x gilt die folgende Aussage:
sin(x) =0.5

Die obere Aussage besagt nach Arbeitshlatt MAI-10 (Bild MA2323D): Wann ist der Funktionswert y(x) = 0.5.
Diesesist aber an mehreren Stellen x der Fall. z.B. fur

x =30°, X =150°, x =390°, usw.

Alsoist die Aussage mehrdeutig. Obere Methode, die Gleichung auszuwerten, ist mehr die praktische. Mathema-
tisch muf3 von der Funktion y = sin(x) die Umkehrfunktion gebildet werden. Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktion heif3en Arcus-Funktionen. Die Bezeichnung erfolgt, in dem der Originalfunktion ein "arc" vor-
angesetzt wird

trigonometrische Funktion Arcus-Funktion
y =sin(x) y = arcsin(x)
y = cos(x) y = arccos(x)
y = tan(x) y = arctan(x)
y = cot(x) y = arccot(X)

In Kapitel 2.1.10 wurde gezeigt, die Umkehrfunktion ergibt sich grafisch durch Spiegeln an der Geraden y = x,
was bedeutet x und y Werte zu vertauschen. Diesesdurchgefiihrt, ergibt dievier Funktionen, die auf dem Arbeits-
blatt MAI-12 dargestellt sind. Man kann dabei im eigentlichen Sinne nicht mehr von Funktion sprechen, denn
die Funktion war die eindeutige Zuordnung von einem x-Wert zu einem y-Wert. Um dieser Problematik zu ent-
gehen, werden Hauptwerte definiert, wo die Funktion dann eindeutig definiert ist. Diese sind in den Arbeits-
blattern eingetragen und haben je nach Funktion verschiedene Bereiche.

Hauptwerte

arcsin(x) f% <y < % -90° <y < 90°
arccos(x) O<y<m 0<y<180°
arctan(x) —% <y< % -90° <y < 90°
arccot(x) O<y<m 0<y<180°

Ein Taschenrechner liefert den oberen Bereich der Hauptwerte als Ergebnis.
Wenn in einer Gleichung (z.B. in Kap.1.5.1) ein Ausdruck z.B.
sin(x) =0.5

vorkommt, sind nicht nur die Hauptwerte, sondern alle vorkommenden Werte innerhalb einer Periode 2w zu
untersuchen.

Fur einen Bereich aufRerhalb der Hauptwerte muf3 die Arcus-Funktion gesondert angegeben werden.
Die Funktionen y,, bisy, in Bild MA233A lassen sich mit Hilfe der Hauptwerte wie folgt beschreiben:
y1 =arcsin(x)
Y, = m-Yy, =7 -arcsin(X) = 180° - arcsin(x)
Vs =V, + 21 = arcsin(x) + 2 = arcsin(x) + 360°
Ya=3m -y, =3m - arcsin(x) = 540° - arcsin(x)

Entsprechendes fir gilt fir die Kosinus Funktionen nach Bild MA233B:

Ys = arccos(x)
Ye = 2T - Y5 = 27 - arccos(X) = 360° - arccos(x)
Y7 = Ys + 2m= arccos(x) + 21 = arccos(x) + 360°
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156 2. Funktionen

Aber auch arccos(x) und arcsin(x) kénnen sich durch jeweils die andere Funktion ausgedriickt werden. Nach
Arbeitsblatt MAI-12 ergibt sich durch Verschiebung:

T
Ys = ? -y
arccos(X) = % - arcsin(x)
Achtung: Bei der Berechnung von Arcus-Werten ist auf die Einstellung Grad- oder Bogenmal3 zu achten.

Am Taschenrechner ist dieses normal erwei se umzustel len. Computerprogramme rechnen mei-
stensim Bogenmal3.

Wenn nur mit geometrischen Winkeln gerechnet wird, ist die Einstellung Bogen- Gradmaf3 egal. Nur, muf3 dann
immer mit einer Art gerechnet werden.

Falls das Ergebnis einer Arcus-Funktion weiter benutzt wird zum Rechnen, auf3er zum Einsetzen in Winke-
funktionen, muf3 unbedingt im Bogenmal3 gerechnet werden.

arcsin durch arctan ausdr iickt

sin(y) = x => y = arcsin(x)

) - SNO)  _snG) __ x
o) JIsny) (T

X

arctan[tan(y)] = y = arctan
V1 -x?

arcsin(x) = arctan
V1 - x?

weitere Umfor mungen:

arccos(x) = arccot

V1 - x?

arctan(x) = %— arccot(x) = arcsin
V1 +x?

arccot(x) = T arctan(x) = arccos—
2 1+ X2
arccot(x) = arctan( 1] x>0
X
arccot(x) = arctan( 1] + T x<0
X
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Arbeitsblatt MAI-12

o 4n
y 1257] 720
11.00 /h 630° n/2
\ Vs
9.42 540° 3n
7.85 > 450° 512
6.28 360° 27
: Ys
v
4.71 N 270° 3n/2
- y:
3147 180° n
/(\ 1.57 > 90° /2
H 0.00 0° 0
\ / [ 1
-1.57 ] 90° -n/2
3.14 7 0 1 180
Bild MA233A: y=arcsin(x)
o 47
y 1257 720
11.00 630° /2
9.42] 540° 3n
7.85 450° Sn/2
6.28 360° 2n
4717 270° 3n/2
ﬁ 3.14 180° T
@ LS7f 90° 72
0.00 0° 0
-1.57 90° 2
3.14¢ 0 ¢ -180° T

Bild MA233C: vy =arctan(x)

H = Hauptwerte
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12.57 [
11.00
9.42 )
- Y7
7.85
6.28
4.71
i Ys
3.14 /\
r Ys
1.57 H
0.00 \ \)/
-1.57
-3.14 1 0 1

Bild MA233B: y = arccos(x)

12.57

11.00

9.42

7.85

6.28

4.71

3.14 {\
[ |

0.00

-1.57

-3.14 p

Bild MA233D: y = arccot(x)

157
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2.3.4. Exponential-Funktion

Allgemeine Form
Die allgemeine Form der Exponentialfunktion lautet:
y=b*

Wichtiger als die obere allgemeine Form ist die e-Funktion mit dem Wert e als Basiszahl. Besonders bei
langen Exponenten ist auch die "exp" Schreibweise tblich.

y = € = exp(ax)

Die Zahl e nennt sich Eulerzahl und hat den Wert

und kann berechnet werden tber

n
e - lim 1.1
N—co n

oder Uber

e:i+1+ I, L + o
1

12 123 1x2+3%4

Computerprogramme oder Taschenrechner enthalten meistens nur die e-Funktion . Die allgemeine Form kann
dann wie folgt berechnet (Herleitung spéater nach Vorstellen der In-Funktion):

ha - glaxin®)

Einige technische Anwendungen

Der Spannungsverlauf beim Entladen eines Kondensators, Bild MA234A, kann mit Hilfe der e-Funktion be-
rechnet werden (Herleitung erst in EGIII):

I o t

t=0 ut) = u(t=0)~e R
— C R
u(t)

Bild MA234A

Die Anzahl der noch vorhandenen Teile N beim radioaktiven Zerfall verlauft auch nach einer e-Funktion
N(t) = N(t=0)*e"T

mit T - Halbwertszeit T =1/In(2)

Beispiele: Co60 t=52a Ra222 1 = 1620a
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Funktionsgrafen
Funktionsgrafen von Exponential-Funktionen sind auf Arbeitsblatt MAI-13 dargestellt.
In Bild MA234B sind allgemeine Exponential -Funktionen

y=&a
mit verschiedenen Basen adargestellt. Je grof3er die Basis wird, desto schneller steigt die Funktion an. Wichtig,
sind die Basen 2, eund 10. Fir Basen grof3er 1 ergibt sind eine monoton steigende Funktion und fir Basen klei-
ner 1 sind die Funktionen monoton fallend. Ein Negieren des Exponenten ergibt ein Klappen um die y-Achse.
In Bild MA234C ist der Einflul3 der Streckung in x einer e-Funktion untersucht:

y=¢&*

Fur positive aist die Funktion monoton steigend und fr negative a monoton fallend. Je grof3er der Wert awird,
desto grofiRer wird auch die Steigung der Funktion.

Definitionsmoglichkeit der e-Funktion

Wichtig nur fir das 3.Semester:

Diee-Funktiony = € ist die Lésung der Differential-Gleichung (DGL)
Y=y

mit der Anfangsbedingung

y(x=0) = 1
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Arbeitsblatt MAI-13 Exponential -Funktionen

y=e* y=10’; _ y=1 y=é*

Bild MA234B: Allgemeine Exponential-Funktion y = &

a-= i,i,i,ze,lo
10 e 2
y=e0.5x y=e
y=eo,5x
y=e*

0 25x

y=e

Bild MA234C: eFunktiony = &~

a- 212 -

N
N
N
N[
=
()
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2.3.5. Logarithmus-Funktionen

Definition und Funktionsgraf
Die Logarithmus-Funktion ist die Umkehrfunktion zur Exponential-Funktion.
Zur Funktion
y=&a
gehdrt die Umkehrfunktion:
y =10g.(x)

"log" bedeutet allgemeiner Logarithmus. Der tiefgestellte Index "a" bedeutet, dal? der Logarithmus zur Basis a
gebildet werden sall.

Der Ausdruck
logg(125) = ?

sagt aus, dald der Logarithmus zur Basis 5 von 125 gebildet werden sall. Impliziert steht die Frage dahinter: "5
hoch wievid ist 1257

57=125
Antwort: logs(125) = 3

Welche Basen sind wichtig? Diewichtigste Basisist wieder die Basise. Dieser Logarithmuswird auch als natiir-
licher Logarithmus bezeichnet. Eine Basis die auch gebraucht wird ist der dekadische Logarithmus zur Basis 10.
Vereinzelt wird auch der Logarithmus zur Basis 2 (binér) benutzt. Obere drei Logarithmen haben besondere
Abkurzungen.

Natirlicher Logarithmus y = log«(x) = In(x)
Dekadischer Logarithmus y = 1og,q(X) = 1g(x)
Binédrer Logarithmus y =10g,(x) = Ib(X)

Grafisch erhdlt man die Logarithmus-Funktionen wieder durch Vertauschen von x und y (spiegeln an der Gera-
den y = x). Spiegeln mit Hilfe der Grafen der Exponential-Funktionen (Bild MA234B auf Arbeitsblatt MAI-13
mit a> 1) ergeben die Logarithmus-Funktion auf Arbeitsblatt MAI-14, Bild MA235A. Dieses sind drei oben
erwahnten Funktionen.

Den Einflul3 einer Streckung des Argumentes in x zeigt Bild MA235B. Hier bewirkt eine Streckung in x eine
Verschiebung in y. Beweis im nachsten Abschnitt.
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162 2. Funktionen

Arbeitsblatt MAI-14 Logarithmus-Funktionen

Bild MA235A: vy, =10g,(x) = Ib(x)
Y2 = 10ge(X) = In(x)
¥a = 10g1(X) = 19(x)

2

-4

Bild MA235B: y=In(ax)
a=01051210
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2.3.5.1. Rechenregeln der Exponential- und L ogarithmus-Rechnung

Bekannt sein sollten die folgenden Rechenregeln der Exponential-Rechnung:
a*b* = (a*b)*
(ay=a”
eXxey = el

aX

aY

Funktion und Umkehrfunktion heben sich gegenseitig auf.

= aX‘y

y
n

In(e") = x e =x
Eine Grundregel der Logarithmus-Rechnung kann Uber die Exponentialfunktion abgel eitet werden:
a=¢e¢ b=¢ => x =1n(a) y =In(b)
atb=e*e =gV
In[axb] = In[e®Y] = x +y = In(@) + In(b)
Gleichermal3en vertraut sein sollte man mit dem folgenden (eine oben hergeleitet) Logarithmus-Rechenregeln:
In(a*b) = In(a) + In(b)

In(@") = n*In(a)

In@"") = %In(a)

In(a/b) = In(a) - In(b)

Bei manchen Rechnern stehen al's Exponential und Logarithmus Funktion nur die e-Funktion und der natiirliche
Logarithmus zur Verfiigung. Die anderen Funktion lassen sich daraus berechnen:

y=&a
In(y) = In(&) = x*In(a)
y = eIn(y) _ exln(a)

aX = @ = exp[In(a) *x]

y = logx(x)
a¥ = a'%® _
In(@) = y*In(a) = In(x)
_ In(x)
Y @
log,(x) = :28
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2.3.6. Hyperbel-Funktionen

Definitionen

Analog zu den Kreisfunktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens werden Hyperbel -Funktionen durch
Anhanger von "h" mit Hilfe der e-Funktionen wie folgt definiert:

cosh(x) - % )

sinh(x) - % (B)

tanh(x) - snh(x) e*-e™ e*-1
cosh(x) eX+e™ eX+1

coth(x) - cosh(X) e +re™ e*+1
snh(x) eX-e* e*-1

Die Funktionen haben folgenden Namen:

cosh(x) K osinus-Hyperbalicus oder Hyperbel-Kosinus
sinh(x) Sinus-Hyperbolicus oder Hyperbel-Sinus

tanh(x) Tangens-Hyperbolicus oder Hyperbel-Tangens
coth(x) K otangens-Hyperboalicus oder Hyperbe -K otangens

Funktionsgrafen
Die Funktionsgrafen der Hyperbel-Funktionen sind auf Arbeitsblatt MAI-15 dargestellt.
Fur grof3e x-Werte wird cosh(x) gleich sinh(x). Dieses bedingt, daf3 sowohl fur den tanh(x), als auch fir den

coth(x), y = 1 eine Asymptote flr gro3e x ist. Fir X - -« ist y = -1 eine Tangente, well flr X - - gilt: sinh(x)~
-cosh(x). Wegen sinh(x=0) = 0 hat der coth(x) bei x = 0 einen Pal.
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Zusammenhang zwischen den Hyper bel-Funktionen
Addiert, bzw. subtrahiert, man die Definitionen (A) und (B), ergibt sich:

cosh(x) + sinh(x) = &
cosh(x) - sinh(x) = €*

Quadrieren von (A) und (B) ergibt:

cosh?(x) = %(ex+e'x)2 = %(ezx+2+e'33
inh2 ,1 X —271 2X -
smh(x)fj(e - e 7j(e -2 +e™

Durch Subtraktion der beiden oberen Gleichungen erhdlt man eine Art "Hyperbel-Pythagoras'
cosh’(x) - sinh?(x) = 1

Deutung
Der Kreislafit sich mit Hilfe der Parameter-Darstellung

X = cos(t)
y =sin(t)

beschreiben. Die folgende Parameter-Darstellung

x = cosh(t)
y =sinh(t)

ergibt durch Quadrieren und Subtraktion
X2 - y?=cosh?(t) - sinh(t) = 1
die Gleichung
x*-y?=1

und nach Arbeitsblatt MAI-8 die nach rechts gedffnete Normal-Hyperbdl .

Beigpiel Kettenlinie

y

__ X Bild MA236A: Kettenlinie

Eine durchhéngende Kette oder eine Freileitung hat die folgende Kurvey = f(x):

y = axcosh>
a
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Naherungen

Fur grofe x (x >> 1) gilt:
e*=0

somit kann man schreiben

y = cosh(x) = %ex fir x >>1
y = cosh(x) = %e'x fir x << 1
tanh(q - & ¢ 1-e™

eX+e™ 1l+e™X

Xx>>1 => ex<< ]

tanh(x) = 1 - 2e*

Den oberen Ausdruck erhélt durch Polynomdivision, oder mit Hilfe einer Reithe (3. Sem.).

Definitionsmoglichkeiten der Hyper bel-Funktionen

Wichtig nur flr das 3. Semester:

y = cosh(x) ist die Lésung der folgenden DGL mit Anfangsbedingungen
y'=y y(x=0) = 1 y(x=0)=0

wogegen y = sinh(x) die Lésung der gleichen DGL, aber mit anderen Anfangsbedingungen ist:
y'=y y(x=0) =0 y(x=0)=1

Hier sieht man auch die Verwandtschaft zu den Kreisfunktionen. Diese unterscheiden sich bei dieser Definition
nur im Vorzeichen der DGL.
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Arbeitsblatt MAI-15 Hyperbel -Funktionen

y 3

-3 -2 -1 D 1 2 3
B X
1r
2
3L
Bild MA236B
37y
Py
I <—y = coth(x)
1k
y = tanh(x) L
[ . | . | . . | . | . |
-3 -2 -1 0 1 2 3
I X
A
/ _2 —
y = coth(x)
3=
Bild MA236C
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2.3.7. Area-Funktion

Definiert werden die Area-Funktionen als Umkehrfunktionen der Hyperbel -Funktionen. Die grafische K onstruk-
tion ist schon bekannt: Spiegeln an der Geraden y = x. Die Bezeichnung erfolgt durch Voransetzen von "ar" fir
Areavor die entsprechende Hyperbe -Funktion

Hyperbel -Funktion Area-Funktion Benennung

cosh(x) arcosh(x) Area-Kosinus-Hyperbolicus
sinh(x) arsinh(x) Area-Sinus-Hyperbolicus
tanh(x) artanh(x) Area-Tangens-Hyperbalicus
coth(x) arcoth(x) Area-K otangens-Hyperbolicus

Die oberen Area-Funktionen sind auf Arbeitshblatt MAI-16 dargestellt. Die arcosh-Funktion ist nicht eindeutig.
Die Funktionen artanh und arcoth haben Polebei x, = £1. Artanh(x) ist nur fir -1 > x > 1 definiert und arcoth(x)
fur |x| > 1. AufRer den Polen ist die Achse Asymptote fiir arcoth(x).

2.3.8. Relhen der transzendenten Funktionen

Um Funktionswerte von transzendenten Funktionen zu berechnen, kann man u.a. Reihen verwenden. Auf Ar-
beitsblatt MAI-17 sind die Reihen aufgefihrt:

- Exponential Rethen
- trigonometrische Reihen
- hyperbolische Rethen
und auf Arbeitsblatt MAI-18 die Reihen der Umkehrfunktion der oberen Funktionen:
- Logarithmische Reihen
- Reihen der Arcus-Funktionen

- Reihen der Area-Funktionen

Thema des 1.Semester sind nicht die Rethen. In der Klausur des ersten Semesters kommt keine Reihe vor. Die
Reihen sollen im nachsten Abschnitt auf Verwandtschaft diskutiert werden.

Also: Hier nur Info

Diskussion wird vertagt nach Kap. 3 Komplexe Rechnung

Weiter mit Kap. 2.4.
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Arbeitsblatt MAI - 16 Area-Funktionen
3Ty
2r _ .
y = arsinh(x)
1k
L y = arcosh(x)
| . | . | . . | . |
-3 -2 -1 ) 2 3
B X
dr
20
3=
Bild MA237A:
3
y
2 _
y = arcoth(x)
1
y = artanh(x)
| 1 | 1 | 1 1 | 1 | 1 |
-3 -2 -1 1 2 3
\ x
-1
y = arcoth(x)
-2
-3

Bild MA237B:
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Arbeitsblatt MAI - 17  Reihen, Teil 1

Die folgenden Reihen (Herleitung erst im 2. Semester, Kap. 8) sind nur aufgefihrt um im néchsten Abschnitt
gewisse Vergleiche zwischen den Funktionen aufzuzeigen

nl = 1%¥2¥3*4....(n-1)*n

Beispid: 5l = 1%2*3*4*5 =120

Exponential Reihe

eX:1+L+X=2+X=3+X=4+X=5+X=6+X=7+X=8 :ix=k fur [x| <o
1 20 3 4 5 6 7 8 =K
Trigonometrische Reihen
3 5 7 9 11
sin(x):xfx=+X= X XX, fur [x| <o
3! 5 7 9l 11!
~ x? x* x5 x® x1 y
cos(x) = 1 7+T ?+? 1=0|+ ..... fur [x| <
tan(x) = x + L2y, yry fir x| < Z
3 15 315 2

cot(x):ifixfixe’fix“.... firo<|x| <=
x 3 45 945

Hyperbolische Reihen

snh(x) = x + %X3+ Ay Ly Lyo o Lymy fir [x| <<

5! 7! ol w7

cosh(x) - 1 + —x2+ xay Lyop 1ye, Lm0,

..... fur |x| <o
2! 4 6! 8! 10!
tanh(x) = x Sl 2y Ay fir x| < X
3 15 315
3 5
coth(x) L.x. x>, firO< |x| <m
x 3 45 945
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Arbeitsblatt MAI - 18  Reihen, Teil 2

L ogarithmische Reihen

x-1 (x-1* (x-1°

In(x) 1 > 3

+...

_ _1)2 13
In(x) = AT A Sl M S
X 2x2 3x3

In(x) = x-1, (x-1°, (x-1°,
Xx+1 3(x+1)°% 5(x+1)°

2 3 4
In(1+X):XfX=+X=fX=+f .....
2 3 4

2 3 4
In(1-x) = - x+ X X X

2 3 4

3 5 7

N1 2artanh() = 2)x+ X X X0
1-X 3 5 7
InX+1 = 2arcoth(x) :2i+ 1,1,
x-1 X 3x3 b5x®

3 5 7
arcsin(x):x+ix=+1*sx 1+3+6X ..
23 2+x45 2+4%67
T 1x 1+3 X 1+3*5x
arccog(X) = = - X - =2 - = - = -
) 2 23 2+x45 2+x4%6 7
3 5 7
arctan(x):xfx=+x=fx=+f
3 5 7
3 5 7
arccot(x):l—x+x=—x=+x=—+ .....
2 3 5 7

3 5 7

arsinh(x):xfix=+1*sx 1+3x5x° .
23 2x45 2x4x67

1 1«3  1x3x%5

arcosh(x) = £In(2x) - -
2+2x2  2x4xdx*  2x4x6x6x°

3 45 7
artanh(x):x+x=+x=+x=+....
3 5 7

arcoth(x):i+ 1,1t ...
X

3x% 5x5 W
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firO<x<?2

firx > =

farx>0

far-1<x<1

fir-1<x<1

fur x| <1

fur [x| >1

fur x| <1

fur x| <1

fur |x] <1

fur |x] <1

fur x| <1

farx>1

fur x| <1

farx>1
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172 2. Funktionen

2.3.9. Zusammenhang zwischen den transzendenten Funktionen

Aus Arbeitsblatt MAI-17 ist eine gewisse Verwandtschaft zwischen
- Exponential Funktion
- trigonometrische Funktion und
- hyperbolische Funktion

zu erkennen. Aber auch auf Arbeitsblatt MAI-18 sehen die

- Arcus-Funktion und die
- Area-Funktion

fast gleich aus. Nicht zu erkennen ist, daf3 auch die
- Logarithmus-Funktion

mit Arcus- und Area-Funktion verwandt ist.

2.3.9.1. Zusammenhang: Exponential und trigonometrische Funktionen

Im Kapitel 3wird der Satz von Euler angeben:
€% =cos(x) +j sin(x)

Obere Aussage sollte noch bewiesen werden. Diesesist mit Hilfe der Reihen mdéglich. Einsetzen von (jx) anstatt
(x) in der Exponential-Reihe auf Arbeitsblatt MAI-17 ergibt mit

(%)= X (%) = -jx3 (x)*=x* (%)°=x (1%)° = -x°
Koax X2 x® xt x5 x8 X
e 71+J=7=—J=+=+J=*=*J=+....
1! 2! 3! 41 51 6! 7!

Durch Aufspalten nach Real- und Imaginérteil erhalt man:

x _ x2 x* x® ] .[x x* x® x’
el =11-—+ —-=—+ .| +t]| ==+ =-=+ ..
204 6l n 3 5 7

Vergleich mit den trigonometrischen Reihen auf Arbeitsblatt MAI-17 ergibt, dal’ der Eulersatz erflllt ist. In der
oberen Retheist der Realteil cos(x) und der Imaginérteil sin(x).

Darstellung der Trigonometrische Funktionen als Exponential-Funktionen
€* = cog(X) +j sin(x)
e = cos(x) - j sin(x)
€ + e” = 2co3(x)

e - e = 2jsin(x)

X 4 @i
cos(x) = & *€
2
X _ @i
snx) = £ —€°
2
i x _ a-ix
tan(x) - sn(x) _ 7.e' e'
cosX) eF+ e
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2.3.9.2. Zusammenhang: Exponential und Hyper bel-Funktionen

Durch Definition ist bekannt:

Durch Addition bzw. Subtraktion ergibt sich die umgekehrte Richtung:
€ = cosh(x) + sinh(x)

€* = cosh(X) - sinh(x)

2.3.9.3. Zusammenhang: Trigonometrische und Hyper bel-Funktionen

Bekannt: cos(y) = %(ejy + e

Substitution: y=jX jy=-X -jy=x
cos(jx) = %(e'X +e™) = cosh(x)
cos(j X) = cosh(x)

Der Vergleich ist auch tber die Reihen mdglich. Auch die Umkehrung ergibt:

cosh(jx) = cos(x)

Bekannt: sin(y) = %_(ejy - e
]
Substitution: y=jX jy=-X -jy=x

X _ A-X
€ % - jrdnh(¥

sn(x) = (e - " = j-
2

sin(jx) =j sinh(x)

X=u X =-ju

sin(u) =j sinh(-ju) = -j sinh(ju)

sinh(ju) =j sin(u)

snh(jx) =j sin(x)

Fur Tangens und Kotangens ergeben sich dhnliche Ausdriicke, die hier nicht aufgefiihrt werden. Diese kénnen
durch die Quoatienten von Sinus und Kosinus berechnet werden.
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2.3.9.4. Komplexe Additionstheor eme

cos(x+jy) = ?
Anwenden des Additionstheorems:

cos(x+jy) = cos(x)*cos(jy) - sin(x)*sin(jy)
Mit den schon bekannten Ausdriicken

cos(jy) = cosh(y)
sin(jy) =j sinh(y)

ergibt das komplexe Additionstheorem:
cos(x+jy) = cos(x)*cosh(y) - j sin(x)*sinh(y)
Weitere Theoreme ohne Ableitung:
sin(xtjy) = sin(x)*cosh(y) +J cos(x)*sinh(y)
sinh(x+jy) = sinh(x)*cos(y) +j cosh(x)*sin(y)
cosh(x+jy) = cosh(x)*cos(y) +j sinh(x)*sin(y)

2.3.9.5. Zusammenhang Ar ea- und In-Funktionen

Gesucht ist der y-Wert der Funktion y = arsinh(x)

in In-Schreibweise. sinh(y) = X - %(ey e

Mit der Abkiirzung a= ¢’ und . e ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fir a
a

N
/—\
;_/

a
&-2xa-1=0

Die obere Gleichung ist eine quadratische Gleichung (nicht in x) in a.
e L -
~Inlx + yxZ+ 1) = arsinh(x)
arsinh(x) = Inlx + yx2+ 1

Das Minus-Zeichen der quadratischen Gleichung ist im Reellen keine Lésung, da negative In-Werteim Reellen
nicht definiert sind.

In @hnlicher Weise |&% sich arcosh berechnen:

arcosh(x) = In(x +y/x?% - 1) = tln(x +yx? - 1)
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Artanh-Berechnung:
y = artanh(x)

snhy) e¥-e”
cosh(y) eY+e”

tanh(y) = x =

Abkurzung: g=a

1
a7=
. a _a’-1
a1 at+1l
a
ax+x=a-1
ax-a&=-1-x

&(x-1)=-(1+x)

a2 - 1+X _ oy
1-xX
1+x
2y = 1In
Y 1-X
1, 1+x
= =In = artanh(x
y = SInT— )
artanh(x) = iIn1 X
2 1-x
T o . 1, x+1
In &hnlicher Weise |&3 sich arcoth berechnen: arcoth(x) = ?In 1
X -_—

2.3.9.6. Zusammenhang Ar cus und In-Funktionen

Gleiches Verfahren alsim letzten Abschnitt:
y = arcsin(x)
siny) = x = (e - eME
2]
2jx = eV - eV
Substitution: d'=a

2x =a-=
a

&-2jx*a-1=0
a=jxxyix?+1=eV
In[jxiyll - xz] = jy = j*arcsin(x)
arcsin(x) = —j*ln[jx +4/1 - xz]

Andere Zusammenhange lassen sich auf dhnlicher Weise herleiten:

arccos(x) = —jIn [x +4/x? - 1]

arctan(x) = i_ln;!x
2l 1-jx
arcot(x) = —i_lnj_x=+1
2l jx-1
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2.3.9.7. Zusammenhang: Area- und Ar cus-Funktionen

cos(y) = cosh(jy) = x
y = arccos(x)
Jy = arcosh(x)
j*arccos(x) = arcosh(x)
arccos(x) = -j arcosh(x)
Andere Zusammenhange lassen sich auf dhnlicher Weise herleiten:
arcsin(x) = -j arsinh(jx)
arctan(x) = -j artanh(jx)

arccot(x) = arcoth(jx)

2.3.9.8. Mehrdeutigkeit

ImKomplexen z=a+jb
sind die Funktionen

- e-Funktion
- trigonometrische Funktionen und
- Hyperbel -Funktionen
eindeutig bestimmt. Wahrend die Umkehrfunktionen
- In-Funktionen
- Arcus-Funktionen
- Area-Funktionen

sich alle durch den Logarithmus ausdriicken lassen. Dieser ist im Komplexen mehrdeutig (Kap. 3.5), daher auch
die Umkehrfunktionen.
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Arbeitsblait MAI - 19

€ = cos(x) +j sin(x)

- ex ¢ g ix
o) = 5
sn() - %
cos(jx) = cosh(x)
cosh(jx) = cos(x)

sin(jx) =j sinh(x)

sinh(jx) =j sin(x)

2.3. Transzendente Funktionen

Zusammenfassung der komplexen Zusammenhange zwischen den Funktionen

cos(x+jy) = cos(x)*cosh(y) - j sin(x)*sinh(y)
sin(x+jy) = sin(x)*cosh(y) + j cos(x)*sinh(y)
sinh(x+jy) = sinh(x)*cos(y) + j cosh(x)*sin(y)
cosh(x+jy) = cosh(x)*cos(y) + j sinh(x)*sin(y)

arsinh(x) = In(x +/x%+ 1)
arcosh(x) = In(xi Yx2 - 1) - iln(x +yx? -

1+X
1-x

artanh(x) = %I n

X+ 1
X -1

arcoth(x) = %I n

arcsin() = j+In(jx =1 x2)
arccos(x) = —j*ln[x*_r VX2 - 1]

arctan(x) = éln;!x
2] 1-jx
arccot(x) = —i_lnj_X=+1
2] jx-1

arccos(X) = j arcosh(x)
arcsin(x) = -j arsinh(jx)
arctan(x) = -j artanh(jx)

arccot(x) = j arcoth(jx)
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178 2. Funktionen
2.3.9.9. Beigpiele
Beispid 1.

2, = 8in(3+j4) = sin(x + jy) = sin(x)*cosh(y) +j cos(x)*sinh(y)
Z, = sin(3)*cosh(4) + j cos(3)*sinh(4)= 3.854 - j27.017

Beispid 2: (Studenten)
Z, = cosh(2+5) Ergebnis: Z,=1.067 - j3.478
Beispid 3:

Z; = arccos(2) = arccos(x) = -j arcosh(x) = j arcosh(2) = -1.317

z, - arcos(x) - ijln[x +y/x? - 1] = #jIn [2 +x2 - 1] = #j1.317

Beispid 4 (Studenten)

Z, = arcsin(3) Ergebnis: 2,=1.571-j1.763
Beispid 5:

z, - arsinh(4+j2) = Infx + {2 + 1) X=4+]2

z, - arsnh(@+i2) = Infa + 2 + (& 27 + 1)

z, - arsinh(4+j2) = Inf4 +j2 + y16 + 2:42] - 4+ 1)
z - arsinh(4+j2) = In(4 +j2 + /13 + 16j>

Z = arsinh(4+j2) = |n[4 +j2 + ‘/ (13)% + (16 2,, glarctan16/13

Z - arsinh(4+j2) = In[4 +j2 + 20.62*650'910]
z - arsinh(4+j2) - |n[4 j2 4.540*625'450]

25 = arsinh(4+j2) = In[4 + 2 + 4.540* (cos(25.45°) + j sin(25.45°)
25 = arsinh(4+j2) = In[8.099 + |3.951]

ar Ctan(e,.951

] _—
z - In|y8.099° + 3.951°«e

8.099>:| = In [9011*e]04539]
Zs = In(9.011) + In(&%*%)

2= 2.199 +j 0.4539

Beigpiel 6: (Studenten)

Z = arcosh(2+j3) Ergebnis: Zs=1.9833 +j1.0001
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2.4. Gerade und ungerade Funktionen 179

2.4. Gerade und unger ade Funktionen

Unter geraden Funktionen versteht man Funktionen mit nur geraden Potenzen.

Gerade Funktionen:

KKK
[ 1 T I T R 1|

Nicht nur eine einzel ne Potenz-Funktion, sondern auch die Summen von geraden Funktionen ergeben wieder eine
gerade Funktion. Die Reihen von cos und cosh haben nur gerade Potenzen, somit sind auch diese gerade Funktio-
nen. Die Eigenschaften gerader Funktionen ist, wie man auf mehreren Arbeitsbléttern sehen kann, dal3 diese zur
y-Achse-symmetrisch sind. Dieses bedeutet auch, dal’ der Funktionswert an der Stelle-x gleich dem an der Stelle
X igt.

Gerade Funktionen: y(-x) = y(x) achsensymmetrisch

Unger ade Funktionen:

o w

<K<K
I n

X X X
s

* v 3 *y5

QD
+
&£
x
+
L
x
+

y = sin(x)
y = tan(x)
y = sinh(x)
y = tanh(x)

Auch bel ungeraden Funktion ist nicht nur eine einzelne Potenz-Funktion ungerade, sondern auch die Summe
von ungeraden Funktionen ergibt wieder eine ungerade Funktion, somit auch sin(x), sinh(x) und dieanderen. Aus
den Arbeitshléttern ist zu erkennen, daf’ ungerade Funktionen punktsymmetrisch zum Nullpunkt sind. Dieses
bedeutet auch, dal? der Funktionswert an der Stelle -x gleich dem negativen Funktionswert an der Stelle x ist.

Ungerade Funktionen: y(-xX) = -y(X) punktsymmetrisch
Beispiele:

sin(-x) = -sin(x) weil ungerade

cos(-x) = cos(x) weil gerade

tan(-x) = -tan(x) weil ungerade

cash(-x) = cosh(x) weil gerade

sinh(-x) = -sinh(x) weil ungerade

w

y(-x) = -y(x) = -x°
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2.5. Funktionen in Polardarstellung

Bisher sind die Funktionen in der x-y-Ebene dargestellt worden. Jeder Punkt der Ebeneist aber nicht nur durch
x und y gegeben, sondern kann auch durch Abstand zum Nullpunkt r und durch den Winkel ¢ beschrieben wer-
den. Baut man hier eine Ebene auf mit r und ¢ erhdlt man Bild MA25A.:

Bild MA25A

Die Funktion in Bild MA25A kann dann beschrieben werden als
r="f(¢)

Radius, der vom Winkel abhangig ist.

Umrechnung (fast wie bei komplexer Rechnung):

X = r*cos(¢) ro=yx%xy?
y =r*sin(¢) ¢ - arctany x>0
X
¢ = arctany + x<0
X

Besonders geeignet ist diese Darstellung, wo in der Praxis Winkeabhéngigkeit vorhanden ist, z.B. Strahlung
einer Lampe.

Auf Arbeitsblatt MAI-20 sind vier in Polarform gegebene Funktion dargestellt. Der Kreisist mit r = const leicht
Zu verstehen. Bel Spiralen nimmt der Radius mit den Winkel monoton ab oder zu.
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Arbeitsblait MAI - 20

Beispiele zu Funktionen in Polarform

y 4r

-6 6
X
(@) =3 + 1.5*cos(2¢p)
4=
Bild MA25B
10 [
y r,(®)
L 1
-1.0

ale
[EY

BIldMA25C:  r,(g) - e
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2.6. Funktionen mehrerer Veranderlicher

Zur Wiederholung: Eine Funktion ist die Vorschrift zur Zuordnung einer unabhangigen Variablen zu einer
abhangigen Variablen.

y=1(x)
y - abhangige Variable
X - unabhéngige Variable

Sind mehrere unabhéngige Variable vorhanden, muld der Funktionsbegriff erweitert werden. Z.B. fir zwei Varia-
ble

Mittels Gleichungsvor schrift wird der abhangigen Variable z ein Wert in Abhangigkeit der beiden un-
abhéngigen Variable x und y zugeor dnet.

z=1(x,y) algemein
3 Beigpidle:
Z=gy+a*Xx+ by - Ebene
2+ Yy +x2=r? - Kugel mit Radiusr
y+x2=27 - Doppel kegel

Wie stellt man eine solche Funktion dar? Die Funktion y = f(x) mit zwel Variablen (einer abhangigen und einer
unabhéngigen) wurde in einer Ebene dargestdlit.

- Anschaulich, aber etwas aufwendig, ist die dreidimensionale Darstellung.

- Eine zweite Moglichkeit ist die Darstelung in einer Funktionstafel, die einer Tabelle entspricht.

X \ y Y1 Y2 Y3 Ya
X1 Z Z Z Z
X2 Z Z Z Z
X3 Z3 Z3 Z3 Z3
X, Z, Z, Z Z,

- Einedritte M&glichkeit ist die Darstellung in Netztafeln. Dabei wird einmal z = f(x) dargestellt mity als
Parameter und oder ein zweites Mal z = f(y) mit x als Parameter, siehe Bild MA26A:

Z VA
Y2

A

Y4

Bild MA26A
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2.7. Funktionen in logarithmischer Darstellung

Uberstreicht ein Funktionswert oder die unabhéngige Variable einen groRen Wertebereich, ist es moglich eine
oder zwei Achsen logarithmisch zu skalieren. Man spricht dann von doppelt oder einfach logarithmischer Dar-
stellung. Fur die doppelt logarithmische Darstellung sollen die Achse hach Bild MA27A untersucht werden.

10 100 1000 104 10°
ate Achse x
neu Achseu
1 2 3 4 5
10 100 1000 10* 10°
ate Achsey
neu Achsev
1 2 3 4 5
Bild MA27A

Aus Bild MA27A ist abzulesen:

x =10"
y=10"

Die neue Darstellung erfolgt in uund v. Die Funktion ist in x undy gegeben.
Betrachtet werden soll die Potenz-Funktion

y=x
ersetzt durch u und v:

10" = (10Y) = 10""
logarithmiert

V=u*n
ergibt sich, dal3 im doppelt logarithmischen Mal3stab die Potenz-Funktion zu einer Geraden wird, siehe auch
Arbeitshlatt MAI-21, Bild MA27B, wo €inige Potenz-Funktionen im doppel t |ogarithmischen Mal3stab dargestel It
sind. Die Steigung der Geraden ist vom Exponenten n abhéngig. FUr negative Exponenten ergibt sich e ne negati-
ve Steigung.
Bei der Form

y=ax"

bewirkt im doppelt logarithmischen Mal3stab der Faktor n die Steigung und a eine Verschiebung in y-Richtung,
siehe Bild MA27B.
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Beim logarithmischen Mal3stab ist die Null nicht darstellbar, weil 0= 10™ ist.
Hat man eine Funktion, die keine Potenz-Funktion ist, sollte man die Asymptoten untersuchen. Die Funktionen

in Bild MA27C

2
X
Y R
" ! ( 100]

Yar =

Diese Asymptoten sind wieder Potenz-Funktionen, also Geraden.
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Arbeitshlatt MAI-21 doppdt logarithmische Darstellung

y 10 E V=.\x2
; y=x
| \ y=x
10? 5
o i y=10x
10° -
C _ ly=x'=1x
-1 1 1/ 1111 1 111111 1 | I T A | 1 1111111
10701 10° 10° 10° 10°

X

Bild MA27B:  Potenz-Funktionen y = x" im doppelt logarithmischen Mal3stab als Geraden

10!

N Asymiptote y,

// Asymptote y},

10°

4
\

10

10-2 1 T T T B N 1 T T T A 1 T N T N B 1 T T T T I

10° 10! 10° 10 10*

2
1
y1: 1+(L) y2:=
1+ X)?
10

Bild MA27C.  Beispid von Asymptoten im doppelt logarithmischen Mal3stab
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3. Komplexe Zahlen

3.1. Erweiterung des Zahlenbegriffs

Bidang sind folgende Zahlenmengen bekannt:

* Menge der nattirlichen Zahlen
[0,1,234,5,6, ...

* Menge der ganzen Zahlen
..-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

* Die Menge der rationalen Zahlen beinhaltet alle Quotienten aus zwei ganzen Zahlen. Kennzeichen fir
diese Zahlen ist bel der Kommadarstellung die Periodizitat

5 4 3 2 1012345
2" 2 20 20 2°2°2°2'2"2° 2
5 4 3 2 1012345
3 3 3 3 331333337
5 4 3 2 1012345
4 4 2" 4 44444 44
Beispie!: % - 0333333
1 B —
— = 0,090909
11
:% - 0142857142857
* Damit ist die Menge des Bekannten aber noch nicht abgedeckt. z.B. sind die Zahlen
V2 = 1.41421...
e=2.71828...

sin(1) = 0.84147....

nicht in der Menge der rationalen Zahlen enthalten, denn die Zahlenfolge besitzt auch in den folgenden
Stellen keine Periodizitét. Diese werden irrationale Zahlen genannt.

* Dierationalen und irrationalen Zahlen zusammen bilden die Menge der redllen Zahlen.
Soweit zur Wiederholung der bekannten Zahlenmengen. Die bisherige Zahlenmenge war nicht komplett. Nicht
alle bekannten Operationen waren auf alle Zahlen mdéglich. Dort, wo bisher gesagt wurde, esexistiert im Redllen
keine Lésung, muf3 ein Ausweg gefunden werden. Dieses Problem ist u.a. im Kapitd 1.4.3 vorgekommen: Die
Wurzel aus einer negativen Zahl. Wasist das ?

(-1)%=1

1?=1

Es gibt keine bekannte Zahl, die zum Quadrat negativ wird. Die Frage der negativen Wurzel soll im néchstem
Abschnitt geklart werden.
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3.2. Einfuhrungin die komplexen Zahlen

3.2.1. Definition der imaginéren Einheit j

Das Problem der Wurzel aus einer negativen Zahl wird per Definition gelost. Well diese Zahl real nicht existent
ist, wird diese imaginadr genannt. Die Definition der imagindren Einheit lautet:

?=-1 j -1

Beim Quadratwurzel-Ziehen erhélt man normal zwei Lésungen + (plus und minus). Um die imaginére Einheit
eindeutig zu definieren erscheint zusétzlich vor der Wurzel das "+" Zeichen in der oberen rechten Definitions-
Gleichung.

Dieimagindre Einheit wird bei Ingenieuren wieoben angegeben mit"j" bezei chnet. Mathematiker verwenden das
“i" as imaginére Einheit. Da dieses, inshesondere in der Elektrotechnik, haufig zu Verwechdungen fihren
wirde, verwenden Ingenieuren das"j" als imaginéare Einheit.

Mit dem so eingefiihrten kénnen nun alle Wurzd aus negativen Zahlen berechnet werden.

Beispid: z = J-49 = [-1+/49 = j*T = T]

Die obere Zahl ist eine imaginéare Zahl

imaginare Zahl = redle Zahl * imaginare Einheit

3.2.2 Komplexe Zahlen

Bidang sind bekannt:

- redle Zahlen

- imagindre Zahlen.
Was sind nun komplexe Zahlen? Dieredlen, noch die imagindren Zahlen sind in sich abgeschossen. Das heif3t
mathematische Operationen, angewandt auf eine Zahlenmenge miissen wieder Zahlen innerhalb dieser Zahlen-
menge ergeben. Um dieses zu erreichen, miissen die regllen Zahlen und die imagindren miteinander verkniipft
werden. Wie aber verkniipfen. Dazu das Beispid ener quadratischen Gleichung.

Beispiel: X?-6x+25=0

Losung laut Formel:  x, = 3%/3* - 25
X, = 3+/-16
X, = 3+/16%/-1
X1 = 3% 4

Das obere Beispid weist schon darauf hin, wie verknipft wird. Die allgemeine komplexe Zahl

z=a+tjb
setzt sich additiv aus Realteil (oben @) und Imaginérteil ober (jb) zusammen. Man nennt

a- Redlteil der Komplexen Zahl z
b - Imaginartell der komplexen Zahle z

Zur Schreibweise der komplexen Zahl. In der Elektrotechnik ist es tiblich komplexe Zahlen zu unterstreichen,
daher der Strich Uber der Matrix. Bei den Mathematikern ist das Unterstreichen von komplexen Zahlen nicht
Ublich. Hier findet keine Unterscheidung zwischen komplexen und redlen Zahlen in der Kennzeichnung der
Variablen und Konstanten statt.

Schreibweise: Die Variablen und Konstanten der komplexen Zahlen werden unter strichen.
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3.2.3 GaulR'sche Zahlenebene

Wiekann die Lage der redllen Zahlen dargestdl It werden? Antwort: mit Hilfe der Zahlengeraden. Bel komplexen
Zahlen sind zwel Komponenten vorhanden. Die Gerade muR3 erweitert werden zur Ebene. In der einen Richtung
muf3 der Realteil und in der anderen Richtung der Imaginérteil dargestellt werden. Die so aufgespannte Ebene
wird "GauR'sche Zahlenebene' genannt, siehe Bild MA323A.

4 Im . N . . . @ N
L
r z=4+j3
» . . . .
b
¢
W
2 D 2 4 [
a . 7 *
2
Bild MA323A: Gauf3'sche Zahlenebene

Die Achse werden wie die eines x-y-Koordinatensystems mit Zahlen (evtl. auch mit Einheiten) versehen. In
horizontaler (x) Richtungwird der Realteil aufgetragen. Kennzeichnung mit "Re" am positiven Achsenabschnitt.
In vertikaler (y) Richtung wird der Imaginarteil aufgetragen. Kennzeichnung mit "Im" an der positiven imaginé-
ren Achse. Soweit zur Ebene sdlbst.

Die Gaul¥'sche Zahlenebene hat nur Sinn, wenn auch Zahlen eingetragen werden. Zu diesem Zweck wurde in
Bild MA323A die Zahl

z=4+j3

eingetragen. Dieses erfolgt durch Verbinden des Nullpunktesmit der Koordinate (Realteil a, Imaginarteil b), hier
im Beispid mit der Koordinate (4, 3), mit Hilfe eines Pfeils. Dieser Pfeil wird komplexer Zeiger genannt.

3.2.4. Darstdlungsarten

3.2.4.1. Einfihrung von Betrag und Winkel

Angelle der Komponenten a und b ist die Zahl z auch durch die Lange (wird hier Betrag genannt) und dem
Winke ¢ eindeutig beschreibbar, siehe Bild MA323A.

z <=> ab <=> r, @
Betrag und Winke kénnen in der Versor-Schrei bwei se geschrieben werden
z=rle
Beide Formen geben die gleiche komplexe Zahl an:

z=rlg=a+jb
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3.2.4.2. Umrechnung Betrag und Phase nach K omponenten

Mit Hilfe der Winkelfunktionen am Dreieck und Bild MA323A lassen sich die Komponenten der komplexen Zahl
Z berechnen:

a=r*cos(¢) = Betrag * cos(¢)
b =r*sin(e) = Betrag * sin(¢)

Somit &3t sich die komplexe Zahle auch schreiben:
z=atjb=r*cos(g) +] r*sin(¢)

z=r*[cos(¢) +] sin(e)]

3.2.4.3. Umrechnung K omponenten nach Betrag und Phase

Nach Bild MA323A ergibt sich der Betrag mit Hilfe des Herrn Pythagoras:

r = ya? + b? = y/(Realteil)? + (Imaginarteil)?

Mit Hilfe der Tangens-Funktion ergibt sich ebenfalls aus Bild MA323A:

tan(p) =

oo

Die Arcus-Tangens-Funktion hat die Hauptwerte zwischen -90° und +90°, also fir komplexe Zahlen mit positi-
ven Realteil. Fir komplexe Zahlen mit negativen Realteil muf3 zum Winke 180° addiert werden.

¢ = artan( EJ a>0
a
@ = artan( EJ +180° a<o0
a
Esd sbriicke: ¢ = arctanm
Realteil
Hinweis1: Diebeiden erwdhnten Umformungsarten hat ein moderner Taschenrechner schon integriert. Es
werden dabei jeweilszwel Komponenten eingegeben. Dieanderen Komponenten werden, unter
Beachtung der Umformungsart, berechnet. Die Winkel-Fallunterscheidung (+180°) braucht
dabei nicht mehr zu erfolgen, da dieses der Rechner schon einprogrammiert hat.
Hinweis 2: (haufiger Fehler in Klausuren)
Esist auf die Einstellung
- Bogenmal3
- Gradmal3 (degree)

am Taschenrechner zu achten.

sin(90rad) = 1
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3.2.4.4. Potenzen von j

Wasist j" n - ganze Zahl
j?=-1

P =

== ()r D) =1

P=iti= 1=

o= = (1) = -1

S S I I
J j 2 1 J
2 _ 1 1
J 7j=277=171
; 1 1.1 ;
J3:j:f*7:71*(,1)71
J b

Die oberen Ergebnisse sind in Bild MA3244A in die komplexe Ebene eingetragen worden.

2 Im *
(1 25 23
103,75
2 6 :2 0 :4
J5J5) J]
- —
-2 -1 1 2
Re,
3 27
-1 J )J'
-2
Bild MA3244A. Potenzen von j
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3.2.4.5. Euler-Form

Frage. Wasist €9

Reihenentwicklung aus Kap. 2.3.8 (und Kap. 8.8, 2. Semester):

eX = 1+ix1 +ixz+ix3+ix4+ix5+ixs+...

1 2 3! 4 5! 6!

X durch jo ersetzt, dieses ergibt:

202, 1iaa 1l.aa 1l.ss 1.6%

| 1. 1.
e = Lr e v %%+ o%eT v JTeT v e

— + ...
2 3! 4 51 6!J ¢
- 1 1 1 1 1 1
i _ - = 2 = 3 = 4 = 57= 6
© 1”1!(p o? 13!(p VTR ”5!(p 6!(p e

i 1 1 1 (1 1 1
i _ _ =2 —n? - b = - —n3 =’
© L ' g® 6" +] ”[1!(p 3? " g5? +)

aus Kap. 2.3.8 (und Kap. 8.8, 2. Semester) ist auch bekannt:

.01 o 1 4 1 g
cos(p) = 1 7(p +T(p ?(p +..

- .1 5 1 5
sn(p) = 1 ?(p +?(p + ..

Vergleich obiger Formeln liefert die Euler-Gleichung

e’ = cog(p) +] sin(e)

3.2.4.6. Schreibweise der komplexen Zahl

z=a+jb Komponenten-Schreibweise
Z=r1/g Versor-Schreibweise

Z = rxel® Euler-Schreibweise

'z =z=4a?+b? Betrags-Schreibweise
a=Re(2)

b=1Im(2)
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3.2.5. Mathematische Operation mit komplexen Zahlen

3.2.5.1. Addition

,=2,+2

zi=a+jb Z,=at]b Zz= g+ by

Z;=(atjb) + (& +jb)

Zz= (&g + &) +j(b+b)

= x=a+a by;=Db,+b,

Komplexe Zahlen werden addiert, indem die Komponenten Realteil und Imaginéartell
einzeln addiert werden.

Diegrafische Addition von komplexen Zahlen ist der VV ektoren sehr &hnlich. Diekomplexen Zeiger werden durch
Aneinandersetzen addiert, siehe Bild MA3251A.

. .
. .

61 Im

N
N

2 2 4 6

Bild MA3251A: Grafische Addition komplexer Zahlen
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3.2.5.2. Negative komplexe Zahl

Zi=a+jb
=-zy=-(a+jb)=-a-jb=a+]b
q=-q b,=-b

Die komplexe Zahl wird negiert, indem die Komponenten negiert werden. Die negierte
komplexe Zahl zeigt in die entgegengesetzte Richtung.

_ iy
;1 = r,xe

_ ioy
zZ, = 1xr «e
_1 = et80

_ 180° o, i(p,x180°) ioy
;2 = e *rl*e = rl*e = rz*e
r=rn, ¢, = ¢, +180°

Ein komplexe Zahl in Betrags- und Phase-Darstellung wird negiert, indem der Winkel um

180° addiert oder subtrahiert wird, der Betrag bleibt dabei gleich. Beide Arten der Negierung
macht Bild MA3252A deutlich.

. . . 4 Ifn‘ @ . . .
+ + + + + + + + + +
b,
r, Zl
+ + + + + + 2 + + + + + +
©
+ + + + + + + + + + + +
0,

-6 a3 -4 -2 2 4 a 6
+ + + ‘\4‘ + + + + + + + Re
. : ) . . R .

+ + + + + -bl + + + + + +

.Z1
. R © 4 . . R .

Bild MA3252A: Negation komplexer Zahlen
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3.2.5.3. Subtraktion

=2-2

z=a+jb Z,=atjb Zz= g+ by

Z3= (& +jb) - (& +jby)

Z3= (8- &) +j(bi- by

= &G=a-a b;=b, - b,

K omplexe Zahlen werden voneinander subtrahiert, indem die Real- und Imaginérteile
einzeln subtrahiert werden.

Die grafische Subtraktion erfolgt durch Addition einer negativen komplexen Zahl, siehe Bild MA3253A.

. . . Z, .
2 2 4 6
- - - - - Re‘
- - -2 - - - * -
Zg -LZ
. . . . B . .
. < 4 . . . .
. L, . . .

. . -6 . . . . . .

Bild MA3253A: Grafische Subtraktion komplexer Zahlen
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3.2.5.4. Multiplikation komplexer Zahlen

z=a+jb =3 +]b,

;=22 = (& + jb)* (3 + jby)

3= " & +jb*a Hja*b, - b*b,

Z3= ("3 - by*by) +j(by* & + a*by)

=> ax=a*a - b*b, b;=b*a + a*h,

Obere Form der Multiplikation &t sich schlecht merken. Versuch: Multiplikation in Exponential-Darstellung

z, - e z - 1y
z, = 1eer e
Z - (r1*r2)*ej(q)1+q’2)
=11 @z3=P1+ P

K omplexe Zahlen werden miteinander multipliziert, indem dieBetragemiteinander multi-
pliziert werden und die Winkel addiert werden.

Bild MA3254A: Grafische Darstellung der Multiplikation komplexer Zahlen
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196 3. Komplexe Zahlen

3.2.5.5. Konjungiert komplexe Zahl

Diesesist wie z.B. die Signum-Funktion, keine analytische Operation, einfach nur eine Vorschrift:

Diekonjungiert komplexe Zahl einer komplexen Zahl erhat man, indem der Realteil bei-
behalten wird und der Imaginarteil negiert wird. Die konjungiert komplexe Zahl wird
durch einen Stern gekennzeichnet.

Zi=a+jb

z,-Z - (a,+ib) - a -jb, - 3+ b,

= a=a b, =-b,
" Im6 b, z ’ ’ ’ ’ Aus Bild MA2355A 303 sich ablesen:
- - =1 - - . - -
4 @ ;1 - rl*e "
Ne z = rpe™
A a4 & . I Die konjungiert komplexe Zahl in
2 .. R Betrag und Winkel-Schreibweise er-
- . . : . . halt man, indem der Winkel negiert
4 . : : : ’ : wird.
6' b Z

Bild MA3255A: Konjungiert komplexe Zahl

eine Anwendung: X2-6x+25=0
X, = 3+/9 25 - 3+j4

FallsdieLdsung einer quadrati schen Gleichung komplex ist, so sind die beiden Lésungen zueinander konjungiert
komplex.

Verknipfung zweier konjungiert komplexer Zahlen:

z, vz = (a+jb)+(a -jb) = 28
2, -z - (3 rjb) - (a ~jb) = 2b,

2,z = (3 +jb) (& ~jb) = a5 +jbxa ~axjb, + b = a + by

z+z = 2Re{Z - Redltell
z -z =2m{z - Imaginérteil
X 2
Z+z =N - Betragsguadrat

Die Addition von konjungiert komplexen Zahlen ergibt den doppelten Realteil, die Sub-
traktion den doppelten Imaginarteil und die Multiplikation das Betragsquadrat.
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3.2.5.6. Inversion einer komplexen Zahl

11
z a +jb

z

Der komplexe Ausdruck im Nenner stért etwas. Gesucht ist Realteil und Imaginérteil. Wie erhdlt man Real- und
Imaginarteil? Antwort: durch Multiplizieren mit der zugehdrigen konjungiert komplexen Zahl. Bei der Inversion
waére dieses eine Erweiterung mit der konjungiert komplexen Zahl:

, 11 *alfjb1:a1*jb1:ii a . b
2oz avribajby a?ip? z a’+b? al+b)
) e
fm @ Inversion in Exponential-Dar stellung:
A
. z, -+ 2 L™
1 y ;1 rl>s<elq)1 r
® Eine komplexe Zahl wird invertiert, indem der
I 5 Betrag invertiert wird und der Winkel negiert
B A wird
z . . Re '
-1
. =2

Bild MA3256A: Grafisch Darstellung der Inversion

3.2.5.7. Divison komplexer Zahlen

Z g tjb _
Z=1: +_b1:a3+jb3
) a2 JZ

Division in Komponenten-Form

Um die Division in Komponenten-Form auszufiihren muf wieder konjungiert komplex erweitert werden:

oot jb1*az - b, _ e, ib;xa, - a;xjb, + b, *b, _ gy b, *b, ‘] b,*a, - a,+b,

Z - -
B ay b, a, b, a’? + b2 aZ + b2 aZ + b2
_ gy b, +b, b - b, +a, - a;+b,
2 2 3 2 2
a b a b

Division in Exponential-Form:

Obere Formel ware sehr umstandlich zu merken. Darum werden komplexe Zahlen von Hand in Exponential-
Form dividiert:

z roxeop r

=1 1 1 ie;-9,) 1 _

_— = —](P = —*@ 17v2 r3 = - (ps_ (pl_ (pz
L r,xe N r

Komplexe Zahlen werden durcheinander dividiert, indem die Betrage durcheinander
dividiert werden und die Winkel voneinander subtrahiert werden.
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3.2.5.8. Gleichheit komplexer Zahlen

Wann sind Zahlen

_ ; _ io,
z =a +jb =rxe

_ b i,
z, = & tjb, =r,xe

gleich?

L=2

atjb=a+jb, rl*ejq)1 = rz*e""’2

=> &= => r=r
=> b, = b, => P1= 2

Zwei komplexe Zahlen sind einander gleich, wenn ihre Imaginarteile und Realteile beide
gleich sind.

oder:

Zwei komplexe Zahlen sind einander gleich, wenn ihre Betrége und Winkel beide gleich
sind.

3.2.6. Einfache Beispiele

Vier Beispide, von Studierenden selbst rechnen lassen, um Versténdnis flr komplexe Zahlen zu bekommen.
Beispiele sind nicht besonders anspruchsvoll und weit unter Klausur-Niveau.

Beispid 1. (Studenten)

Rechnen Sie um in die Komponenten-Form.

gegeben: Ergebnis:
z,=8/60° 2,=4+j6.928

z, - /8/-45° 2,=2-j2
z,=2e8" z,= -1.732 +j1

7, = 362 z,= -1.928-j2.298
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Beispiel 2;

Rechnen Sie um in die Exponential-Form.

gegeben:
2, = Y2 (1)
z, = V2 (1)
2, = V2 (-14)
2, = VZ(-1)
Z=4+]3
z,=4-j3
Z;=-4+]3
23=-4-j3

(Studenten)

3.2. Einfiihrung in die komplexen Zahlen

Ergebnis:
z, = 2d%
z, = 261
2z, = 228%™

2,= 2682

2z = 5*/arctan(3/4) = 5*/36.87°

2, = 5*/arctan(-3/4) = 5/-36.87°

2z, = 5*/arctan(-3/4)+180° = 5*/143.1°

Zg = 5*/arctan(3/4)+180° = 5%/216.9°

. 4 .
Rz .®. 7.
2
-6 -4 2 4 6
- - . - Re
)
A L
. _2 - _4 *
Bild MA326 2
Beispid 3:
Stellen Siein der Gaul$schen Zahlenebene dar:
. .. eben: L& :
Im @ gegeben osung
Zl Z Z ' z, =57 z,=5°=-5
_a . . .
R > = 3 z,=4° 2= 4= -4
’ ' Ré z=3 2;=3j"=3
-2 B B 1 .
Z - - Z - [ E) #(-J) =
_4W Z,
© 6
Bild MA326_3
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Beigpidl 4: (Studenten)

Gegeben sind dieunteren zwel komplexen Zahlen Z und z,. Die angegebenen mathemati schen Operationen sind

auszufiihren. Die Ausgangszahlen und das Ergebnis sind fur jeden Unterpunkt in jeweils eine Gauld'sche Zahlen-

ebene einzutragen:
gegeben: z,=4+j3 Z,=1.5%e®
gesucht: a) Umformung in die jeweils andere Form z, = r,;*€?, z, =a, + jb,
b)z,=2+2
Q) Z:=-2 =212,
V% -2 Z-2
€ 2=2"2 (2 Methoden)
f)zg= 1z, (2 Methoden, 2 Zahlenebene)

9) Zw=2/2,

a) rp=y#+3=5 @, = arctan% - 36.87°
z - 5+e*%687" — 5/3687° = 5/0.6435
2, = 1.5*[cos(-60°) + j sin(-60°)] = 0.75 - j1.299
b) Z,=2, + 2, = (4+j3) + (0.75 - j1.99) = 4.75 + j1.701
41 Im ° : ' * :
y4
5 .
"z
2 2 4 6
% Re,
2
Bild MA326_4B
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) 2,=-(0.75- }1.299) = -0.75 + 1.299 = 1.5/120°
Z,=2,- 2,= (4 +j3) -(0.75 - j1.299) = (4 - 0.75) + j[3- (-1.299)]
2z, = 3.25 + j4.299 = 5.389/52.91°

41Im - S @
g . . .
- g .
Z,=Z, L
-2 2 4 6
Re
‘;2 .
2 L Bild MA326_4C

d) -7 - (4+3) =43 = (5/36.87°)" - 5/-36.87°

oaN
A

zZ = ;; = (0.75 - j1.299)* = 0.75+ j1.299 = (1.5/-60°)* = 1.5/60°

-4 2 4

=2

y Bild MA326_4D
) 2= 2,2, = (4 +3)(0.75 - j1.299) = 4*0.75 + j3*0.75 - j4* 1.299 + 3*1.299
Z,=3+]2.25- j5.196 + 3.807

Z,= 6.897 - j2.946
2, = 5/36.87°*1.5/-60° = 5*1.5/36.87° -60°

Z,=7.5/-23.13° = 6.897 - j2.946

(21

2] 4 6
O LPs= P92 e

Z
2 =11

»

AT T T T BildMAS326 4E
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f) z - 1o L - 02 - 016 j012
z 5.@I%687
z -1 1 418 413 416 jor2
0z 4+ij3 4-j3 16+9

4[1m O E 0 m
@
2 /;)‘
S o= 36.86° 0.1 0 0.1 0.2
-t
2 2 4 6 8
‘ R 0.1 =1
C s . . . . . . . . z,= 1/z4
4 102
Bild MA326_4F
9 , i _ 5xelE S, pil887-(-60] _ 3333, %87
0 7 1.5+g7i60° 15
Z
, - 4+j3 075+j1.299 _ 4+0.75 +[3+0.75 + j4+1.299 ~ 3+1.299
10075 -j1.299 0.75 + j1.299 (0.75) + (1.299)2
z - 0897|1446 _ (3987 | j3.309
10 2.25

© Al . . . . .
Z; = Zl/lz
. . . . z .
P33 =@ -, !
L= 1:1/1'7.
9,
2 2 4 6
P, Re
Z,
.2 .

Bild MA326_4G
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3.3. Potenzen komplexer Zahlen

Potenzieren, wie auch Multiplizieren, Dividieren und Invertieren wird am besten in Exponential-Form ausge-
fuhrt.

Aligemein:  z" = (r;«e'%y)"
/N = I’ln*(ejq)l)n

no_ N, lpgxn
zZ' = ry+e

EineZahl wird potenziert, indem der Betrag mit dem Exponenten potenziert wird und der
Winkel mit dem Exponenten multipliziert wird.

Beispiel:
Die Zahlen z = (1.1*€*")%, k = 1...11 sind in der komplexen Ebene darzustellen.

z,=1.1%/30°

2,= 1.1%/30°*2 = 1.21%/60°

2,= 1.1%/30°*3 = 1.331%/90°
z,= 1.1%/30°*4 = 1.464%/120°
25 = 1.1%/30°*5 = 1.611*/150°
26 = 1.1%/30°*6 = 1.772%/180°
z,= 1.17/30°*7 = 1.949%/210°
2o = 1.1%/30°*8 = 2.144* /240°
2o= 1.1%/30°*9 = 2.358¢/-90°
Zio= 1.11%/30°* 10 = 2.504*/-60°
Zu = 1.11%/30°*11 = 2.853%/-30°

Bild MA33A

Version 1.2 22. Dezember 2000



204 3. Komplexe Zahlen

3.4. Wurzeln aus komplexen Zahlen

Als Vorbetrachtung eine auf den ersten Blick triviale Frage: Welchen Winkel hat die rein redle Zahl 1 in der
komplexen Ebene? Die erste Antwort ist sehr schnell parat: Der Winkel Null:

1=1*e”

Aber auch die folgenden Ausdriicke ergeben die Zahl 1.

e =1
e =1
e =1

Alle ganzen Vielfachen von 360° ergeben alsehoch j den Wert 1.

eIn360” = 1 n - ganze Zahl
Beispid 1. /4 = £2

Beispid 22z = 4 = &%

1
20
\/?1 _ \/W _ (4*ejgo°)u2 _ 4112*(61900)112 _ \/Z*e 2 _ 9/A5°
aber auch, wenn die obere Zahl z, mit 1 multipliziert wird bleibt z, gleich z;:

= z#1 = 4+ el - 44l
450°

/7 - JAxe 7 = 2/205°

Z
-1

Damit ergibt sich noch eine zweite Lésung. Versuch eine dritte Lésung zu finden:

Z
-1

z = Z*ej405°
-1

;1*1 = 4@l 4@I720° _ f,i810°
405° entsprechen wieder der ersten Losung mit 45°. Bei der 2. Wurzel ergeben sich somit 2 Losungen, siehe

auch Bild MA34A.

Fm 4AZ1°

. .
. .

Re

+ ' BildMA34A
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Beispiel 3: z - 8« - gl - 8l

w

7 = 7B gUBL(eI20)1B _ i’
T
3;1 _ ;]113 _ gU3(eMB)13 _ p.gi160°
S 3 gY34(IB407) U3 _ .gi280"
T

3 3
‘/Z: z, rn==8 r,=4y8-2

.

.
o)
.

6 4

Bild MA34B

M athematische Ableitung:

_ Ajkseo° _ o, _ _ i(p,+k=360°)
l-=e z =rpset = zx1l =1

Z = " Z = Z]Jn = [r *ej((p1+k*3600):|ﬂn
=2 ! 1
_ o Un ie +k*360°)}lm
Z, =0 [e !
n P, k °
z = 1”1* — + =360

n n

Fazit: Bei der n-ten Wurzel ergeben sich n Lésungen. Der Betrag ergibt sich ausder n-ten Wurzel des
Betrages. Den Winkel einer Ldsung er halt man durch dividieren des Winkels durch n. Die ande-
ren L dsungen liegen auf einen Kreisverteilt im Abstand von 360°/n, sieheauch Bilder M A34A und
MA34B.
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Beispiel 4:
Berechnen Siealle 5. Wurzeln der Zahl z, =1 + j2.

L dsung:
2

2 |
2, - (5 Pre 1 - 2236-0

(&)

25.236+e1455 — 1175411269 — 1175/12.69°

z =,z =
-1 A
z - S;A = 2,+/360°/5 = 1.175/12.69°+72° = 1.175/84.69°
Z - S;A = ;1*/72o *2 = 1.175/12.69°+144° = 1.175/156.69°
z, = S;A = ;1*/720*3 = 1.175/12.69°+216° = 1.175/228.69°
z = S;A = ;ﬁ/?Z# = 1.175/12.69°+288° = 1.175/300.69°
2[Im z
Z,
P,
Z;
Z,
-2 ©,/5 2
Re
"Ly
2
Bild MA34C
Beigpiel 5: (Studenten)
gegeben: Z= VTj
gesucht: Darstellung in komplexer Ebene
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3.5. Natlrlicher Logarithmus einer komplexen Zahl

Z = rel® 1 = el k ganzzahlig
Z = r*ei‘P*l = r*ei‘P*ejk3600 = r*ej((P+k360°)

In@) = Infr+e@*%0] = In(r)« + el
In(2) = In(r) + j(@ + k*360°) = In(r) + j(¢ + k*2m)

Der Logarithmuseiner komplexen Zahl wird wiefolgt gebildet: Der Realteil ergibt sich als
der Logarithmus des Betrages. Der Imaginarteil ist der Winkel der Ausgangszahl. Wegen
der nicht eindeutigen Winkellage, ist der Logarithmus nicht eindeutig. Ganze Vielfache
von 21t kdnnen als Imaginarteil addiert werden.

Achtung: Hier ist auf Bogenmal? zu achten!!!

Beispiel:

gegeben: z,=20+j30

gesucht: In(z,) Darstellung in der komplexen Ebene

z, - 2 + 30% [ arctan %8 - 36.06/0.9828

Achtung: Bogenmal3!!!

In(z,) = In(36.06) +j(0.9829 + k2r) = 3.585 + j(0.9829 + k27)

. 8 ]m’

Bild MA35A
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3.6. e-Funktion komplexer Argumente

z=a+jb

2 - ep@ - e - eaieh
=> r= et ¢, = b

Die Exponential-Funktion (e-Funktion) mit komplexen Argumenten wird wie folgt ge-
bildet: Der Betragist diee-Funktion desRealteiles. Der Winkel gleich ist gleich dem Ima-
ginarteil.

a>0 => r,>1
a<o0 => r<l
Beispid 1.

eG4 - e3xel? = 20.086+[cos(2) +jsin(2)]

eG4 - 8359 +j18.264

Beispid 2

e(-054m) — @05,eim - @-05_1) - -0,6065
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3.7. Zusammenfassung der Rechenregeln der komplexen Rechnung

Definition j2=-1 j= /1
Dar stellungsarten z=a+jb=re*=rlg
Umr echnung Betrag und Phase nach Komponenten
z=r*[cos(p) +j*sin(¢)] a=r*cos(¢) b=r*sin(¢)
Umr echnung K omponenten nach Betrag und Phase
r = ya? + b? = y/(Realteil)? + (Imaginarteil)?
¢ = artan( EJ a>0
a
¢ = artan( EJ +180° a<o
a
Euler-Form €% = cos(p) +] sin(e)
Addition (& +jb) + (8 + b)) = (& + &) + (b, + by)

Negative komplexe Zahlen

(a+jb)=-a-jb

Subtraktion (& +jby) - (& + b)) = (8- &) +j(b,- by)
Multiplikation (r*le)* (ro*l@,) = r*r*le, + @,
Konjungiert komplexe Zahlen  (r/@)) =r/-¢  oder (a+jb)" =(a-jb)
. 1 1
Inversion = = |-9
nle, n
s rlﬁ r
Division = =199,
e, T,
Potenzen (rl@)" =r"/@*n
Wurzeln ey - e+ Xae0° k=0..n1
R\ n n
Natirlicher Logarithmus In(r/@) = In(r) + j(p+*271k) K=-o0 .. 4

e-Funktion

Version 1.2 22. Dezember 2000
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3.8. Ortskurven

3.8.1. Einleitung

Wasist eine Ortskurve

Definition: Eine Ortskurveist eéine komplexe Funktion, diein Abhangigkeit einer reellen
Variablen in der Gauld'schen Zahlenebene dargestellt wird.

In der Darstellung werden die Spitzen der komplexen Zeiger miteinander verbunden. DieredleVariablewird als
Parameter an einigen markanten Stellen als Zahlenwert in die Gaul3'sche Zahlenebene eingetragen. Welchen
Formelbuchstaben hat der reelle Parameter? Antwort: beliebig.

2. Semester, EG 11 w = 27f
1. Semester, MA | t

Der Buchstabe t soll auch in MA | als Parameter fir Ortskurven verwendet werden. In Bild MA3811A ist ein
Beispiel einer Ortskurve dargestellt.

Im

Bild MA3811A: Beispid einer Ortskurve

Ein Pfeil in Richtung zunehmender t-Werte wird Ublicherweise zur Kennzeichnung gréf3er werdender t-Werte
verwendet.

Anwendung der Ortskurven

Ortskurven werden, wie die Definition es schon aussagt, zur grafischen Darstellung einer komplexen Grofde
benutzt, die von einer redllen Variablen abhéngigist.

Anwendung in der komplexen Rechnung fir Wechselstrom-Kreiseim 2. Semester.
Beispiel:
(In Vorgriff auf das 2. Semester) Der komplexe Widerstand der Reihenschaltung einer Induktivitét L und eines
Widerstandes R hat folgenden komplexen Ausdruck in Abhangigkeit der reellen Frequenz f:
Z=R+j2znfL

Nach dem ohmschen Gesetz 143t sich der komplexe Strom berechnen:

LY v
Z

R + j2mL«f

Diephysikalisch Interpretation erfolgt im 2. Semester. Diemathemati schen Grundlagen zur Konstruktion solcher
und dhnlicher Ortskurven sollen in diesem Kapitel 3.8 erfolgen.
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3.8. Ortskurven 211

3.8.2. Komplexe Gerade

M athematische Definition:
() =z, + Z*t o << oo

Zu einer komplexen Zahl wird das reelle Vielfache einer anderen komplexen Zahl addiert. Was ist das? Am
besten sieht man dieses anhand der komplexen Ebene (GaulR'sche Zahlenebene). Komplexe Zahlen kénnen gra-
fisch addiert werden. Addiert man in Bild MA382A zu z, Vidfachevon z, ergeben die Spitzen der Ergebnissedie
dargesteIte Gerade.

Bild MA382A: Komplexe Gerade

Interpretation: Die Zahl z, stellt einen Punkt der komplexen Geraden dar. Die Richtung ist durch die Zahl zZ

vorgegeben.
Beispiel 1:
gegeben: Z(t)=4+jt
gesucht: komplexe Gerade
=4 (ein Punkt der Geraden)
Z=] (Richtung im imagindrer Richtung)

Zptt=1
Z

z =,
-8 -6 A4 -2 0 2 4 6 8
+ + + + + + __t.:_] .R¢
e
-+ -+ + 4_2 + + -.—t:_z + +
+ + + + + + + + + + + —»—t&:-3 + +
. . . ¢_4 . . . .

Bild MA382B

Version 1.2 22. Dezember 2000



212 3. Komplexe Zahlen

Beispiel 2:
gegeben: z() =3 -2t
gesucht: komplexe Gerade
=3 (ein Punkt der Geraden)
2,=-2 (Richtung in negativer Richtung)

. . . . . . Irn 6‘ . . . . . @
44 + + + + + + +
0 t=-1 t=-2 t=-3
] T I

+ + + + + + + = 24 + + + + + + +

-
——" -
(98]
—
—+1 -+
[\

.
—
— 1l +
—
.
—

+ + + + + + Zl + + + + + + + +

LS A 2002 4608

- - - - - oRe
Bild MA382C
Beispid 3:
gegeben: z(t) = (-2+j3) + (&)t
gesucht: komplexe Gerade
z,=-2+j3
,=4-j
o NO)
o LN
t=0 4
Z
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
Re
-2
Bild MA382D

3.8.3. Inversion der komplexen Geraden

Die invertierte komplexe Ortskurve wird zur Unterscheidung der nicht invertierten haufig mit w(t) bezei chnet:

1

Z +zZ+t
1 2

N
W(t)*zf

Bevor die allgemeine Form der invertierten komplexen Geraden geklért wird, soll anhand von einfachen Bei-
spielen die Form des Inversions-Ergebni sses untersucht werden.
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Beigpidl 1:
gegeben: Z()=1+jt
gesucht: w(t) = Z(t) als Ortskurve
1
t) =
w(t) 1+jt

Um Real- und Imaginérteil getrennt zu erhalten, wird der obere Ausdruck konjungiert komplex erweitert und
umgeformt:
1-ijt 1-ijt 1

1 oot
W) - T - - -
o L+jtl-jt 1+t 1+1¢2 J1+t2

Um die Ortskurve al's analytische Funktion, z.B. y = f(x), zu erhalten, muR® der Parameter t eliminiert werden.
Dazu erfolgt der folgende Ansatz, durch Aufspaltung von w(t) in Realteil x(t) und Imaginarteil y(t):

w(t) = x(t) +jy(t)
Der Vergleich der oberen beiden Gleichungen liefert:

1 -t
Xt) - —— - x Yo - ——
1+t 1+t

=Yy

Die Gleichung mit x wird nach 1 + t2 bzw. t aufgel6st und in die Gleichung mit y eingesetzt:

1442 -1 2-1
X X
1
2
2 _ t _ X oy 2
yo - 22 2 XX
ar? (1
X
Y+ x2-x=0

Obere Gleichung muR quadratisch erganzt werden:

1 » 12 (1)?
- = yet+]IX - = =) =
4 2 2

AusKap. 2.2.4.3.5ist bekannt, dal? die obere Gleichung ein verschobener Kreisist, mit den Mittel punkt-Koordi-
naten x,, = %2, ¥, = 0 und dem Radius r = %, siehe Bild MA383A.

y2+x2-x+

N

Im 2

f | _—komplexe Gerade
1 Z1)
wt)
2 -1 | 2
Re
-1
2 ‘ Bild MA383A
Folgerung: Dieim Beispid 1 invertierte Gerade ergibt einen Kreis als Ortskurve.
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214 3. Komplexe Zahlen

Beigpiel 2:
gegeben: Z(t) =)+t
gesucht: w(t) = Z(t) als Ortskurve

Hier wird das gleiche Prinzip wie bei Beispiel 1 angewandt: Der Parameter t wird eliminiert. Durch Einsetzen
und Umformen ergibt sich eine interpretierbare Kurvenform:

1 1 t-j  t-j t .1 .
) = — = * = = - = X +
M2 ) w1 e e <V
t -1
Xt - — v - —
tc+1 tc+1
t2+1:7i tszifl
y y
t2 5l
x2 = - - - y -y -2
(t°+ 1 1
y2

R

Das Ergebnisist wieder ein verschobener Kreis, mit dem Radiusr = %2 und mit den Mittel punkt-K oordinaten X,
=0undy, =-Y%, sehe Bild MA383B.

z(t)

komplexe Gerade

w(t),

2 . * Bild MA383B
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Beispid 3:
gegeben:
gesucht:

L dsungsweg:

Z()=(1+j)+t(1-])
w(t) = Z(t) als Ortskurve

Der gleiche als bei Beispiel 1 und 2

=1+ +jd-1

3.8. Ortskurven 215

wit) - 1 Ay -ja-y o @A+ -ja-ty 1 1+t 1t-1
B @A+ +j(@-1) @+ -j@A-9) @+ +@-1% 2 1+t? "21+¢2
oo 1, 1+t y o L.t-1
2 1+12 2 1+1t2
X-y = 1 = 1+12 - 1 = N |
1+1t? X-y X-y
ot _ 2 _ t?
X+y = = X +y)
1+1t2 (1+1t??
L]
X7
ey = T = (- y) - (XY
1
5
(X+y)?+(x-y)-x+y=0
2 +2y°-x+y=0
Xzfix+i+y2+iy+i:i+i
2 16 2 16 16 16
2
2 2
X*i + y+i = i
4 4 8
Obere Gleichung ist wieder ein verschobener Kreis mit den Daten:
1 1 1
X == = -= r=,=
"4 Ym 4 8
3/ Im
1
-3 -2 -1
-1
C -2 Bild MA383C
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216 3. Komplexe Zahlen

Allgemeine Inversion der komplexen Geraden, nicht durch Null

Mit Hilfe der Rechenregeln der komplexen Rechnung und den vorigen drel Beispielen soll versucht werden,
Konstruktions-Hinweise fir die Inversion einer komplexen Geraden zu erhalten.

Aus den vorgestellten drei Beispielen (Bilder MA383A bis MA383C) kann man feststellen: Die Inversion der
komplexen Geraden nicht durch Null ergibt einen Kreis durch Null.

Zur Lage desKreises

Ein Punkt desKreisesist der Nullpunkt, well fir t - « die Inversion Null ergibt.
Ein zweiter markanter Punkt ist die weiteste Entfernung des Kreises vom Nullpunkt, also ein Durch-
messer, der im folgenden als Durchmesser-Zeiger wy bezeichnet wird. Zur Erinnerung: Die Inversion
einer Zahl erfolgt, indem der Betrag invertiert und der Winkel negiert wird. Durch Invertieren wird der
dichteste Abstand zum Nullpunkt zur weitesten Entfernung zum Nullpunkt. Der Punkt der dichtesten
Entfernung zur komplexen Geraden wird auf den Durchmesser-Zeiger abgebildet.

Schema zum Invertieren einer komplexen Geraden nicht durch Null

Eine Gerade nicht durch Null ergibt invertiert einen Kreis.
Ein Punkt des Kreisesist der Nullpunkt w(t-~) = 0.

Punkt der komplexen Geraden mit der dichtesten Entfernung zum Nullpunkt suchen z, = rD*ej"’D.

Grafisch erfolgt dieses mit Lot-Bildung auf der Geraden.
Der Durchmesser-Zeiger des Kreises ergibt sich durch Invertieren von z:

I S T
Wy =25 = r=*e
D

Symbalische Darstellung siehe Bild MA383D.
Im

_ Jop
Z = rD*e

. Re b

&

Bild MA383D
Diekomplexe Geradez = z, + z,*t = (-3 +j2) + t(7 - j3) ist halbgrafisch zu invertieren.

analytisch:

z=(-3+7t) +j(2-3t)

72 = (-3+71)2 + (2-3t)2
Z2=9-42t+ 49+ 4- 12t + 92
72 =58t?- 54t + 13

2
427 116t -54 - 0
it

~ A 04655
116

mn
Zonin (-3+]2)+t,n(7-j3) = 0.6565/66.81°
W = 1.523 /-66.81°
grafisch:
1. Lot auf Gerade
2.r,=0.6
3. @p = 64°

4, w, =

1

— 1.66+e 1%
0.6xe"

Bild MA383E
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3.8. Ortskurven 217
Allgemeine Inversion der komplexen Geraden durch Null
Die Form der komplexen Geraden durch Null lautet:
Z(t) = z,*t o << e
Fir den Wert t = 0 passiert die Gerade den Wert z= 0.

Die Inversion ergibt:

we) - L -1 1.1
Z(t) zxt ozt
- 1 1
Substituiert man z, und t - =2 ~— =5
z 2 t
1
erhat man: w(t) =z,*s -0 < §<

Der obere Ausdruck w(t) stellt wiederum eine komplexe Gerade durch Null dar. Wieist nun die Lage dieser
Geraden. Dazu sall die Diskussion anhand von Bild MA383F erfolgen. Zunéchst wird die komplexe Gerade z(t)
gezeichnet. Die Richtung ist vom Nullpunkt zu z,. Die t-Skalierung erfolgt in &quidistanten Abstanden von z,.

Im VO )
8§
- 2 )
~1 oo Lo -
t< ! \ !
7~ IS\\\[/Q A
2k A
Py
ok 0, Re
tioy 1 lx
‘4‘\ ¢ =2 2 S\\] s
ts
= S=2 w(t)
%)
Bild MA383F

Zur Konstruktion von w(t) muf ein Punkt von w(t) berechnet werden. Um den Punkt fir t = 1 bzw s= 1 zu erhal-
ten, wird z; invertiert.

_ =*e_

Z = rl*elq)l 7Z = i =
2z r
5

1

Die Konstruktion von w(t) erfolgt in analoger Weise als die fur z(t), erstmal mit dem Parameter s. Die Gerade
w(t) hat durch Invertieren die negative Winkelrichtung (¢, = -¢,) von der Geraden von z(t). Fir s= 1 ergibt sich
der Betrag 1/r,. Die Skalierung in sist linear. Die Parameter t der Original-Funktion ergeben sich durch 1/s.
Durch Invertieren ist die Richtung der Zunahmen von s und t unterschiedlich.

Zusammenfassung:
Eine komplexe Gerade durch Null mit linearer Tellung invertiert, ergibt wiederum eine
komplexe Gerade durch Null, allerdings mit nichtlinearer Teilung.

Beigpidl: (Studenten)
Die komplexe Gerade: z(t) = (0.15-j0.2)t

und dessen Inverse sind in der Gaul¥'schen Zahlenebene zu konstruieren.
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3.8.4. Allgemeine Inversion von Kreisund Gerade

Bekannt: Gerade und Kreisinvertieren ergibt entweder wieder Gerade oder Kreis.

Esdsbriicke: Bei der Inversion wird der Punkt « auf Null abgebildet und umgekehrt. Ist also ein Punkt ~ vorhan-
den (nur bei Geraden, nicht bei Kreisen) ergibt die Inversion den Nullpunkt. Die I nver sionskurve einer Gera-
den verlauft immer durch Null. Umkehrung der Tatsache: Eine zu invertierende Kurve durch Null (Kreis
oder Gerade) ist eine Gerade.

Zusammenfassung und Ver mutung

Invertieren von ergibt

Gerade nicht durch Null Kreis durch Null
Gerade durch Null Gerade durch Null
Kreis durch Null Gerade nicht durch Null
Kreis nicht durch Null Kreis nicht durch Null

Die Aussage "Die Inversion eines Kreises nicht durch Null ergibt einen Kreis nicht durch Null" wére noch zu
bewei sen.

Die allgemeine Form von komplexen Kreisen und Geraden lautet:

+ Z *t

w(t) :Z1='2
Z

+ Z %
=3 ;4t

Wenn jewells eine der vier Zahlen z, bisz, gleich Null ist, ergeben sich Sonderfélle.

Sonderfall 1: z,=0

Z + 2zt Z Z
Mt):;:;‘#;*t:Z‘f’z*t
z zZ zZ
=3 =3 =3
=> eine Gerade mit linearer Teilung, nicht durch Null

Sonder-Sonderfall z;=r*z;, =>  Gerade durch Null

Sonderfall 22 z,=0

Z
wt) = 1 _ 1 _ 1
Z + 2zt Z Z Z + 2zt
=B T4 52 B!
Z Z
1 1
=> Inversion einer komplexen Gerade nicht durch Null ergibt einen Kreis durch Null

Sonder-Sonderfall z; =r*z, => Gerade durch Null
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Sonderfall 3:  z;=0
z +zx*t Z Z
wy - 2 -2l % .5,
z wt z t z -9 10
%4 %4 %4
=> Gerade nicht durch Null mit nichtlinearer Teilung

Sonder-Sonderfall Z,,=r*z, => Geradedurch Null

Sonderfall 41  z,=0

wt) =
z
4
z
Z
=> Inversion einer komplexen Geraden nicht durch Null ergibt einen Kreis durch Null

Sonder- Sonderfall z,, =r*z,;, => Gerade durch Null

Allgemeiner Fall:

Fur den allgemeinen Fall wird eine Polynomdivision durchgefihrt:

z
z -z2
z 1 T3z
2 -4
Zz+xt+2z2)(z+t +z2) = = +
@ )@, z) z zxt+2
-4 -4 -3
Z, Z,
—*Z xt + Z —
z v 3z
S 5
z
z-2-2
1 =3Z
=
Z 1 1
Al(t):2+ -z
z z z B oz stz
4 4 4, = 14 15
zz zz
Z3 27_23
1z 1z
4 4

3.8. Ortskurven 219

w(t) in der allgemeinen Form ergibt sich aus der Addition einer konstanten komplexen Zahl und einem Kreis

durch Null.

Allgemeine Form => ein Kreisder aus dem Nullpunkt verschoben ist.
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220 3. Komplexe Zahlen
Beispiel:
Konstruieren Sie die Ortskurve

4t + 13j

W) = t+2

Polynomdivision:

@t 13t + 2) - 4+ 2
t+2
T
5j

o1
t) - 4 +5—=_
w(t) +Jt+2j

Zur Konstruktion von w(t) sollen nacheinander einzelne Ortskurven betrachtet werden. Die néchste Ortskurve

ergibt sich durch eine bestimmte Operation auf die vorhergehende:

w,(t)=t+2 Gerade
1 1 . ) .
w(t) = — = _ Invertieren ergibt Kreis
2 wt) t+2
5
%(t) = 5*v_v2(t) = T2 Streckung um 5
o __9 o
w0 = jrw(t) = T3 Drehung um 90
wt) =4 +w(t) = 4+ 5 - Verschiebung um 4
4 t+ 2
3 Im
- o
wi(t)
| | 1 |
4 5 7 8
Re
t=0
t=o
t=2
Bild MA384A
Hinweis: Die Polynomdivision mul3 immer fir t erfolgen. D.h. Im Zahler des Bruches darf nach der

Polynomdivision kein t mehr vorhanden sein.
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3.8.5. Allgemeine Ortskurven

Bidlang sind nur Sonderfélle von Geraden und Kreisen betrachtet worden. Wiekonstruiert man allgemeine Orts-
kurven.

3.8.5.1. Analytische Beschr eibung

Die analytische Beschreibung von Kreisen und Geraden ist méglich. Bei allgemeinen Ortskurven ist dieses nur
in wenigen Sonderféllen moglich. Um das Verfahren aufzuzeigen soll hier ein Beispid berechnet werden.

Beigpid:
Z(O) = (1 +jt)=1+2)*t-t2=(1-t?) + 2j*t
Z(t) =x+jy
= X=1-t y=2t
(oY
2
2 2
X =1- Y Yl - 1-x
2 2
y = #2#/1-X

Die Berechnung y = f(x) erfolgt wie bei allen Ortskurven: Realtell gleich x setzen, Imaginérteil gleich y setzen
und den Parameter t eleminieren. Beim oberen Beispiel war die Lésung mdglich. Das Ergebnis. Eine liegende
Parabel nach links gedffnet, Scheitelpunkt bei y, = 0 und x, = 1.

3.8.5.2. Nicht analytische Konstruktion

Gegeben ist die Ortskurve z=1(t)

diein der komplexen Ebenedargestel It werden soll. Dadie analytische Berechnung nicht tblichist, bleibt nur die
numerische Berechnung von einigen Punkten der Ortskurve, die dann in die Zahlenebene eingetragen und ver-
bunden werden. Wichtig ist dabei, nicht zu viele und nicht zu wenige Punkte zu berechnen, damit die Kurve
skizziert werden kann. Die Punkte sollten in der Zahlenebene moglichst gleich weit voneinander entfernt liegen.
Obere Aussage bedeutet nicht, dal3 auch diet-Wert gleich weit voneinander entfernt liegen. Schon beim Kreisist
die nichtlineare Skalierung zu beobachten.

Zur Konstruktion der Ortskurven-Skizze erstellt man sich am besten eine Tabelle. Entweder in Polarform oder in
Komponenten-Form.

Ratsam ist auch, die zwei Grenzfdllet =0 und t -~ «~ zu diskutieren.

t Re{z(t)} Im {2(t)} r() oM
t
t
{3
ty
entweder oder

Version 1.2 22. Dezember 2000



222 3. Komplexe Zahlen

Beispiel:
Die Ortskurve

10

) = — -~
" T a3

ist zu skizzieren.

Entschieden wird sich fur die Polar-Darstellung

1 1
Z(t) = 10% * = Z*Z *Z
20 1+jt 1+3t 1727
2,=10=10/0°
z -1 _ = L /—arctan(t)
c 1 e
zZ - 1 _ = 1 /—arctan(3t)
1+3jt 1+ (3t)2
Zt) = (10 /0°)+ /—arctan(t)| | —2— /-arctan(3t)
1 +1t2 Y1 + (31?2
Z(t) = 10 /—arctan(t) — arctan(3t)
V1 +t3/1+ ot?
S - 10
V1 + 121 + ot?

¢(t) = - arctan(t) - arctan(3t)

Prinzip der Konstruktion:

Obere Wertein einer Tabdlle darstellen und in komplexe Ebene eintragen. Welche Werte von t werden gewahlt:

Al Meistens: => t=0 und t=w
B] aus /1 + t? => Werte logarithmisch um 1
q] aus /1 + (3t)? = Werte logarithmisch um 3
Al t=0 t=c
B] t=1, % 2
C] g=112

6 3 3
A, B, C] t = 0, i; i; i: 1: 2: !5! o0

10 4 2
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t r(t) @)
0 10 0
1/10 9.53 -22.4
1/4 7.76 -50.9
12 4.46 -82.9
1 2.24 -116.0
2 0.74 -144.0
5 0.13 -164.9
o 0 -180°

Bild MA3852
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4. Analytische Geometrie

4.1. Koordinatensysteme

4.1.1. Zweidimensionale K oordinatensysteme

4.1.1.1. Rechtwinklige Koordinaten

Bild MA4111A

4.1.1.2. Schiefwinklige K oordinaten

/ P=(u,V)
/ (1)

Bild MA4112A

Schiefwinklige Koordinaten haben kein grofies Anwendungsgebiet.
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4.1.1.3. Polar-K oor dinaten

| P P=(R ¢)
Y . (R
| 9 P -
' ¢
L x——
Bild MA4113A
Umr echnung
x = R*cos(@)
y =R*sin(p)

R R

S
I

arctanl x>0
X

S
I

arctan(z] + T X<0
X

Version 1.2 22. Dezember 2000
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4.1.2. Dreidimensionale K oordinatensysteme

4.1.2.1. Rechtwinklige kartesische K oor dinaten

//f__ ____________ 2 P
Ve
v ! // | P=(x,Y, 2)
’ -r-————-=--- =
Ve / /
// / // // X
/7 /7 Ve —
// y // // P = y
Vs / 7/
L// // // z
—_ —_—— e e e — _|/ Ve
T .
z I/
X Bild MA4121A
4.1.2.2. Zylinder Koordinaten
Z
\P
y _
P=(R ¢,2
R
K
z

Bild MA4122A

Umrechnung: Zylinder -K oor dinaten <--> K artesische-K oor dinaten
X = R*cos(¢p)
y =R*sin(p)

Z=7

R = \/X2+y2

cp:arctanl x>0
X

(p:arctanl+n x<0
X

z=12

Version 1.2 22. Dezember 2000
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4.1.2.3. Kugel Koordinaten (Sphérische Polar -K oor dinaten)

Beispiel Erdes 3 Koordinaten: - Langengrad
- Breitengrad
- Hohe tiber NN

In der Mathematik werden die Koordinaten etwas anderes gewahlt:

r - direkter Abstand vom Koordinatenursprung zum Punkt
0} - Winkel in der x-y-Ebene zur Projektion des Punktesin z
) - direkter Winkel von der z-Achse zum Punkt
Wertebereiche: r>0 O<¢p<2n 0<®<Tm
Z
y
~ P
P t I
R @
z r
/] X | — R
/\jz R
~
<~ A
Bild MA4123A: x-y-Ebene A- Schnittebene
r
P=(r, ¢, 0) P ¢
)

Umr echnung: Zylinder -K oor dinaten <--> Kugel-K oor dinaten
R=r*sn(®)

z=r*cog(®) P=¢

r

@:arccosE =9
r

Umr echnung: Kugel-K oor dinaten <--> Kartesische-K oor dinaten
Uber den Umweg der Zylinder Koordinaten

x = R*cos(g) = r*sin(®)*cos(¢)
y = R*sin(g) = r*sin(@)*sin(¢)
Z =r*cog(®)

r=yR%+2% = x> +y2+ 22

0} - arctany. fur x>0
X

0} - arctany + 7 furx <0
X

® - arccos®

r
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4.2. Lineare Gebildein kartesischen Koordinaten

4.2.1. Lineare Gebildein der Ebene: Die Gerade

Aus Abschnitt 2.2.1.2 ist bekannt:

Ty y=a,+a,

P

Bild MA421A

Neu: Die Enden eines Vektors, der von einem Parameter abhangig ist, werden als Funktionskurve dargestelIt.

X(t)
P =1 y@® Parameter: t
0

Dieses ist nichts anderes als die Parameter-Darstellung einer Funktion. Um y = f(t) zu bekommen, mufite der
Parameter (hier t) diminiert werden.

Frage: Was ergibt
P(t) = P, + P,xt -0 <t<oo

Antwort grafisch:

= _
77 e
l§0
l‘a]
> I=2
P2 =3
P,
—_
P,

Bild MA421B

Wiebei der komplexen Gerade ergibt sich auch hier eine Gerade. Ein Punkt der Geraden ist |31. DieRichtung der
Geraden wird von I32 vorgegeben.

Version 1.2 22. Dezember 2000
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Antwort mathematisch: (Eliminierung von t)

Pt) = IS1 + Isz*t

X(t) X Xy*t
YO | = i | ] Yot
Z(t) 0 0

X(t) = X =X, + X,*t

yt) =y =y +y,*t

XX
%
X - X X
Y=Y1*Y L - [yl - y2_1] +£*X => Gerade
% )%
Hinweis: I32 = (X, y2)t ist nicht Punkt der Geraden, sondern gibt nur deren Richtung an.

4.2.2. Lineare Gebildeim dreidimensionalen Raum

4.2.2.1. Geradeim Raum

Pt) = IS1 + Isz*t

Beispiel: Eine Gradeist durch die zwei Punkte P, und P, gegeben. Gesucht sind P, und P, der oberen
Geradengleichung

— —

t=0 => P:P1:|3A
t=1 => P=P +P, =P,

P, = Py -
P(t) = P, + (Pg - Pyt

Obere Lésung ist eine von mehreren moglichen Lésungen, da fur die Punkte |3A und |3B die t-Werte beliebig

gewahlt werden kénnen.
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4.2.2.2. Ebeneim Raum

P = IS1 + Isz*t + |33*S
Deutung mathematisch:

X(t,9) X Xy*t X3*S
Y& [ = Yo | +| Yort | = Ys*S
Z(t,9) z z,xt Z,+S
X =X Xy Xg
t
Y-Y. = Yo Y3 | * ( ]
s
-7 5 4
X - X, X, X, (t] [t] X, X3 |71 X%
= * = *
Y% Yo Y3 s S Yo Y3 Y-y
[ t] X, X3 |7 X=X
Z — = ( * Z = + ( * *
2 - @R 2+ (3 7) v, v, vy,
Z=g+tax+ay => Ebeneim Raum

Deutung grafisch:

Nach Bild MA4222A und oberer Gleichung ergibt sich
eine Ebene. Ein Punkt der Ebeneist der Vektor P,. Ei-
ne Ebeneist durch zwei Richtungen gegeben. Im oberen
Fall durch die Richtungen von P, und P,.

x Bild MA4222A

Beispid 1.

gegeben: 3 Punkte der Ebene: P, Pg und P

gesucht: Ebenein der Form P = P, + P,xt + P#s

eine mogliche L dsung:

Ein Punkt der Ebeneist: P, = P,

Eine Richtung: P, = Py - P,

EinezweiteRichtung: P, = P. - P, P =P,+ Py - P+t +(P.-Pys

Version 1.2 22. Dezember 2000



4.2. Lineare Gebilde in kartesische Koordinaten 231

Beigpiel 2: (Aufgabe 4.5a)
3 5
gegeben: 3 Punkte der Ebene P, = Py - | 3 Po = | 4
2 6
gesucht: Al P =P, + P + Pysp B] z=1(x.y)
Lésung A]
8
P,=|5
-
5
P,=P, P,=]|2 PunktP, gilt fir ¢ =1 und p =0
5
-3
P,= (P, -P) = | -1 PunktP, gilt fir « =0 und p = -1
-1
X 8 5 3 X-8 53
R o
P=|yl =|5| +of2| +p[1 y521(5)
z 7 5 1 z-7 51
L 6sung B]

B R EREN
)
(g) : 5_16( 12 53) (ii]

1 -3 xX-8 xX-8
z-7=-5 1)*(2 5]*[y5] =7 - (1%5-1%2 5(3)+1*5)*[y5)

X
z=7+(-3 10)*[ 5] =7-3x-8+10y-5 =7-3x+24+10y -50 = -3x + 10y - 19
y7

Version 1.2 22. Dezember 2000



232 4. Analytische Geometrie

4.2.2.3. Achsenabschnittsform der Ebene

a 0 0
gegeben: Drei Punkte auf der Achsen P,=|0 Py =| b P.=|0
0 c
gesucht: z=1(x,y)
Erste M églichkeit: Herleitung Uber Vektor-Ebenen
a -a -a
P,=P,=]0 P,=P,-P,=| b P,=P.-P,=| 0
0 0
X a -a -a
P=]y| =0+ b|«t+] 0 [=s
z 0 0 c

Obere Formel wird Achsenabschnittsform der Ebene genannt, vergleiche Achsenabschnittsform der Geraden

(Kap. 2.2.1.2.4).
Zweite M églichkeit zur Herleitung der Achsenabschnittsformel der Ebene:
Z=gtax +ay
Punkt A x=ay=0,z=0) O=g+a*a+ 0"y
Punkt B x=0,y=b,z=0) O=a+a*0+a*b
Punkt C (x=0,y=0,z=0) cC=a+a*0+a*0
dp=C
a1 = —

a, - -

olo olo

%
a
%
b
C C
Z=0C- =X~
* b*y

X
a
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4.2.2.4. Schnitt zweier Ebenen

Ez = P, + Pyt + Pg*u

Eine Vektorgleichung besteht aus drel Einzelgleichungen (Vergleich der drei Vektor-Komponenten), d.h. ein
Parameter von (r, s, t, u) ist frei wahlbar.

Variable: (r, s, t) frei wahlbar (willkdrlich): u

t
Xy X3 X5 r Xs Xg =X
Yo Y3 Y5 | x| S = YelU+]| Ya™ Y1
5z % t Z z,-7

Oberes Gleichungssystem nach t aufgel 6st ergibt eine lineare Abhangigkeit von ul.
t=f(u)=a,+a*u

t in Ebene 2 eingesetzt ergibt:

E, = P, + Pa, + a,+U) + P*u

Dieses ergibt eine Gerade:

G - (IS4 + ao*lss) + (al*ls5 + I36)*u
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Beigpidl: (Aufgabe 4.7a)
gegeben: 2 Ebenen E,, E,
gesucht: Geradein der Form: G = P, + P,+u
L dsung:
1 1 0
El =1 2|+ 5] +9 3
3 0 1
5 0 4
E,=|6]+d 2]+d 2
7 -1 1
E1 - E2
1 1 0 5 0 4
+ 5r+] 3fs=16|+] 2(*xt+] 2]|u
3 0 1 7 -1 1
0 4 4
r+] 3ls+|2|t=14]+| 2|u
1 4 1
r 4 +4u
*|'s| =] 4+2u
t 4+u
10 4+4u
5 3 4+2u 3 4+2u 0 4+4u
t - 01 4+u| _ 1 4+u 1 4+u :12+3u7472u+20+20u:28+21u
100 32 3x1 - 21
1
532 11
011
5 0 4 5 0 0 4
G=E =|6|+@8+2w) 2| +du 2| =|6]|+| 2«28+ 2+2L [u+| 2|*u
7 -1 1 7 -1x28 -1x21 1
5 4
G=| 50| +u -40
-21 -20
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4.2.2.5. Schnitt zwischen Gerade und Ebene

Ebene E = P, + P,«s + Pyt
Gerade: G = P, + P*u

Das Gleichsetzen von Ebene und Gerade

P, + Pyxs + Pyxt = P, + P.xU P,#s + Pyt - Pcxu = P, - P,
X, X3 Xg X, X,
y2 *S + y3 *f - y5 *U = y4 - y]_
2 z z z,) =z
Xy X3 ~Xg s Xy Xy
yz y3 7y5 *| t = y4 - y1
zz %) \U -y

Aus dem oberen Gleichungssystem lassen sich die Werte (s, t, u) eindeutig bestimmen. Einsetzen z.B. von uin
die Geradengleichung ergibt einen Punkt im Raum

Beispid: (Aufgabe 4.8a)
1 1 0 5 -2
2|+ 5flae+ 3(p=]2+] 5 |v
3 0 1 3 4
10 2 o 4
53 -5 Bl =1 1
01 4 v 0
10 4
53 -1 -1 53
1 +4
o010l 1o 01 _1+20 2 .
10 +2 3 -5 02 -12+5+10 3
1 -5
53 5 1 -4 14
01 4
5 -2 5-14 -9
P-Gy=7)=|1|+7| 5| =]1+3] =| 36
3 4 3+28 31
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4.2.2.6. Kiir zeste Entfernung zu einer Geraden

5 B(t)
P, B,
P,

Nach Bild MA4226A ist diekiirzeste Entfernung zur Geraden der Vektor P, . Dieser Vektor steht senkrecht auf

der Geraden. Wiewird nun dieser Vektor berechnet? Gesucht ist der Parameter t,,,,, der zu diesem Punkt gehort.
Frage: Wie kann man mathematisch erfassen, dal’ zwel Vektoren senkrecht aufeinander stehen? Frage: Was
ergibt das Skalarprodukt von zwei Vektoren, die senkrecht aufeinander stehen? Antwort: Weil der Winkel zwi-
schen beiden 90° ist und der cos(90°) = Qist, ergibt das Skalarprodukt Null. Néchste Frage: Welche zwei Vekto-

Pt) = IS1 + Isz*t

Bild MA4226A

ren aus Bild MA4226A stehen senkrecht aufeinander? Antwort: P, und P .

L

Z*ISm'n(tm'n) =0

—

L

2*“31 + Pyrtil = 0
|32*'31 = 7§Z*§Z*tnin
ﬂ1* ﬂz
tn'in —
P,+P,
— — =) * 5 —
Pron = Pr - =P,
%P,
Beispid: (Aufgabe 4.9d)
5 -2
G=|1]-+ 5 y:|51+|52*y |31:
3
-2
# 5
_ ﬂl*ﬂzf 4 _ -10+5+12
Yoin = 5=~ ~ = - =
P, P, ) ) 4 +25+16
51+ 5
5 -2 53111
5 7
Prn = | 1| - 55| 5| - | 02222
3 2.3772
lin = |Ponol = 5.82332

Version 1.2 22. Dezember 2000
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4.2.2.7. Kirzeste Entfernung zu einer Ebene

E(st) = IS1 + S*IS2 + ’[*IS3

Prinzip: Der Vektor P, desminimale Abstands zur Ebene steht senkrecht auf der P,- Richtung durch
der P,-Richtung.

|32*(|31 + Sh'in|32 + tn'inISS) =0

|
o

IS3*031 + Shin|32 + tm’nISS) =

Aus dieser Bedingung ergeben sich zwei Gleichungen fir s, und t.,.

P,*P, Py+P; Shin Py +P,
w -
P,+P, Py+P, Ui P, P,
Beispiel (Aufgabe 4.9a)
1 1 0
E-|2]+q 5| +p| 3
3 0 1
1 0
B, - | 2 B, - 5, - |3
3 0 1
1 1 1 0
PP, = 50 =11 PP, =] 2 -9
3 0 3 1
PP, - - 26 P,«P, =| 3| 3| = 10
PP, = = 15
26 15 o 11
w -
15 10 B 9

« 1 10 -15 11 1 [ 110-135 1 25
= —_— K = —— = —
B 260 - 225| -15 26 9 35| 165 + 234 3B | 69

1 1 0 1714
P-l2]+2|s|-%3|-| 034
35 35

3 0 1 1.029
Fin = |Ponl = 2.028
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4.3. Flachen 2. Ordnung im dreidimensionalen Raum

4.3.1. Kugel
(X-X)?+ (Y -Yo)* + (z-2)°=r?

Kugel mit dem Mittelpunkt P, = (X, Yo, Z,)' und dem Radiusr.

4.3.2. Ellipsoid
2 2 2
X %" (Y% (z2-5|" _,
a b c
Mittel punkt: Py = (X Yor 20"
Halbachsen: ainx, biny,cinz

4.3.3. Zylinder in z-Richtung

(X-X)*+ (Y-’ =R
Mittel achse: Xor Yo
Halbachsen: R

keine z-Abhangigkeit

4.3.4. Doppelkegel in z-Richtung

X2+ ¥ = (a2)’

Deutung: Der Radius eines Kreisesist linear von z-abhangig.

z

Bild MA434A
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4.4. K egelschnitte

Der Schnitt vom Doppel-Kegel aus Abschnitt 4.3.4 und allgemeiner Ebene
X2+ y? = bz? (Kegd) (A)
z=(cx+dy+e (Ebene) (B)
X2+ y? = b(cx + dy + €)?

ergibt durch Einsetzen von Gleichung (B) in Gleichung (A), Umformen und Zusammenfassen von K oeffizienten:
Ax2+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0

Obere Gleichung ist dieallgemeine Kurve zweiter Ordnung in der Ebene (Projektion der Raumkurve auf die x-y-

Ebene). Die obere Funktion ist relativ schwer zu untersuchen. Einfacher lassen sich die Kegel schnitte untersu-

chen am Schnitt des Einheitskegels und einer Ebene die nicht von y abhangig ist.

Einheitskegdl:  x%+ y? = 22
Ebene: Z=38,+ ax

x2+y? = (8, + aX)? = a’ + 2a %X + ax?
x2(1 - a)) - 2a@ax +y? = a;

Mit der Abkirzunga> 0 ergibt sich:

3>0,=-1 y = im => liegende Parabel A,
8+ 0, lal>1 —ax? £ 28X + y? = ao2 => Hyperbe a-= af -1 A,
3%*0a=0 x?+y? - al => Krds A,
8+ 0,lal<1 ax? s 2a@aX +y? - ad => Ellipse a-1-a A,
%=0lal<1 ax?+y? =0 y = +/-ax? => Punktx=0,y=0 a -1 -a’ B,

a=0,la/>1 —ax? + y2 =0 vy = i\/axz => Doppelgerade a-= af -1 B,

2 4

—Gerade

Kreis 4,

Parabel 4, — B\ Punkt 4,

Gerade

Bild MA44A: Ebene durch Doppelkegel am Punkt A Bild MA44B: Ebene durch Doppelkegd am Punkt B
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4.4.1. Kreis
Gleichung: (X - X2+ (Y-VYo)? =12
Geometrische Deutung: Der Kreis sind die geometrischen Orte einer Ebene, die von einem
Mittel punkt den gleichen Abstand aufweisen.
Polargleichungen: r(¢) = konstant = r
Parametergleichungen: X(t) = r*cos(t) + X, y(t) = r*sin(t) + v,
4.4.2. Ellipse
- _ x-%)* (v Y| . .
Gleichung: [ S ] +( . ] =1 siehe Arbeitsblatt MAI-9

Die Ellipse ist der geometrische Ort von Punkten in einer Ebene, die
von zwei Brennpunkten (F, und F,) die gleiche Abstandssumme 2a auf-
weisen, siehe Bild MA442A. Demonstration mit Hilfe eines Bandes.

rh+r,=2a
— Bild MA442A
4
Polargleichungen: e = ya® - b? lineare Exzentrizitét, Abstand Brennpunkt zum Mittel-
punkt

2
e =S - |1- (9) numerische Exzentrizitét (e < 1)
a a

Bild MA442B: £=05,b = /12 Bild MA442C: p=3,e=05
;2o b® A

1 - €?+cos(g) 1 - excos(p)
Parametergleichungen: X = a* cos(¢) y = b*sin(e)
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4.4.3. Hyperbel

2 2
. - X -
Gleichung: i[y byo] ( bxo] -1 siehe Arbeitsblatt MAI-9

Geometrische Deutung:

r,
I,
r-r,=2a
/

Bild MA443A

DieHyperbed sind die geometrischen Ortein einer Ebene, an dem die Abstandsdifferenz zu zwei Punkten Uberall
gleich 2aigt, siehe Bild MA443A.

Polargleichungen:

e = ya?+ b? lineare Exzentrizitét und Abstand zum Brennpunkt
e b)? . .
€ === ,1+|= numerische Exzentrizitét (e > 1)
a a
2r 21y
1T r 1
®
1 1 1 | L 1 ® 1 |
0 1 2 3 4 2 -1 Fp 1 2
X X
A1r -1
-2 - _2_
Bild MA443B Bild MA443C
b=1e=12 p=1le=12
2o b* P
e?xcos?(p) - 1 1+ excos(y)
Parametergleichungen: X = a*cosh(t) y = b*sinh(t)
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4.4.4. Parabel

Gleichung:

y =a(x - Xo)*

y - afEx )

Geometrische Deutung:

1.0 - 1
y
I,
05 i /%
I,
L | L | |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
| X
05
Bild MA444A
10

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte in einer Ebene, die von einer Geraden und von einem Punkt

(dem Brennpunkt) die gleich Entfernung aufweisen.

Polargleichungen:

0.5 [

10 [V 1.0
/
0.5 0.5
(4
L | | |
1.0 05 \00|F 0.5 1.0 00
X
0.5 \
-1.0 - -1.0
Bild MA444B
p=05
i P
1 - cos(¢)
Parametergleichungen: y = bt
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r = p*cos(p)[1 + cot*(¢)]
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5. Grundlagen der Differentialrechnung

In diesem Kapitd sollen die Grundlagen der Differentialrechnung vorgestel It werden. Die Anwendungen der
Differentialrechnung erfolgt im Kap. 6 (2. Semester).

Die Differentialrechnung wurde gegen 1700 gleichzeitig Newton (mehr physikalisch) und auch von Leibniz
(mehr mathematisch) entwickelt.

5.1. Einfuhrung

5.1.1. Beispiel Geschwindigkeit-Weg

?
S
ST ————————————=> r
ST T o= |
| |
| -
t, t,
J
i

Bild MA511A

Nach Bild MA511A ergibt sich bel eéinem linear ansteigenden Weg eine konstante Geschwindigkeit. Die Ge-
schwindigkeit 1813t sich wie folgt berechnen:

vV = 3 = g = £
t t, -1, At
mit
As= -5
At=t,-t;
Obere Formeln sagen aus:
a) Die Geschwindigkeit ergibt sich aus dem Weg s dividiert durch die Zeit t. Achtung: Dieses gilt nur in
diesem linearen Sonderfall.
b) Korrekter 183t sich schon aus Bild MAS11A ableiten: Die Geschwindigkeit ergibt sich aus Quotienten

der Differenzen aus Weg Asund Zeit At.

Die obere Aussage b soll anhand von Bild MA511B néher erlautert werden, wo ein abschnittsweiser linearer
Verlauf von svorliegt. Die Geschwindigkeit in den einzelnen Abschnitten erh&@lt man, indem die Differenz des
Weges Asdurch die Differenz der Zeit At dividiert wird. Die Geschwindigkeit entspricht somit der Steigung der
Geraden in den einzelnen Abschnitten.
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Bild MA511B

Wie aber wird der Geschwindigkeits-Verlauf bel einer nicht linearen Funktion ermittelt?

Nach Bild MA511C l&fdt sich der Verlauf s = f(t) abschnitteswei se durch Geraden anndhern, deren Steigung die
Geschwindigkeit ergibt. Im linken Teil desBildesist durch ein gréf3eres At eine grobere Annaherung vorgenoms-
men worden. Die Abweichung zwischen Naherung und Original-Funktion ist noch relativ grof3. Durch eine
Verkleinerung von At im rechten Teil des Bildes wird die Anndherung zur Original-Funktion besser. Hier ist
schon das Prinzip der Differentialrechnung zu erkennen: Durch Verkleinerung auf infinitessmal kleine GroRen
wird die Steigung der Funktion berechnet.

0.5 1.0 15 2.0

Bild MA511C

Bidang ist mit den physikalischen Gréflen Weg s, Zeit t und Geschwindigkeit v gerechnet worden. Hier in der
Mathematik soll die Funktion y = f(x) betrachtet werden, deren Steigung ermittelt werden soll.
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5.1.2. Differenzen- und Differentialguotient

Y=y, + 4x)

Yi=y(x)

—_—

Bild MA512A  Differenzenquotient und Sekante

DieFunktion y = f(x) nach Bild MA512A sall in Bezug der Steigung in Punkt x, betrachtet werden. Die Steigung
der Sekante nach Bild MA512a ergibt sich zu:

ﬂ _ Yi~ Y _ f(Xl) 7f(Xo)

Ax x, X% X, — X

oder mit x; = X + AX

AX B

ﬂ/ Y1 Yo T A -G kg + AX) — T(X)
x K% (X + AX) - X, Ax

Die obere Bestimmung der Steigung der Sekanten gilt fiir den Punkt x,. FUr kleine Ax ist die Steigung der Sekan-
te fast die Steigung der Tangenten. Die Steigung ist aber von x abhangig. Die Steigung soll nun nicht nur am
Punkt x,, sondern allgemein berechnet werden. Darum erfolgt der Ubergang:

X - Xo oder X1 - Xo

Der Differenzenquotient [&3t sich dann in zwei Formen angeben:

Ay 100 ~T0q)
Ax X = X

ﬂ _ fx+ AX) - f(X)
AX AX

Der Ubergang zum Differentialquotienten ist verbunden mit dem Ubergang der Steigung der Sekanten zur Stei-
gung der Tangenten.

Differenzenquotient - Differentialquotient
Steigung Sekante - Steigung Tangente
endliche Grofzen A - infinitessmal kleine GroRe d
A - d
Ax - dx
Ay - dy

Ay LW

AX dx
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Den Differential quotienten zeigt Bild MA512B:

!

y

Bild MA512A: Differentialquotient

Mathematisch gesehen ist der Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differential quotienten eine Grenzwert-
bildung. Die GrofRe Ax und somit auch die Grofe Ay werden verschwindend klein und gehen gegen Null. Man

spricht von infinitesimal kleinen Grof3en.

Die Steigung der Funktionskurve wird mit % bezeichnet und mit y' abgekiirzt:
X

Definition: y' = dy
dx

Durch Grenzwertlbergang
Ax - 0

kann man mathematisch die zwei Formen fir den Differential quotienten angeben:

r_ Ay im fx - AX) - f(x)
dX  Ax-0 Ax

I l _ lim f(X) 7f(X0)
dx X=X, X - X

5.1.3. Differenzieren der Potenzfunktionen y = x"

Ableitung der Konstanteny =1

lim f® 1) jim1-1 _ im0
XX, XX XoXgX ~ Xg XXX~ X

y(x)=1 y' =

y=1 y=0

Die Ableitung einer konstanten Funktion ergibt Null.
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Ableitung der Geradeny = x

im ¥ 7100 im X% im gy - 4
XXy XX XXX~ Xy XX,

y(x) = x y' =

Ableitung der Normalparabel y = x?

2

2
y/ = )ilmf(x))(f(xo) _ lim X :XO - Iim(X+X02(X7X0) = limx b x) = 2x
~%o X XX X=X XXy X7 X X=X

y(x) =x°

Ableitung der kubischen Parabel y = x*

3 3

y - im0 00 im X%
XX, X X X=X, X - X

y(x) =x°

(3 =X (X~ Xg) = X2+ XgEX + XS

X272
+x0x2
+§§2—x02x
XoX ~ %
XX~ X

0

y' = imgx2 o+ xf} = 3x?
X=X

y' =3x

g lim {09 i X"
X=X, X - X XX, X ~ X
(X" = xg) i (X - X)) = XM XXM XM g X2 Xy e h X

v iir)?o{x”'l X2 XXM L X xg XY =

y=Xx" y' = nx™!
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248 5. Grundlagen der Differentialgleichung

5.1.4. Ableitung der Transzendenten Funktion (Teil 1)

5.1.4.1. Sinus-Funktion

Vorbetrachtung eines Grenzwertes:

by

EK

Bild MA5141A

Nach Bild MA5141A, den Winkel beziehungen am rechwinkeligen Dreieck und der Winkel funktion ergeben sich
die Langen sin(e), & und tan(c). Aus Bild MA5141A lassen sich die Grofenverhaltnisse ablesen

sin(e) < o < tan(a)

sin(e) < o < sin@)
cos(cx)

1 < o < 1
~dn(e)  cos(e)

Fir e -~ 0 ergibt sich:

1< lim %

. Iim[ 1 ]
a-0 Sin(x) a-0 \ cos(e)

Mit cos(e=0) = 1 erhalt man

1< lim % _ <
-0 sin(e)

Der Grenzwert liegt zwischen den Schranken 1 und 1 und betrégt somit 1 und damit auch der Kehrwert:

lim Sn(e) _
o0 o

1
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y =sin(x)
y - im0 1D iy SNGY ~ SinCo)
XX, X X XX, X%
Tabdle:
sin(e) - sin(B) - 2cos® ; «gin% ;B
2*00'5,X ! XO*SinX ~ X
y/ - lim 2 2
XﬁX0 X — XO
. X=X
sin
y' - lim {oos_x . XO}* lim___ 2
XX 2 XX, X - X
2
y = sin(x) y' = cos(X)
5.1.4.2. Kosinus Funktion
y = cos(x)
g/ 1im 1 7 TC0)yjpy Cos) - costxg)
XXy X=X X=X, X~ X,
Tabdle:
cos(e) - cos(p) = 72§n“=25*sin°‘ ;5
72*sinx " Xo*sinx — %
y' = lim 2 2
XﬁX0 X — XO
X=X
sin
/— _lim {smx * Xo}* lim 2
X=Xy 2 XX, X - X
2
Y = cos(x) y = -sin(x)
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5.1.4.3. L ogar ithmus Funktion

y =1In(x)

y' = lim [ A9 - ) iy In(x+ 4%) - In(x)
AXﬁO AX Axﬁo AX
InX+AX In[1+£]

y/ = lim X lim{ \ _x)1
Ax-0  AX Ax-0| Ax X
X
Ax/x - 0 weil Ax-0
1/n -0 well n- o«
Substitution: Ax/X = 1n

<
Il

1/n

<
Il

In(l + l]
/o gimpl__ )1
X

n
- Yim {n(1+1J }
X N—co n

. 11"
Ilm{ +_} = e Ine) =1
n-co n
y =In(x) o1
y X
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5.1.4.4. Prinzip: Ableitung mit Hilfe der Umkehrfunktion bilden

A] Theorie:

gegeben: y =f(X)

gesucht: y' = dy
dx

Umkehrfunktion bilden: x = f,(y)

dxi df

1
- - f
& dy LYl

poy o1 1 f
R T I R

B] Beispid:

gegeben: y = VX
Y =x

dx

— = 2y = 2xy/X

o Yk

dy _ y -+ -1

dx 1 2*\&

dy

Hier ist die Lésung auch direkt méglich:

y = yx = x*?

<
I
l
*
X
|
N[~

Sale

5.1.4.5. Exponential-Funktion

y=¢

X =1n(y)
[

dy 'y

dy x
2L =-y-=¢e
dx y
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5.2. Rechenregeln der Differentialrechnung

5.2.1. Ableitung der bekanntesten Funktionen

Die Ableitungen der in der folgenden Tabelle aufgefiihrten Funktionen sollte man auswendig kénnen:

y=1 y=0
y=X y=1
y= NG y' = 2X
y=x3 y' = 3x?
y=x" y' = nx™!
y=sin(x) y' = cos(x)
y = cos(x) y =-sin(x)
y = sinh(x) y' = cosh(x)
y = cosh(x) y' = sinh(x)
y=In(x) y - 1
X
y=¢ y=¢
5.2.2. Grundregeln
Additive Konstante
y=a y=0
y =1(x) y =f(x)
y=a+f(x) y' =f'(X) a# f(x)
Beispiel: y =10 + x? y' = 2x
Konsanter Faktor
y = a*f(x) y' = a*f'(x) a# f(x)
Beispiel: y = 20x3 y' = 20%3*x?
Summe von Funktionen
y =f(x) = g(x) + h(x) y=f(x) =gX +h(Kx
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Beispid: y=x2+x3 Yy =2X + 3%

Ableitung von Potenzfunktionen

y = Xn yl — n*xn-l

5.2.3. Produktregel

Y(X) = u(x)*v(x)

y = u*v

y/ = lim u(x + Ax)=v(x + Ax) - u(x) *Vv(x)
Ax-0 Ax

y/ = lim u(x + Ax)xv(x + Ax) - u(x + AX)*v(X) + u(x + Ax)*v(x) - u(x)*v(x)
Ax-0 Ax

y' = lim U(X + AX) (X + AX) — U(X + AX)HV(X) | i UKX - AX)#V(X) — U(X) *V(X)
Ax-0 AX Ax-0 AX

y' = lim {u(x +Ax)*w} 4 lim {/(X)*U(x +AX) - u(x)}
Ax-0 Ax AX-0 Ax

T ¢ A+ lim X AX) - V(X)} + lim b+ lim {—U(X +AX) - U(X)}
Y A;TO{U(X & ALTOI Ax AXﬁO{V(X)} Ax-0 Ax

y'=u(x)*V'(x) + v(x)*u(x)

y =u*v y' = u*v+utv'

ohne Beweis:

y=Uurv*z y =u*vz+ Uurv*tz + urvez
Beispicle:
y=(x2+4)(x*+8) y = 2x* (X3 + 8) + (X* + 4)*3x*
y=x"e y' = Ax* e + XM et
y = x>*s8in(x) y' = 3xZ*sin(x) + x> cos(X)
y = x> cog(X)* & y' = 5x* cog(X)* € - x>*sin(X)* € + x> cog(X)* &
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254 5. Grundlagen der Differentialgleichung

5.2.4. Quotientenregel

u(x u
yo) - 4¥ y-u

V(X) v
y'v=u
VRV YV = U
y'ev = u -y’ = ul - Yy
y' - u’uxv!ulv o usy

v v2 v2 v?

_u ;o vEu - usv/
y v y - v2

Esdsbriicke:

Der Nenner wird quadriert und im Zahler der Ableitung eingetragen. Der Ausdruck v wird gleichzeitig mit
positiven Vorzeichen im Zahler eingetragen. Im Zahler erscheint jeweils ein Produkt ausu und v, ein Term ist
jeweils abgeleitet. Darum wird das schon eingetragenev mit u” multipliziert: v*u”. Einmal mul3 auch ein Produkt
negativ erscheinen. Dieser zweite negative Term des Zahlers ergibt sich durch Vertauschen von u und v des
ersten Terms. v*u

Beispiel 1;

_ e*+dn(x)
x2+1

y/ - 7 D)+[eX + cos] - [e* + sin()]«2x
(X2 + 1)2

Beispidl 2:
- 2x% + 5x7
Y x? + x°

;o (X2 x%)x(4x + 35x°) - (2x* + 5x”)*(2x + 5x*)
(X2 + X5)2

y

Beispid 3:

_In(x) + x?

cos(x) + 5x?
(cos() + 5x2)*(% N 2x] ~ (N + x2)=(-sin(x) + 10X)
: (cos() + 5x2)72

/

y
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5.2.5. Kettenrege

A] Theorie:

y =f(x) = u[v(x)]

dy du*dv B du*dv

dx dx dv dv dx

dv dx

y = u[v(x)] ;) _ du_dv

Obere Formd soll durch Beispid e verstéandlicher gemacht werden. Anschlief3end ist die obere Formel nicht mehr
so wichtig, weil das Prinzip erkannt worden ist: Die innere Ableitung wird mit der auf3eren multipliziert.

Auch fir dreifach geschachtete Funktionen mdglich:

y =10 = u{w(x)}]

y = u{w()}] g/ - du, dv dw
dv dw dx
B] Beispiele
Beispiel 1: Aufgabe 5.5a
y =[sin(x)]® y=u(v) =3 V(X) = sin(x)
du 2 dv
— = 3v — = X
ry i cos(X)
U 342
dv
fo QU Vg gin?(x) <cos(X)
dv dx
Beispiel 2: Aufgabe 5.5e
y=In(x*>+2x + 3) y =u(v) =In(v) V(X) =x2+2x+3
i = i l = 2X + 2
dv Y dx
du 1
dv x2+2x+3
podu v 1 xi2)
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Beispiel 3: Aufgabe 5.5i

y =sin(e) y=u(Vv) =sn(v) V(X) = €&
du dv x
— = V) — =€
dv cos(v) dx
% = cos(e”)
v

y - MY cogee”

dv dx
Fazit:

Bei allen drei Beispielen kann das gleicheVerfahren angewandt erden: Die auf3ere Funktion wird abgeleitet und
mit der inneren Funktion multipliziert. Bei geniigender Ubung ist es nicht notwendig, die Formel zur Berech-
nung zu benutzen.

Beispiel 4: (dreifache Schachtelung)
y =In[(1+x?)7]
y = uv{w(x)}]
u=In(v) v=w? w=1+x?
Probe: v=(1+x??3
u=In(v)=In[A+x3% =y
du 1 1 1

dv \Y w? (1 +x 2)3

N gwE - 3 x3?
dw
Moy
dx
y/ = i*l*ﬂ = ;*3(1 +x2)2*2x
dv dw dx (1 +x?3
/o 6X
Y 1+x2

Studenten: Teile der Aufgabe 5.5 rechnen
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5.2.6. L ogarithmische Differentiation

A] Theorie:

Y(x) = u(x)"®
Infy(q] = In[u(x)**] = v(x)*In[u(x)]

YLy UGl V(9 st

) u(x)

y' = Y(X)*{V/(X)*In[u(x)]v(x)* 1 *u/}

u(x)

y(x) = u'® y' = u(x)"®

V(9 +In(u(x)) -

5.2. Rechenregeln der Differentialrechnung 257

V(X) u’(X)
u(x)

y=u y' = u{v’ln(u) -

vu’

Besser als die Anwendung der Formel ist den oberen Algorithmus selbst auszufiihren: Funktion y = f(x) wird
logarithmiert und nach den logarithmischen Rechenregeln umgeformt. Die Funktion In(y) wird auf beiden Seiten
differenziert. Danach wird nach y'(x) aufgel 6st, wobei y(x) wieder durch die gegebene Funktion ersetzt wird.

B] Beispiel:
Beispiel 1: (Aufgabe 5.6a)
y=Xx

In(y) = In(xX*) = x*In(x)

i*y’ = In(x) + L - In(x) +1
y X

y' =x{In(x) + 1]

Beispiel 2: (Aufgabe 5.6€)

y=(3x+5)"
In(y) = In[(3x + 5)™] = 7x*In(3x + 5)

TX*3
33X +5

i*y/ = 7+In(3x+5)+
y

21x
33X +5

y/ = (3x + 5)™|7In(3x + 5) +
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Arbeitsblatt MAI-22
Zusammenfassung der Rechenregeln der Differentialrechnung

Grundregeln

Additive Konstante

y=a+f(x) y' =f'(X) a# f(x)

Konstanter Faktor

y = a*f(x) y' = a*f'(x) a# f(x)

Summe von Funktionen

y=f(x) = 9(x) + h(x) y =f(x)=g() +h'(x)

Ableitung von Potenzfunktionen

y=Xx" y' = n*x™t
Produktregel
y=u'v y = U*V+ UV
y=Uurv*z y =u*vz+ Uurv*tz + urvez

Quotientenregel

y =< y! = v - us’
\' V2
K ettenregel
y = u[v(x)] /_ Qu dv
dv dx
y = u[v{w(x)}] /- du dv dw
dv dw dx

L ogarithmische Differentiation

y=u

Version 1.2 22. Dezember 2000



5.3. Ableitung bekannter Funktionen 259

5.3. Ableitung bekannter Funktionen

5.3.1. Exponentialfunktion

y = > y' = are

y - abx
In(y) = In(@) = In(a)*bx

/
Y.~ In@)+b
y

y= abx y- - abx*m(a)*b

5.3.2. Logarithmusfunktion

y = In(ax) y = 2 y =1In(a@) + In(x)
ax
y = In(ax) y - 1
X
_ _ Inax) ;1,1
y = logy(@) In(b) Y =% In(b)
y = logy(ax) y/ 11
In(b) x

Version 1.2 22. Dezember 2000



260 5. Grundlagen der Differentialgleichung

5.3.3. Trigonometrische Funktionen

y =sin(ax) y = a*cos(ax)
y = cos(ax) y' = -a*sin(ax)
- _ sin(ax)
y = tan(ax) cos(@x)

_ cos(ax)+cos(ax)+a - sin(ax) «[ - sin(ax)] *a
cos’(ax)

y = tan(ax) / a

- - 1+ 2
T a[1 + tan“(ax)]

y

y = cot(ax) = cos(ax)

sin(ax)

/. Sn@)+[ - sin(ax)] +a - cos(ax) xcos(ax)] <a

Y sin(ax)
I~ _ a
sin(ax)
y = cot(ax) o8 -a[1 + cot¥(ax)]
sin(ax)

Ableitung von Sinus und K osinus tiber komplexe Funktionen

y - S - S (e - e?) y' = >lie" - (e = e+ e = cosly
2 2j 2
_ _ 1 ix —jx /o 1 . ix  a-ix] _ e]x — e‘jx o
B A = Zjer-e™ - = -sn(x
y = cosx) = (e” e y 21[ ] 5 )
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5.3.4. Arcus-Funktionen

y = arcsin(ax)

sin(y) = a*x
cosy) . -
X

y - dy = a _ a

dx cosly) /1-s§n(y)

y = arcsin(ax) y' = a

1 - (ax)?

y = arccos(ax)
cos(y) = a*x

y - dy = -a _ -a
dx sin(y) 1- co(y)
y = arccos(ax) y/ -a
1-(ax)?

y = arctan(ax)

tan(y) = a*x

[1+ tanz(y)]*% - a
X

dy . a
dx 1 - tan¥(y)

y = arctan(ax) / a
1 + (ax)?
y = arccot(ax)
cot(y) = a*x
1 coty]+Y - a
dx

d o a
dx 1+ cot¥(y)

y = arccot(ax) / -a

1 + (ax)?
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5.3.5. Hyperbdfunktionen

y - cosh(x) - %(e* re™)

dy _ v/ = i X _ a™Xy - o

o y' = 2(e e™ = snh(x)
y = cosh(x) y' = sinh(x)
y = cosh(ax) y' = a*sinh(ax)

y - sinh() - 2(e* - e”)

y' - %(e* +e™) - cosh(x)

y = sinh(x) y' = cosh(x)

y = sinh(ax) y' = a* cosh(ax)

y = tanh(ax) = =<S:|or;11gxx;

y! = cosh(ax) *cosh(ax) *a — axsinh(ax)+sinh(ax)

cosh?(ax)
y = tanh(ax) y/ a - al- tanhz(ax)]
cosh?(ax)
_ _ cosh(ax)
y = coth(ax) = sinh(aX)

y - sinh(ax) xaxsinh(ax) - cosh(ax) *a+cosh(ax)
sinh?(ax)

y = coth(ax) / -a

9 nh?(ax)

= a[1 - coth’(ax)]

Version 1.2 22. Dezember 2000



5.3.6. Area-Funktionen

y = arsinh(ax)
sinh(y) = a*x cosh(y) - sinh¥(y) = 1
cosh(y) Y - a

dx

l: a a

V1 + sinh?(y)

y = arsinh(ax)

y = arcosh(ax)
cosh(y) = a*x

dy:a

sinh 2
(y)*OIX

dx

STY)  Joomr) 1

y = arcosh(ax)

y = artanh(ax)
tanh(y) = a*x

- tanhz(y)]*% - a
X

Qo a
dx 1 - tanh¥(y)

y = artanh(ax)

_ jax| <1

y = arcoth(ax)
coth(y) = a*x

1 cotfy) Y - a
X

dy__a
dx 1 - coth¥(y)

y = arcoth(ax) lax| > 1
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Arbeitsblatt MAI-23

Ableitung einiger bekannter Funktionen

y= X" y': n*xm!
y= e y= €
y=a y = a*In(a)
y=In(x) y - L
X
y = logy(x) y - L1
In(b) x
y = sin(x) y' = cos(x)
y = cos(x) y' = -sin(x)
y = tan(x) y - —1 - 1staf
cos*(X)
y = cot(X) y/ - -1 1 - cot3(X)
sin?(x)
y = arcsin(x) y/ = 1
1-x?
y = arccos(x) Ya—
1-x?
y = arctan(x) / 1
y 2
1+x
y = arccot(x) ro_1
y - 2
1+x
y = cosh(x) y =snh(x)
y = sinh(x) Y = cosh(x)
y = tanh(x) y - — 1 1 tanhi)
cosh?(x)
y = coth(x) y - — L 1 coth?x)
sinh?(x)
y = arsinh(x) y' = !
y1+x?
y = arcosh(x) Y-
x2-1
y = artanh(x) ro 1
y - 2
1-x
y = arcoth(x) ro 1
y - 2
1-x
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Arbeitsblatt MAI-24

Ableitung einiger bekannter Funktionen

y= X" y'= n*x"t
y= e yI = a*e™
y=a y' = a*In(@)*b
y = In(ax) "
y X
y = logy(ax) y -+ 1
In(b) x
y = sin(ax) Y = & cos@)
y = cos(ax) y' = -a*sin(ax)
y = tan(ax) - S R
y pocTR a[1 + tan“(ax)]
y = cot(ax) o Sjn;;)() = —a[1 + cot¥(ax)]
y = arcsin(ax) y/ = a_
1 - (ax)?
y = arccos(ax) y - @8
1 - (ax)?
y = arctan(ax) y/ - a
1 + (ax)?
y = arccot(ax) y/ - —a
1 + (ax)?
y = cosh(ax) y' = a*sinh(ax)
y = sinh(ax) y' = a* cosh(ax)
y = tanh(ax) y/ = COSh%i() - a1 - tanh¥(ax)]
ax
y = coth(ax) y/ - _a a[1 - coth¥(ax)]
sinh?(ax)
y = arsinh(ax) y/ - a
1+ (ax)?
y = arcosh(ax) y — s 2
(ax)? -1
y = artanh(ax) y/ - a
1 - (ax)?
y = arcoth(ax) y/ - a
1 - (ax)?
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jax| <1

jax| <1

jax| > 1

jax| <1

jax| > 1
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5.4. Hohere Ableitungen

Beispiel:

<

non

x

g™
X %

120x

=
N
o

RN
o
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5.5. Differenzier barkeit

Begriff der Stetigkeit

DieFunktiony = f(x) ist an der Stellex stetig, wenn der linksseitige Grenzwert gleich dem rechtsseitigem Grenz-
wert ist:

lim{f(x - €)} = lim{f(x +€)}
e-0 e-0

lim {f(x - AX)} = lim {f(x + Ax)}
Ax-0 Ax-0

Die obere Stetigkeit bezieht sich auf die Funktion selbst und nicht auf die Ableitung. Ist die Funktion an der Stelle
X unstetig, so kann der Funktion in der Regd kein Wert zugeordnet werden. Die Funktion ist an der Stelle dann
nicht definiert.

Beispiel:

y=x|

X

y stetig

y unstetig an
der Stelle x,

Bild MAS5A

Die Funktiony = | x| ist zwar an der Stellex = 0 stetig, sieht aber eckig aus. Dieses a3t sich mit Hilfe der Funk-
tion selbst nicht ndher erldutern, aber mit Hilfe der Ableitung:

y

y= x|
19—+ — — —
| y'=1 x>0
X
| T
| 1
1
y'=1x<0
Bild MA55B
Die Funktion
y=1 x>0
y=-1 x<0

ist an der Stelle x = 0 unstetig und nicht definiert. D.h. die Funktion ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar,
da der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert verschieden sind.

Bei der oberen Funktion ist die Funktion y = [x| selbst stetig. Die erste nicht stetige Ableitung ist die erste Ablei-
tung y'. Bel manchen Kurven im Raum ist von Interesse, bis zu welcher Ableitung die Kurve stetigist. Z.B. in der
Aerodynamik (Flugzeuge) ist eswichtig, dal3 die dritte Ableitung noch stetig ist, damit keine Turbulenzen son-
dern laminare Strémungen auftreten.
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Beispiel:
gegeben: y=x? X >
y =-x? Xx<0

gesucht: bis zu welcher Ableitung ist die Funktion y = f(x) stetig
Zu untersuchen: x=0

Xx<0 x>0

y=-x* y=x*

y = -2 y =2

y(x=0)=0 y(x=0)=0

y" =-2 y" =

y'(x=0) = -2 y'(x=0) =2
=>

Bild MA55C
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Anhang
Aufgaben

Gleichungssystem 1.1
X, +11x,=4
33X, + 5%,=6

Gleichungssystem 1.2
6X, - 2X,-3X;=4
Ix, + 2%, + 2%3= 8
33X, +4X, + 4, =2

Gleichungssystem 1.3
ax, + bx, = k;
cx, + dx, = k,

Gleichungssystem 1.4

2a -a 0 Xy 2c
-a 4b -b X | = 1c
0 -b a X, -1c

Gleichungssystem 1.5
4a -a 0| (%

0
-a 3a -al |X%| =|a
0 -a 2a Xq 0

Gleichungssystem 1.6

525 091 113 Xy 3.72
150 6.88 2.45 X1 =] 438
0.54 1.76 3.90 Xq 2.68

Gleichungssystem 1.7

385 144 308 064 122 )| ™ 8.74
421 649 281 -273 -0.15 Xz 511
1.08 -2.33 519 408 -277 X1 = 196
296 -0.76 406 791 266 X, 10.77
044 145 275 311 555 X 9.38
Aufgabe 1.1

Wiederholen Sie die bekannten Verfahren

Al Einsetzen

B] Gleichsetzen

C] Addition und Subtraktion

anhand von

al Gleichungssystem 1.1

b] Gleichungssystem 1.2

Version 1.2 22. Dezember 2000



270 Anhang

Aufgabe 1.2
Gegeben sind die Gleichungssysteme:

Al Gleichungssystem 1.1
B] Gleichungssystem 1.2
C] Gleichungssystem 1.3
D] Gleichungssystem 1.4
E] Gleichungssystem 1.5

a) Formen Sie das Gleichungssystem in die Matrizen-Schreibweise A+X = k um. Geben Sie A, X und k.
an.
b) Berechnen Sie die adjungierte Matrix A_adj .
C) Berechnen Sie die Determinante det(A_Q.
d) Transponieren Sie die adjungierte Matrix A_adj .
€ Geben Sie dieinverse Matrix A .
f) Berechnen Sie den Vektor X.
0) Berechnen Sie zur Kontrolle Axx und A '+A.
Aufgabe 1.3
Berechnen Sie die folgenden Gle chungssysteme mit Hilfe der Cramer-Regel:
a) Gleichungssystem 1.1
b) Gleichungssystem 1.2
C) Gleichungssystem 1.3
d) Gleichungssystem 1.4
2] Gleichungssystem 1.5
Aufgabe 1.4
Man l6se mit Hilfe des Gau®'schen Algorithmus:
a) Gleichungssystem 1.2
b) Gleichungssystem 1.6
C) Gleichungssystem 1.7
Aufgabe 1.5
Die Matrix A ist numerisch mit Hilfe des Gaul3'schen Algorithmus zu invertieren. Filhren Sie die Probe aus.
a) b)
4 5 7 3 5 -6
A = 6 -3 -9 A = 3 -2 9
5 6 8 -4 6 7
Aufgabe 1.6
Gegeben ist die Matrix
a b C
A = d| e [ ]
g h i

Berechnen Sie dieinverse Matrix. Fiihren Sie die Probe aus.
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Aufgabe 1.7
Gegeben sind die zwei Vektoren:
5 2
a-|3 b-|4
0 0
a) Man zeichne die Vektoren in die x-y-Ebene
b) DieVektoren¢ = & + bund D = & - b sind zu berechnen. Die Addition und Subtraktion ist in der x-
y-Ebene graphisch zu verdeutlichen.
C) Folgende Vektoren sind zu bestimmen:
¢, = 5+d ¢, = 6+b + 5+d
¢, = 4+d - 3+b c, = d+b ¢, = axb
d) Die Projektion des Vektors & auf den Vektor b ist zu berechnen.
2] Bestimmen SiedieFlachedesvon & und b aufgespannten Parallelogrammsunter der Annahme, dai3 die
Werte in cm angegeben sind.
Aufgabe 1.8
Man berechne die Flache des Dreiecksin der x-y-Ebene mit den Eckpunkten:
Pax =4 cm Pa, =3 cm
Ps,=8cm Psy=5cm
P, =5cm Py =6cCm
Aufgabe 1.9
Gegeben ist die Gleichung
y=x3-3x?-10x + 24
a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Horner Schemas die y-Werte fur x = 2, 3, -2 und -3.
b) Dividieren Sie das Polynom durch (x - 2), (x - 3), (x + 2) und (X + 3).
C) Stellen Sie das Polynom in Potenzen von (x + 5) und (x-5) dar.
d) Bestimmen Sie ale Nullstellen der oberen Gleichung
Aufgabe 1.10
Die folgenden Gleichungen sind analytisch zu |6sen. Samtliche Ldsungen sind anzugeben.
a) x2-2x-8=0 Q) X*-4x2+20=0
b) x2-2x+10=0 h) x*-16=0
C) X2-4x+29=0 ) x*+16=0
d) X2+ 6x+100=0 ) x3-27=0
e x3+8x2-33x=0 K) X6+27=0
f) x3-6x2-73x=0
Aufgabe 1.11
Man berechne mit Hilfe der Kardanischen Lésungsformel die folgenden Gleichungen:
a) X3+ 9x?-4x-36=0 b) X3+ 9x2+4x+36=0
C) x3-12x2-15x +350=0 d) X3+ 18x2+ 97x +30=0
Aufgabe 1.12
Folgende Gleichungen sind (teils iterativ) zu l6sen:
a) x?-3x-40=0 b) X+ x2-29x+6=0
C) X3-4x2-29x-24=0 d) X*+3x-2=0
f) X+ 9x*+ 6x3-12x% + 8x - 192 =0
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Aufgabe 1.13

Bestimmen Sie alle Lésungen der goniometrischen Gleichungen analytisch im Bereich 0 < x < 2.
a) sin(x) + cos(x) = 1 b) sin(2x) = tan(x)

) cos(x) = 2 - 2sin(x) d) 3sin(x) + 5cos(x) -4=0

) sin(x) + cos(x) = 1.2 f) cos(2x) + 2sin’(x) + sin(x) = 0.5

0) sin(x +0.5) =0.7

Aufgabe 1.14
Bestimmen Sie eine Lésung der Exponential-Gleichungen.

3
a) \/F _ \/F b) 2x+l + 3x-3 - 3x-l _ 2x-2

5 4

C) 43 * 523 = X d) ax+7 _ ax—4
e) 3x+2 + 5x-l - 5x+l _ 3x+5 f) 26x* 42x+5 =7
Aufgabe 1.15
Bestimmen Sie eine Lésung der logarithmischen Gleichungen.
a) In(2x2- 12x -7) = 2In (3 - X) b) Inx+2) =y2n(x +2) +3
) In(4x2-15x +2) =21In(2x + 5) d) In(x +5) = y2In(x +5) + 4
Aufgabe 1.16
Bestimmen Sie eine Lésung néherungswei se grafisch.
a) X2+ 2x-3=0 b) sin(x)-x+05=0
C) €-2+x=0 d) In(x)-2+0.1x=0
e yl-x2-2x=0 f) 1+ x - arctan(x) = 0

Q) x3-4x+1=0

Aufgabe 1.17
Verbessern Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 1.16 mit Hilfe der Newton Methode.

Aufgabe 2.1
WiegroRist die Steigung der Geraden, die durch die Punkte

P, = (X4, Y1) = (2, 3) und P, = (x,, ¥,) = (7, 5) verlauft?

Aufgabe 2.2
Geben Siedie Geradein der Form y = f(x) an, die durch die Punkte P, = (X4, y1) = (2, 3) und P, = (X, ¥,) = (7, 5)
verlauft. Berechnen Sie die Gerade nach drei verschiedenen Methoden.

Aufgabe 2.3

Die Gerade, diedie Achsen bel (X4, y1) = (0,5) und (X,, ¥,) = (8,0) schneidet, ist in der Form y = a,x + a, anzuge-
ben. Man benutze die Achsenabschnitts-

Formd.

Aufgabe 2.4
Berechnen Sie den Schnittpunkt P, = (X, Ys) der beiden Geraden

y=2x+5undy=4x +9.
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Aufgabe 2.5
Die Normalparabel (2. Ordnung) die ihren Scheitelpunkt bei

(X1, Yo) = (4,5) hat ist in der Formy = a,x2 + a;x + a, anzugeben.

Aufgabe 2.6
Die Funktiony = 2x?- 8x + 7ist in der Formy =y, + &, (X - Xo)? zu berechnen.

Aufgabe 2.7

Berechnen Sie die Parabel die durch die Punkte

a) Pr= (X3, Y1) = (4,-3) b) P, = (X4, ¥1) = (-0.5, 2.5)
P2:(X2! y2):(5! 0) P2:(X2! y2):(0 !6)
P; = (X3, ¥5) = (6, 6) P, = (X3, V) = (0.5,10.5)

verlauft. Bestimmen Sie die Scheitel punkte der Parabel. Man berechne die Nullstellen der Funktion.

Aufgabe 2.8 (Zusatzaufgabe)
Die Parabd 4.0rdnung die durch die Punkte

Pl = (Xl’ yl) = (_2’_3) I:)2 = (XZ! y2) = ('1! 11)
Ps = (X3, ¥5) = (0, 15) P, = (X, Va) = (1, 15)
PS = (XS! y5) = (2! 65)

verlauft ist in der Form
Y= 3+ aX + Y2 + ax® + ax’ + a, x* anzugeben

Aufgabe 2.9
Fur die gebrochen rationale Funktion

_ (X + 5 (X + Px(x + *(X - 4)*(x - 5)
(X = 2)*(x + (X + 6)

y

sind die Nullstellen, Pole, Liicken und Asymptoten anzugeben. Die unecht gebrochen rationale Funktion ist in
eine echt gebrochen rationale Funktion und ein ganze rationale Funktion zu zerlegen.

Aufgabe 2.10

Diefolgenden impliziten Funktionen sind zu analysieren und in der x-y- Ebene zu skizzieren. Umwelche Art von
Funktion handelt es sich jeweils?

a) 4x%-32x + 9y*- 90y + 253 =0 b) -4x% + 24x + 9y? + 36y - 36 =0

C) -Ox2- 36X +4y?-32y +64=0

Aufgabe 2.11

Die Parabel y = x?- 4 ist im u-v-System zu berechnen. Das u-v-System ist um ¢ = 30° gegeniiber der x-y-Ebene
gedreht. Gesucht ist die Funktion v = f(u).

Aufgabe 2.12
Die folgenden Ausdriicke sind in der Form A* cos(p) + B*sin(¢p) anzugeben.

a) 4sin(g + 20°) C) 3sin (p - 40°)
b) 8cos(gp - 10°) d) 5cos (¢ + 80°)

Aufgabe 2.13
Die folgenden Ausdriicke sind in der Form A * cos(¢ - ¢,) anzugeben.

a) 4* cos(p - 10°) + 3*cos(p + 80°) b) 10* cos(g - 10°) + 8* cos(g - 60°)
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Aufgabe 2.14
Gegeben sind gewisse Informationen der drei komplexen Zahlen z,, z,, z; und die Gleichung z; = z, + z,. Samtli-

che Zahlen sind in Komponentenform anzugeben.

a) 2,=5+j0,1,=3,1;=7 b) 2,=4+j0,r,=8,1;=6
c) 2,=4+i3,1,=4,1;=2

Aufgabe 2.15

Folgende Ausdriicke sind in Komponentenform anzugeben.

a) cos(3 +j4) i) arccos(2)

b) sin(1-j3) i) arcsin(2)

C) cos(-2 +j1) k) arsinh(2))

d) sin(-2 + j4) )] arcosh(1/2)

2] cosh(-2 + j4) m) arccos(1 +j)

f) sinh(-5 +j3) n) arcsin(1 +j)
0) cosh(4 +j2) 0) arsinh(1 +j)

h) sinh(2 - j3) 9)] arcosh(1+))
Aufgabe 3.1

Man gebe an

a) j° b) ' 0) 1 d) 2
€) j° f) j 9) P
Aufgabe 3.2

Formen Siein die karthesische Schreibweise um.

d oz -2 b z=4e"
0 z = 2:e™ d) z = 2+
e z,=5"e*" f) Zo= T

9 z=gem

Aufgabe 3.3
Diefolgenden Zahlen sind in die Exponential schreibwei se umzuformen.
9 oz -y2+i2 b oz -1+}3 0 =]
d) z,=-1 €) 5=+ f) z,=1
9) z -y3-]j h)  zg=-1-] i) z, - 3+]
Aufgabe 3.4
Gegeben sind die Zahlen
2,=24+]j1 und 2,=2.5&%Y
a) Die Zahlen z, und z, sind in die jeweils andere Form umzurechnen.
b) Man berechne die Zahlen
bl) L=, T2 b2) 2y=4 -2
1
b3 =7 * = —
) Ls=24," 2 b4) Z .
Z
Z1
b5) z = b6) z - \/Z
2

b7) Zs=1In(z)

Fur die Unterpunkte bl bis b7 sind die Ausgangszahlen und das Ergebnis jeweilsin eine Gaul3sche Zahlenebene
einzutragen.
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Aufgabe 3.5
Diefolgenden komplexen Multiplikationen sindjeweilsohneZwischenrechnungin einer Gauf3schen Zahlenebene

geometrisch auszufiihren. Das Ergebnisist als Zahlenwert anzugeben.

a) 2, = 5*®*d® e z=(1+j)*e®
b) Z, = 3 d¥ f) Z5=(2+])*]
) Zy = 4 di® g € z;=j*e*

d) z,=(1+j)*e*

Aufgabe 3.6

Von den nachfolgenden Zahlen z ist jeweils die konjungiert
komplexe Zahl z, sowiez, =z* Z undz,=z + Z zubilden.

j b) Z=]
j4 d) z7=-3+j4

Aufgabe 3.7
Man berechne;

a) 3 +j4y° b)
<) @ +j)* d) W3+

Aufgabe 3.8
Diefolgenden Gleichungen sind zu |6sen. Alle Ergebnisse sind anhand einer Probe zu bestétigen (Einsetzen der

Losung in die Ausgangsgleichung).

a) x2-2x-2=0 b) X2-2x+2=0

C) X2+2Xx+4=0 d) x?-6x-16=0

e X2-6x+25=0 f) 4x%-13x+100=0
Q) X*-12x2-64=0 h) Xt -2x2+2=0

f) x*+8=0

Aufgabe 3.9

Gegeben ist die komplexe Zahl z(t) als Funktion der redlen Variablen t.
()= z,+t*z,

mit
2,=3+j2 und 2,=05+]

Die Zahl z(t) ist fur drei Wertt = -4, -2, 0, 2 und 4 zu berechnen und in die Gauf3sche Zahlenebene e nzutragen.

Aufgabe 3.10
Samtliche Wurzeln der folgenden Zahlen sind zu berechnen und mit dem Ausgangswert in jeweilseine (fir jeden

Unterpunkt) GauRRsche Zahlenebene einzutragen.

9 V273 V8 o V1
d) 10 v 20] ) Vil f) i
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Aufgabe 3.11
Die komplexen Funktionen
2(t) = t+] wt) =
t+])

sind fir dieWertet = 0; £0.1; £0.2; +0.5; +1; +2; +5 und £10 zu berechnen und in eine Gaul3sche Zahlenebene
einzutragen (Mal3stab 1 = 5 cm).

Aufgabe 3.12
Die komplexen Funktionen

2()=1+j+t(1-j) wt) - S

Tojrtx(1-])

sind fir dieWert t = 0; £0.1; £0.2; £0.5; +1; +2; 5 und £10 zu berechnen und in eine Gausf3sche Zahlenebene
einzutragen (Mal3stab 1 = 5 cm).

Aufgabe 3.13

Mindestens drei Werte sind anzugeben von:

a) In(7.39 &%) b) In(10 + j20)

) In(-10 - 10j) d) In(-1 + jy/3)

Aufgabe 3.14

Fur welche Werte von r und s sind die beiden komplexen Zahlen z, und z, gleich?
a) Z,=r+4 2,=5+]s

b) Z,=2r+5+ 35 Z,=3s+j4r

Aufgabe 3.15 (Inversion Gerade -~ Kreis)

Fur die folgenden komplexen Geraden ist die Inversion grafisch auszufihren. Fir die Funktion z(t) und fur die
inverse Funktion w(t) = 1/z(t) sind der minimale bzw. der maximale Abstand zu berechnen. Darausist dieinverse
Funktion zu zeichnen. Die Ursprungsfunktion und die invertierte Funktion sind in zwei komplexen Ebenen mit
unterschiedlichen MalRstében zu skizzieren. Spezielle Werte von t sind zu kennzeichnen.

a) Z(t)=5+j6+t(1-2) b) Z(t)=2+j3+t(2-j5)

c) Z(t) =-4+j6+1t(-5-]j1) d) Z(t) = (-3+]8) +t(3+]2)

Aufgabe 3.16 (Inversion Gerade - Gerade)

Die folgenden komplexen Geraden durch den Nullpunkt sind zu zeichnen und fir spezielle Werte von t zu

kennzeichnen. Dieinverse Funktion w(t) = 1/z(t) ist ebenfalls zu skizzieren. Die Parameter s=t* und t sind fr
spezielle Punkte anzugeben.

a) () =(2+j3)t b) Z(H=(-1+j4t
0) =@t d) B =(-1+jt
Aufgabe 3.17

Die folgenden komplexen Ortskurven sind zu zeichnen. Spezielle Parameter t sind zu kennzeichnen. Hinweise:
Die Ortskurven sind teils durch Division in Standard-Ortskurven zu zerlegen. Manchmal ist t durch s = k/t zu
ersetzen.

a) wt) - M b) wt) = 1+=21t
Jt 1+t

_ 2t _t+4

0 w(t) Tt d) w(t) Tt
o2+ +jt _ 2

€ w(t) BT f) w(t) 1+ 3t

9) w(t) 37t h) w(t) 1ot

) - SHEN
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Aufgabe 3.18  (allgemeine Ortskurven)
Man diskutiere und skizziere die folgenden komplexen Ortskurven. Signifikante Werte fiir t sind zu berechnen
bzw. in die Skizze einzutragen.

d o) - — ) o) - —

(1 +jt)° @+ jty
0 )= et O () S T S

1+jt 1+ )2t 1+jt 1+j2t 1+3t

2t 2jt
€ Z(t) = f Zt) = ——
) - T ) Ay
2t 1+jt

9 oAy - 2 N - —L

1+ 1+ (+jt)
Aufgabe 3.19 (Zusatzaufgabe)
Die folgenden komplexen Ortskurven sind analytisch alsy = f(x) zu berechnen:
d  wh)=3t+j(@+5) ) wl) - ——

-1+t
1 1
C t) = d ) = ———
) 0 (-1+j) +t(1+]) ) 0 1+ @+t

Aufgabe 4.1
Man berechne die folgenden kartesischen Koordinaten in Polar- und Kugelkoordinaten um.
a) Pl = (Xl! Y1, Zl) = (4! 6! 3) b) I:)2 = (XZ! Yo, 22) = ('4! '3! 7)
C) P3 = (X3! y3! 23) = (_4! 5! _3) d) P4 = (X4, y4, 24) = (8, '2, '1)
Aufgabe 4.2
Man berechne die folgenden Zylinderkoordinaten in kartesischen und Kugelkoordinaten.
a) Pl = (Rl! (pl! Zl) = (10! 300! 5) b) I:)2 = (RZ: (p2! 22) = (5: 1200: '4)
c) Ps = (Rs, @3, 23) = (6, 210°, -3) d) P, = (Ry, ¢ 24) = (7, 330, 8)
Aufgabe 4.3
Die folgenden Kugelkoordinaten sind in kartesischen und Polarkoordinaten umzurechnen.
a) P, = (ry, 91, ©,) = (5, 30°, 60°) b) P, = (1, @, ©,) = (7, 120°, 80°)
C) P3 = (r3! P, ®3) = (4! 2100! 1200) d) P4 = (r4: Py, ®4) = (81 3300; 1500)
Aufgabe 4.4

Die Gerade im Raum, die durch die zwel Punkte P, und P, verlauft, ist in der Parameterform P = P, + a*P;
anzugeben.

a) Pl = (Xl! yl! Zl) = (3! 4! 5) I:)2 = (XZ! y2! 22) = (9! '7! 8)
b) Pl = (Xl! yl! Zl) = (2! 5! 7) I:)2 = (XZ! y2! 22) = (3! 6! 9)
C) Pl = (Xl! yl! Zl) = (1! 2! 3) I:)2 = (XZ! y2! 22) = (9! '8! 4)
Aufgabe 4.5

Die Ebene im Raum, die durch die Punkte P,, P, und P; verlauft, ist in der Parameterform P = P, + aPg + PP
anzugeben. Anschlief3end ist die Funktion z = f(x, y) zu bestimmen.

a) P.=(8,5T7) P.=(33 2 P:=(5, 4, 6)
b) P.=(-1,2,3) P.=(7,89 P:=(54,73
C) P.=(2, -5, 6) P, = (-5, -3, -6) P:=(-4,-3,9)
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Aufgabe 4.6

Man berechne die Funktion der Ebene z = f(X, y), die durch die drei Punkte P,, P, und P; verlauft.
a) Pr=(Xy, Y1, 2) =(3,0,0) P,=(0, 4, 0) P;=(0,0,7)

b) Pr=(Xy, Y1, 21) = (-4, 0, 0) P,=(0,-6,0) P;=(0,0,2)

C) P =Xy Y1, 20) = (-3, 0, 0) P,=(0,9,0) P;=(0, 0, -5)
Aufgabe 4.7

Gegeben sind die vier Ebenen:

E.=(1,2 3 +a*(,5,0) +p*0,3,1) E,=(5,6,7) +a*(0,-2,-1) + p*(4, 2, 1)
E;=(2,-4, 8) + «*(0,-4,-3) + p*(5, 3, 2) E.=(1-6,5) + «*(2,-4,-3) + p*(3,2,9)

Zu bestimmen sind die Schnittgeraden in der Form P = P, + «Ps.

a) Schnittmenge aus E, und E,
b) Schnittmenge aus E; und E;
C) Schnittmenge aus E; und E,

Aufgabe 4.8
Man bestimme die Schnittpunkte Ps = (X, Y, z) die sich aus dem Schnitt von Gerade G und Ebene E ergeben.

a) E; = (1,2,3) + «*(1,5,0) + p*(0,3,1), G;=(513) + v*(-25,4)
b) E; = (3,7,2) + o*(5,3,6) + p*(2,2,7), G,=(341+v*(1.293
€) E;=(3,2,5) + a*(2,3,0) + p*(5,0,7), G;=(312) +v*(3.7,9

Aufgabe 4.9
Die kirzesten Entfernungen zu den Ebenen und Geraden aus Aufgabe 4.8 sind zu bestimmen.

a) zu E, b) zZuE, C) ZU kg
dzuG, e zuG, f) zu G,
Fur die Aufgabe 5.1 bis 5.5 sind die ersten Ableitungen y' der Funktion y zu bilden.

Aufgabe 5.1 (Ganze rationale Funktionen)

a) y = 3x b) y = 5x2

C) y =6x3- 17x2 + 2X d) y=4x*+3x*+2x -5

e y =20x°- 6x2 + 9x - 20 f) y =8(x%+ x*

Q) y=A(bx2+cx + a) h) y=xX"+xXe+x3+ X+ 3+ 2+ x+1

Aufgabe 5.2 (Summe von Funktionen, Standardfunktion)

a) y = A*sin(x) + B*cos(x) b) y = A*In(x) + B
C) y =x2 - 6*sin(x) d) y = x3 + F*cos(x)
e y =10 * cos(x) - 5 f) y =In(x’) - In(x®)

Aufgabe 5.3 (Produktregel)

a) y = x>*s8in(x) b) y = x*In(x)

0) y=(*+2x+5)* (- €) d) y=(x*+1)* cog(x)

e y =Inx®>* sin(x) f) y=(X*-5)*(x3+2x-7)
9) y = 2sin(x)* cos(x) h) y = e*In(x)
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Aufgabe 5.4 (Quoatientenregd)

- x2 ~sin(x)
- b - 2N
Ve Y ey
_ X X2 +Bx-2
0 y = W d) y = =X2 T1
x? ex
- f -
€ y s ) y 21
ex In(x)

Aufgabe 5.5 (Kettenregd)

a) y =sin’(x) b) y = cos’(x) o) y=(1+x)°
d) y =[x + cos(x)]* 2 y=In(x*>+2x + 3) f) y = exp[5x? + 8x + 2]
0) y = sin(ax) h) y=sn(x?+5x+7) i) y =sin(e)
D y=In@x) K y=e ) y - In—>
1+x?

m) y = In[sin(x* + 5)] n) y = exp[sin(ax® + b)]
0) y = sin—=__«cog(1+x?)

1+x?

Fur die Aufgaben 5.6 bis 5.8 sind die ersten Ableitungen y' der Funktionen y zu bilden.

Aufgabe 5.6 (Logarithmische Differentiation)

) y=x b)  y=[sin()) O y= e+
g y= [P 9  y=(x+5" ) y=I[tanh(o]™
9 y=[cosh()) h) y=[sinp)p

Aufgabe 5.7 (Standard-Funktionen)

a) y=In(x*+1) b) y=lg(x3+2) C) y=sn(x2+ 4)

d) y = cos(x? + 5) e y = tan(4x® + 2) f) y = cot(5x® + 1)

Q) y =arcsin(2x + 5) h) y = arccos(x?) i) y = arctan(x®)

) y = arcocot(x?) K) y = cosh(x? + 5) ) y =dnh(x® + 2)

m) y =tanh(x® + 1) n) y = coth(x* + 2) 0) y = arcosh(1 + x3)

p) y =arsinh(2 + x°) q) y = artanh(x2 - X) r y = arcoth(2x
+5)

Aufgabe 5.8 (algemein)

a) y = sin(1/x)* cos(ax + 5) b) y=(x2+ 1)*sin(x® + 5)
3
9 y-Xx'1 9 y=[Enee+ ]
In(x)
—a 2 * 2 * 2 _ sin(x2 + 1)
2] y =sin(x* + 1)*cos(x” + 1)*tan(x* + 1) f) y = "> -7
cos(x? - 1)
Q) y =sinh*(x® +5) h) y = (X% + 1)*cos(x® + 1)*sinh(4x + 5)
)y XS D y=ocosh(e+ 1)
In(x® +2)
K) y=sn¥3x?+ 2x + 5)
Aufgabe 5.9
Von den folgenden Funktionen ist jeweils die erste bis vierte Ableitung zu bilden.
a) y=5x*+3x3+8x2+2x+5 b) y = ZX C) y = x* cos(ax)
X+ 1
d) y = x*e™ ) y =x*In x f) y = sin¥(ax)
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Ergebnisse

Gleichungssystem 1.1

X, = -23 Xz =15
Gleichungssystem 1.2
X, =-14 X, =121 X3 =-110
Gleichungssystem 1.3
e 1 d -b\[ k Ltk bk N
X, axd - bxc| ¢ a )| k, ' axd - bxc 2 axd - bxc
Gleichungssystem 1.4
X 7axb - 2b? + a?
c
| = 4a® - 2axb
? 8a2«b - 2a*b? - a
Xq a? - 4axb
Gleichungssystem 1.5
X, =0.1111 X, = 0.4444 X3 = 0.2222
Gleichungssystem 1.6
X; = 0.5499 X, = 0.3564 X5 = 0.4502
Gleichungssystem 1.7
X, = 3.63117 X, = -2.69704 X5 = 1.10581
X4 = '1.68644 X5 = 2.56471
Aufgabe 1.5
25 01667 -2 0.1239 0.1293 -0.0601
a) At -| -775 025 65 b) A" = | 01038 00055 0.0820
425 0.0833 -35 -0.0182 0.0692 0.0383
Aufgf\be 1.6
det(A) = axexi +b+fxg + cxdxh - cxexg — axfxh - bxdxi
L (e*i - *h) -(b*i - c*h) (b*f - c*e)
AL det(A) -(d*i - f*Q) (ai - c*q) -(a*f - c*d)
(d*h - e*q) -(@h - b*Q) (a*e- b*d)
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Aufgabe 1.7
3
b) d+b=|7 d-b=|-1
0 0
25 37 14 0
0 ¢, =| 15 ¢, = | 39 ¢, =0 =22 ¢, -
0 0 0 14
d) a, =4.919
2 A =14 cm?
Aufgabe 1.8 A =5cm?
Aufgabe 1.9
a) y(2)=0 y(3) =-6 y(-2) =24 y(-3)=0
b) (x3-3x2-10x+24) : (x-2) =x3-x- 12
(X3 3x2 10 + 24) 1 (x - 3) - x>~ 10— —°
X-3
(x> -3x?-10x +24) : (x +2) = x?-5x+ 24
X+ 2
(x3-3x2-10x+24) : (x +3) =x?-6x+8
C) x3-3x2-10x + 24 = (X + 5)°- 18(x + 5)*> + 95(x + 5) - 126
x3-3x2-10x + 24 = (x - 5)°®+ 12(x - 5)2 + 35(x - 5) + 24
d) X, =4 X, = -3 Xg=2
Aufgabe 1.10
a) X, =4 X, = -2
b) X, =1 +3j X, =1-3
C) X, =2 +5 X, = 2 -5
d) X, = -3 + 9.53039) X, = -3 - 9.53039
€ X, =3 X,=0 Xs=-11
f) X, =0 X, = -6.05539 X5 = 12.05539
9) X, = 1.79891 + 1.11179j X, = 1.79891 - 1.11179j
x3=-1.79891 +1.11179 X, =-1.79891 - 1.11179
h) X, =2 X, = -2 X3 = 2j X4 = -2
i) X, = 1.41421 +1.41421] X, = 1.41421 - 1.41421j
Xg = -1.41421 +1.41421j X, = -1.41421 - 1.41421j
i) X, =3 X, = -1.5 + 2.59808 Xs = -1.5 - 2.50808]
k) x, = 1.5 + 0.86603 X, = 0 - 1.73205 Xs = -1.5 + 0.86603]
X, = 1.5 - 0.86603 Xs = 0+ 1.73205; Xs = -1.5 - 0.86603]
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Aufgabe 1.11
a) X, =2
b) X, =0+2
C) X, =7
d) X, =-0.329
Aufgabe 1.12
a) X, =8
b) X, = 0.20871
C) X, =-1
d) X, = 0.61803
X; = 0.5 - 1.32288;
f) X, =2
X4 = '3
Aufgabe 1.13
T
a X, = —
) 15
b) X, =0
X, = X
‘4
T
C X, = —
) LTS
d) X, = 1.3552
2] X, =0.2278
7
f X, = —T
) 175
0) X, = 0.27540
Aufgabe 1.14
a) x=19
9 X - 3In5
3In4 + 2In5 - In6
€ X = 7.7537
Aufgabe 1.15
a) X, =-2
C) x = 23
35

Aufgabe 1.16 und Aufgabe 1.17

a) x=1

C) X = 0.44285
2] X =0.44721
0) x = 0.25410
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X, = -2

X,=0-2

X, =10

X, = -8.8355 + 3.62218;

X, =-5

X, = 4.79129

X, =8

X, = 0.5 + 1.32288;
X, =-1.61803

X, =0 +2j

X5:'8

X3=0 X,=2m

X, =T X3=27
v -~ 3
4

X, = 0.6435

X3 = 6.0088

X3 = 1.34302
11

=7
6

X, = 1.86620

X5 =

= 0.86440

b)
d)

f)

b)
d)

b) x = 1.4973

d)

X = 4.6441

) x = -2.1323

X3=-9
X3=-9
X3=-5

X3 = -8.8355 -3.62218j

X3=-6

X3=-3

Xs= 0-2

o X, =
X=5

X =48

X =-1.3903

X,=-2+¢& =18.086
X =20.434

Al



Aufgabe 2.1 a, - %
1n
Aufgabe 2.2 y = < + §x
Aufgabe 2.3
5
=5 = =
Y a P
Aufgabe 2.4 Xs=-2 Ve=1
Aufgabe 2.5 y=21-8x+x2
Aufgabe 2.6 y=-1+2(x-2)?
Aufgabe 2.7
a) y =1.5x%-10.5x + 15 y =15(x - 3.5)2- 3.375

b) y =6+ 8x + 2x* y=-2+2(x + 2

Aufgabe 2.8 y=2x*+5x3-4x%-3x + 15
Aufgabe 2.9
X, =-3 X1 =2 Xp2 = -6
Xn1 = -9 Xnz = -4 Xn3 =4 Xng = 5
y = X2 - dx - 13+ X244

x2+4x - 12
Aufgabe 2.10
2 x -4\% y—52:1

3 2
Ellipse x,=4 Yo=5 a=3

_a\2 2
R
3 2
Hyperbel nach oben und unten gedffnet
Xo=3 Yo =-2 a=3 b=2

C) [X_;2]2+[_y34)2 -1

Hyperbel nach rechts und links getffnet

Xo = -2 Vo=4 a=2 b=3
Aufgabe 2.11
a) A = 4*sn20° B = 4*cos20°
b) A = 8*cosl0° B = 8*sin10
C) A =-3*sin40° B = 3*cos40°

d) A = 5*c0s80° B = -5*sin80°
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Aufgabe 2.12

a) 5* cosg(p+26.870°)

Aufgabe 2.13

a) Z;=6.5+)2.501
b) Z;=-1.5+)5.8094

0 z,=0.1238 +j1.996

2, = 1.951 - j0.4400

b)

16.335* cos(¢p-32.034°)

Z,=23-2,=15%j25981

Z,=23-2,=-5.5%j5.8094
Z,=-3.8762-j1.004
Z,=-2.049 - j3.4400

Aufgabe 2.14
a) cos(3 + j4) = -27.03495 - |3.85115

0 cos(-2 + j1) = -0.64215 + j1.06861

) cosh(-2 + j4) = -2.45914 + [2.74482
9) cosh(4 + j2) = -11.36423 + |24.81465
i) arccos(2 + j0) = 0.00000 + j1.31696

k) arsinh(0 +j2) = 1.31696 + j1.57080

m)

arccos(1 + j1) = -0.90456 + j1.06128

0) arsinh(1 +j1) = 1.06128 + j0.66624

Aufgabe 3.1

a) =1

d) j2=-1

d) Z,= 1

9) Z;=-§

Aufgabe 3.3

D g - EiE - 2e

b)

e

b)

'\[N

1 +jy/3 = /45+e1%" = 2/60°

b) z, =

A
d) z, - -1 - 1+
e Zs=1e1% = -

Version 1.2
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(1.L6sung)
(2.L6sung)
b) sin(1 - j3) = 8.47165 - j5.41268
d) sin(-2 + j4) = -24.83131 - j11.35661
f) sinh(-5 + j3) = 73.46062 + j10.47251
h) sinh(2 - j3) = -3.59056 - j0.53092
i) arcsin(2 + j0) = 1.57080 - j1.31696
)] arcosh(1 + jO) = 0.00000 + j1.04720
n) arcsin(1 +j1) = 0.66624 + j1.06128
p) arcosh(1 +j1) = 1.06128 + j0.90456
o T
J
N =1
~2+j2+3 0 z=1i
5 . —
/3125 ) z=-7

f) z -1- 1+el% = 1/0°

9 2 -3 - /Ae™ - 230

h) ;8 - 1 - J _ ﬁ*e—j180°+45° _ ‘/7/2250

|) ;9 _ 7\/§ + J _ ﬁ*e](180°—30°) _ 2/1500
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Aufgabe 3.4

a) 2,=24+j1  2,=26/22.62° 2,=25/53.13° z,=1.500 +j2.0000

bl)  zy=2z,+ 2 =3.9+j3=4.9204 /37.569° b2)  z,=2z -2 =09- 1j = 1.3454 /-48.013°
b3)  z,=2*2,=65/7575" = 1.6 +|6.3 b4  z,=1/z,=0.4/-53.13° = 0.24 - j0.32

b5) Z,;=2,/z,=1.04 /-30.51° = 0.8960 - j0.5280

b6) zZ - \/Z = 1.581/26.56° = 1.4142 +j0.7071

z, = |z, - 1581/20656° - ~1.4142 - j0.7071

b7)  z,=1In(z) = 0.9163 + j(0.9273 + k*27)

Aufgabe 3.5

a) 5*é45°*é90° - 5*e'135° b) 3*é90°*e’180° - 3*é270°
C) 4* él35°* é90° = 4* e'225°

d) (1 + j)*ej90° _ \/7*6450 *ej90° _ \/7*611350

€ (1 +])«e® = J2xe® «el® = 2« = /7]

f) +))*j=-1+2] 9) jre® = @Prg® = gt
Aufgabe 3.6

a) z=1+4 z=1-j z+z =2 7 =2
b) z=j Z = z+z2 =0 'z =1
0) z=3+4 Z=3-}4 z2+z2 =6 7’7 =25
d) z=-3+4 Z=-3-}4 z2+Z=-6 7’7 =25
Aufgabe 3.7

a) (3 +j4)® = -237 - j3116 0) (1+j)°=32]

b) (1+/3)° = 64 d) (/3 +j) = -110.85 - j64

Aufgabe 3.8

a) X, = 1/3 b) Xp =14

0 X, = -1%jy/3 d) X1=8X,=-2

) X;p = 3+ 4 f) X, - %(1311',/1431)

9) Xpp = +4 X4 = £2]

h) X, = 1.099 * j0.4551 X, = -1.099 + j0.4551

i) X, =-2 X,y = 1%jy/3

Aufgabe 3.9

Komplexe Gerade in Gauldscher Ebene
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Aufgabe 3.10
a) z, = 1.5538 +j0.6436 = 1.6818 /22.500°

b) z,=2.0 + j 0.0000 = 2.0000 /0.000°

z;=-1.0000 - j1.7321 = 2.0000 /240.000°

C) z, = 0.8090 + j0.5878 = 1.0000 /36.000°

z; = -1.0000 + j0.0000 = 1.0000 /180.000°

z; = 0.8090 - j0.5878 = 1.0000 /-36.000°

d) z,=2.1939 +}1.7674 = 2.8173 /38.855°
z,=0.4337 - j2.7837 = 2.8173 /-81.145°

€ z, = 1.0000 + j0.0000 = 1.0000 /0.000°
z; = -1.0000 - j0.0000 = 1.0000 /180.000°

f) z, = 0.9239 +j0.3827 = 1.0000 /22.500°
z;=-0.9239 - j0.3827 = 1.0000 /202.500°

Aufgabe 3.11
w(t=-10) = -0.0990 - j0.0099 = 0.0995 /185.711°

w(t=-5) = -0.1923 - j0.0385 = 0.1961 /191.310°
w(t=-2) = -0.4000 - j0.2000 = 0.4472 /206.565"
w(t=-1) = -0.5000 - j0.5000 = 0.7071 /225.000°
w(t=-0.5) = -0.4000 - j0.8000 = 0.8944 /243.435°
w(t=-0.2) = -0.1923 - j0.9615 = 0.9806 /258.690°
w(t=-0.1) = -0.0990 - j0.9901 = 0.9950 /264.289°
w(t=0) = 0.0000 - j1.0000 = 1.0000 /270.000°
w(t=0.1) = 0.0990 - j0.9901 = 0.9950 /-84.289°
w(t=0.2) = 0.1923 - j0.9615 = 0.9806 /-78.690°
w(t=0.5) = 0.4000 - j0.8000 = 0.8944 /-63.435°
w(t=1) = 0.5000 - j0.5000 = 0.7071 /-45.000°
w(t=2) = 0.4000 - j0.2000 = 0.4472 /-26.565"
w(t=5) = 0.1923 - j0.0385 = 0.1961 /-11.310°
w(t=10) = 0.0990 - j0.0099 = 0.0995 /-5.711°

Aufgabe 3.12

Im 0.2

22. Dezember 2000
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z,=-1.5538 - j0.6436 = 1.6818 /202.500°

z,=-1.0000 +j1.7321 = 2.0000 /120.000°

z,=-0.3090 +j0.9511 = 1.0000 /108.000°
z,=-0.3090 - j0.9511 = 1.0000 /252.000°

z,=-2.6276 +j1.0163 = 2.8173 /158.855°

z, =-0.0000 + j1.0000 = 1.0000 /90.000°
z,=0.0000 - j1.0000 = 1.0000 /270.000°

z,=-0.3827 +j0.9239 = 1.0000 /112.500°
z,=0.3827 - j0.9239 = 1.0000 /-67.500°

W(t=-10) = -0.0446 - j0.0545 = 0.0704 /230.711°
w(t=-5) = -0.0769 - j0.1154 = 0.1387 /236.310°
w(t=-2) = -0.1000 - j0.3000 = 0.3162 /251.565"
w(t=-1) = 0.0000 - j0.5000 = 0.5000 /270.000°
w(t=-0.5) = 0.2000 - j0.6000 = 0.6325 /-71.565°
w(t=-0.2) = 0.3846 - j0.5769 = 0.6934 /-56.310°
w(t=-0.1) = 0.4455 - j0.5446 = 0.7036 /-50.711°
w(t=0) = 0.5000 - j0.5000 = 0.7071 /-45.000°
W(t=0.1) = 0.5446 - j0.4455 = 0.7036 /-39.289°
w(t=0.2) = 0.5769 - j0.3846 = 0.6934 /-33.690°
w(t=0.5) = 0.6000 - j0.2000 = 0.6325 /-18.435°
w(t=1) = 0.5000 + j0.0000 = 0.5000 /0.000°
w(t=2) = 0.3000 + j0.1000 = 0.3162 /18.435°
W(t=5) = 0.1154 + j0.0769 = 0.1387 /33.690"
w(t=10) = 0.0545 + j0.0446 = 0.0704 /39.289"
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Aufgabe 3.13
a) z, = 2.0000 + j0.7854 = 2.1487 /21.440°

z,=2.0000 + j7.0686 = 7.3461 /74.202°
z;=2.0000 - j5.4978 = 5.8503 /-70.009°

b) z, = 3.1073 +j1.1071 = 3.2987 /19.611°
z,=3.1073 + }7.3903 = 8.0170 /67.195°
2, = 3.1073 - |5.1760 = 6.0371 /-59.023°

C) 7, =2.6492 +}3.9270 = 4.7370 /55.996°
z,=2.6492 +j10.2102 = 10.5483 /75.455°
Z;=2.6492 - j2.3562 = 3.5454 /-41.650°

d) z,=0.6931 +j2.0944 = 2.2061 /71.688°
z,=0.6931 + }8.3776 = 8.4062 /85.270°
z;=0.6931 - j4.1888 = 4.2458 /-80.604°

Aufgabe 3.14
a) r=5 s=4 b) r=25 s=3.333

Aufgabe 3.15

Im 0.05 Im o027 Aufgabe 3.15b

-0.05 0.

-10.0’&
0.05\

-5.0/

-0.10

-0.15 -

0.05[ Im  Aufgabe 3.15¢ [ Im  Aufgabe3.15d
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Aufgabe 3.16
21 Im Aufgabe 3.16a
02
1 -
1 . 1 .
2 -1 2
Re
-1
2
Im 5 Aufgabe 3.16¢
— -0.2
b
1 fF—-05
——-1.0
| | ] — 40 |
3 -2 -1 [i 4.0 2
— 1.0 Re
105
2
0.2
3L
Aufgabe 3.17
Aufgabe 3.17a
/-420U | 1
10 4
0.5
2
-4 0.2
-6
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Im Aufgabe 3.16b

Im [

Aufgabe 3.16d

1.0 Im

Aufgabe 3.17b
10

0.0




[N

Aufgabe 3.17¢

61 Im Aufgabe 3.17¢
0.5
aF
-1.0
2 20
-4.0
L 1 1 1 1 4 0 1 1
6 -4 2 4 6
2.0 Re
1.0
2r
0.5
AF
6=
o Im
Aufgabe 3.17g
L 1 1 1 1 1 1 1
-5

-10.0 10.0

Aufgabe 3.171

2+

3F

4L
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Aufgabe 3.17d

10055 100

Im 151 03 Aufgabe 3.17f
r Q5 02

4r m Aufgabe 3.17h
03 0.0
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Aufgabe 4.1
a) P, = (Ry, ¢4, ) = (7.2111, 56.3099°, 3.000)
P, = (r,, @, ®,) = (7.8102, 56.3099°, 67.4115°)
b) P, = (R,, ¢, 2,) = (5.0, 216.8699°, 7.0)
P, = (r,, @, ©,) = (8.6023, 216.8699°, 35.5377°)
C) P; = (R,, @3 Z5) = (6.4031, 128.6598°, -3.0)
P, = (rs, @5 ©5) = (7.0711, 128.6598°, 115.1041°)
d) P, = (Ry, @4 24) = (8.2462, -14.0362°, -1.0)
P, = (r4, @4, ©,) = (8.3066, 14.0362°, 96.9144°)
Aufgabe 4.2
a) P, = (X4, Y1, 21) = (8.6603, 5.0, 5.0) P, = (r,, @1, ®,) = (11.1803, 30°, 63.4349°)
b) P, = (X5 Yo, 25) = (-2.5, 4.3301, -4.0) P, = (r,, @, ©,) = (6.4031, 120°, 128.6598°)
C) P; = (X3, Ya, 25) = (-5.1962, -3.0, -3.0) P; = (r3, @5 Z5) = (6.7082, 210°, 116.5651°)

d) P4 = (X4, y4, 24) = (6.0622, '3.5, 8.0)

P, = (s, @, ) = (10.6301, 3307, 41.1859°)

Aufgabe 4.3

a) P, = (Ry, @1, 21) = (4.3301, 30°, 2.5) P, = (X, Y1, Z1) = (3.7500, 2.1651, 2.5)

b) P, = (Ry, 92, 2,) = (6.8937, 120°, 1.2155) P, = (Xa, Yo, Z5) = (-3.4468, 5.9701, 1.1255)
C) P3 = (R3! P, 23) = (34641! 2100! '20) P3 = (X3, Y3, 23) = ('3-0: '17321: '20)

d) Pa= (Ry, @4, 2,) = (4.0, 330°, -6.9282) Py = (X4 Ya 24) = (34641, -2.0, -6.9282)
Aufgabe 4.4

a) G=(3,4,5) +a*(6,-11,3)" b) G=(257)"+a*1,1,2)

0 G=(1,23)+a*(8, -10, )"

Aufgabe 4.5

a) E=(8,5 7" +a*(-5-2-5"+p*(-3,-1,-1)" z=10y-3x -19

b) E=(-1,23) +a*(8,6,6)" +p*(6, 20"

C) E=(2 -5 6) + a*(-7, 2, -12)" + p*(-6, 2, 3)'
Aufgabe 4.6

a) z:7f%xf%y b) z:2+%+%c)
Aufgabe 4.7

a) G=(5,-50,-21)" + B, (4, -40, -20)" b)
C) G=(-4.6,52,13.4)"+ B, (-13, 34, 33)"

Aufgabe 4.8

a) o« =-10 =28 y=7

b) =02 p=038 vy=26

C) o = 0.4765 B =0.0176 v =0.3471
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z- 5-5Y 5%
9

G = (2, -24.8,-7.6)" + B, (5, -19.4,

14.8)

z=(x,y)=-1.2-0.6x + 1.8y

z= 208.5+ 15x + 46.5y

3

P, = (-9, 36, 31)
P.=(5.6,9.2, 8.8)

P, = (4.0412, 3.4294, 5.1235)
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Aufgabe 4.9
a) «=071429  Bp=-1.97143 P, = (1.7143, -0.3429, 1.0286) Fin = 2.02837
b) «=-122045 B=064537 P, =(-1.8115, 4.6294, -0.8051) Imin = 5.03597
9 «=-045012 p=-0.61485 P, =(-0.9745, 0.6497, 0.6961) Fmin = 1.36241
d) y =-0.15556 Prin = (5.3111, 0.2222, 2.3778) Fmin = 5.82332
e) vy = -1 Pmin = (2, 2, —2) ' min = 3.46410
f) y = -0.24460 Poin = (2.2662, -0.7122, -0.2014) min = 2.38400
Aufgabe 5.1
a) y =3 b) y' = 10x
0) y' = 18x2- 34X + 2 d) y =16x3+ 6x + 2
) y' = 100x*- 12x + 9 f) y' = 8(2x + 4x°)
0) y' = A(2bx + ©) h) Y =75+ 6xX°+5x* +4x3+ 32+ 2x2+ 1
Aufgabe 5.2
8  y=A*cos(x) - B*sin(x) by - 2B
X
C) y' = 2X - 6*cos(x) d) y' = 3x2- F*sin(x)
§  y=-10'sn(x) - 5*€ ) y - 2
X
Aufgabe 5.3
a) y' = 3x2*sin(x) + x> cos(X) b) y' = 2x*In(x) + x
0) Y = (2 + 2)* (X3 - €) + (X + 2x + 5)* (3x* - &) d) y' = 2x*cos(x) - (x* + 1)sin(x)
) y' = 530 5100 cos(x) ) Y = A3 + 2x - 7) + (x*- 5) (3x2 + 2)
X
X
9 Y =2cos(x) - Sn(x)] h oy - eXinE) - S
X
Aufgabe 5.4
a) y/ _ 2X b) y/ =1 + S.n(X) i - 1
[1+x3? cos(x) cOs%(X)
0 y' - Inx) - 1 d) y - (X% - 1)*(2x + 5) - 2xx(x? + 5x - 2)
In?(x) (x? - 1)
o y' - (x3 + 5)*2x - 3x%*x? ) y' - (X2 + 1)+e* - eXx(2x)
(x3 + 5)? (x? + 12
eX X) - e*xsin(X - :
9y - S Sl - eoosty) - siny)
Inpg<sinp) - 5%
h oy - A
In?x
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Aufgabe 5.5
a) y' = 3*sin}(X)* cos(x) b) y' = -5*cos}(x)*sin(x)
0) y' = 3(1 + x%)*2x d) y' = 4[x + cog(x)]* [1 - sSin(x)]
e y' = _ X2 f) y' = exp[5x% + 8x + 2]*(10x + 8)
x2+2x+3
9) y' = arcos(ax) h) y' = (2x + 5)*cos(x® + 5x + 7)
)y =cose)e I
- | p_1x®? (1 xA)xl - xx2x o 1-xP
& y=ae ) Y X (1 +x?? X(1 +x?)
m oy - —— 1 cosx? + 5)xx Ny =exp[sin (@¢+ b)]*cos (2 + b)* 2ax
sin(x? + 5)
X 1-x? X .
O e 0
Aufgabe 5.6
a) y' =x*[In(x) + 1]
b) y’ = [sin(x)] ¥+ ~sin(X) In[sin(x)] + ﬂ]
) sin(x)
Oy = (DTN ¢ 1)+ (2 ¢ e
] X+ 1
d) y' = [(In(x?]®V-3In[2+In(X)] + o 1}
| xx*In(x)
- + B) X7 x +5) + 21X
e y' = (3 +5) {7_ In(3x + 5) 15
/o ing .| IN[tanh(x)] In(¥)
L y [tanh(x)] | X sinh(x) xcosh(x) ]
/_ Snh0 . . sinh*(x)
9) y' = [cosh(X)] {COSh(X) In[cosh(x)] —cosh(x)]
h) y' = [sin()]* 4 2n[sin(x)] + (2x + 1)*@}
sin(x)
Aufgabe 5.7
o b A S
i Y xZ+1 ) Y (x3 + 2)=In(10)
C) y' = cos(x? + 4)* 2x d) y' = -din(x? + 5)*2x
fo 12X o a2
€ y oZax®  2) [1 +tan"(4x" + 2)]
f) y o 30 30051 4 co¥(5xC + 1)]
sn?(5x8 + 1)
9) VA — h) T—
J1 - (2x + 5)? J1 - x4
y oy - X ooy %
1+x8 1+x8
K) y' = 2x*sinh(x? + 5) ) y' = 6x>cosh(x® + 2)
m oy - X s tanhexS 1)
cosh?(x® + 1)
n) yoo A A1 coth(x* + 2)]
snh?(x* + 2)
I e S— Dy
Jx2+ 12 -1 V3 + 272+ 1
;o x1 ;o 2
R Tk wye " T ey
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Aufgabe 5.8
a) y/ _ 00{1) *i*cos(aerS) - sin(l] xgn(ax + 5)+a
X) x2 X

b) y' = 2x*sin(x? + 5) + (x* + 1)* cos(x® + 5)* 2x

In(x)*3x2 - (x3 + 1)+x 1

r =
° Y In?(x)
d) y/ = [sin(x? + 1)]®Mx{ -sin(x) xIn[sin(x? + 1)] + 2x*cos(X)*cot(x? + 1)}
2 y' = 4x*sin(x? + 1)*cos(x® + 1)
f y - 2Xcos(x2 - 1xcos(x? + 1) + sin(x® - 1)*sin(x® + 1) 2xcos(2)

cos’(x? - 1) cos?(x? - 1)

Q) y' = 4*sinh®(x® + 5)* cosh(x® + 5)* 3x?
h) y'=2x*cos(x*+1)*sinh(4x+5) - (x*+1)*sin(x*+1)* 3x**sinh(4x+5) + (x*+1)* cos(x*+1)* cosh(4x+5)*4

;o In(x® + 2)x3 - (3x + 5)x5x*x(x® +2)*

i
) y IN?(x° + 2)
i) y' = 5*cosh*(x? + 1)*sinh(x? + 1)* 2x
k) y' = 3*sin’(3x? + 2x + 5)*cog(3x’ + 2x + 5)* (Bx + 2)
Aufgabe 5.9
a) y = 20X + Ox? + 16x + 2 y' = 60X + 18x + 16

y" = 120x + 18 y" =120
b) e ! S

(x2 + 1)2 (x2 + 1)°
4 2 5 - 10x3 + Bx
y/ = g X t6x" -1 y/ = X T X E X
(x2+ 1) (x?+ 1)°

0) y' = cos(ax) - ax*sin(ax) y" = -2*g*sin(ax) - a2* x* cos(ax)

y" = -3a?* cog(ax) + a* x*sin(ax) y" = 4*a’sin(ax) + & x* cos(ax)
d Y= +axe y' = 226" + a*x* "

Y = Bar e + Xk e y" = A e + atxt e

} /7 1
e y'=In(x)+1 y T X
mo_ -1 mo_ 2

y© = 7 y NE)

f) y' = 2a*sin(ax)* cos(ax) = a*sin(2ax) y" = 288 cos(2ax)

Version 1.2

y" = -4a*din(2ax)
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y" = -8a* cos(2ax)



	1 Algebra
	2 Funktionen
	3 Komplexe Zahlen
	4 Analytische Geometrie
	5 Grundlagen der Differentialrechnung
	Anhang
	Ergebnisse

