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Literaturhinweise:
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erwähnt:

/1/ Moeller; Fricke; Frohne; Vaske:
Grundlagen der Elektrotechnik;
Teubner Verlag, Stuttgart 1986.

Übersicht: Grundlagen der Elektrotechnik I bis III

1. Semester (6 Stunden)
1. Einführung
2. Der einfache Gleichstromkreis
3. Berechnung linearer Gleichstromnetze
4. Energie und Leistung bei Gleichstrom
5. Sonderabschnitte
6. Wechselstrom, Einführung

2. Semester (6 Stunden)
6. Wechselstrom, Fortsetzung
7. Elektrisches Strömungsfeld
8. Elektrostatisches Feld

3. Semester (4 Stunden)
9.  Magnetisches Feld
10. Schaltvorgänge

Gliederung: Grundlagen der Elektrotechnik III

9. Magnetisches Felder
9.1. Wesen des Magnetismus, Versuch einer mathematischen Beschreibung
9.2. Richtungen im Magnetfeld
9.3. Integrale magnetische Größen
9.5. Lineare Berechnung mit Eisen
9.6. Nichtlineare Berechnungen mit Eisen
9.7. Dauermagnete im magnetischen Kreis
9.8. Magnetfeld von Leitern
9.9. Induktionsgesetz
9.10. Selbst- und Gegeninduktion
9.11. Energie und Magnetismus
9.12. Magnetismus und Verluste
9.13. Magnetfeld und Kräfte
9.14. Transformator, Überträger, Meßwandler
9.15. Luftspaltaufweitung
9.16. Verhalten an Grenzflächen
9.17. Magnetische und elektrische Felder

10. Ausgleichsvorgänge, Schaltvorgänge
10.2. Schalten von Gleichspannungsquellen

10.2.1. Entladen eines Kondensators
10.2.2. Aufladen eines Kondensators
10.2.3. Einschalten einer Induktivität
10.2.4. Ausschalten einer Induktivität
10.2.5. Einschalten eines Netzwerkes mit mehreren R und einem Energiespeicher (L oder C)
10.2.6. Einschalten von R, L, C (Reihenschwingkreis

10.3. Schalten von Wechselspannungsquellen
10.4. Mehrere Quellen im Kreis
10.5. Netzwerke mit mehreren L und C



III

Version 1.2           21. Dezember 2000

Inhaltsverzeichnis: Grundlagen der Elektrotechnik
III

9. Magnetisches Feld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
9.1. Wesen des Magnetismus, Versuch einer mathematischen Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
9.2. Richtungen im Magnetfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

9.2.1. Kennzeichnung der dritten Richtung bei zweidimensionaler Darstellung . . . . . . . . . 9
9.2.2. Magnetfeld-Richtungen, Definitionen und Eselsbrücken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
9.2.3. Beweis der Kraft-Richtung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
9.2.4. u-v-w-Regel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

9.3. Integrale magnetische Größen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
9.3.1. Durchflutung � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
9.3.2. Der Magnetischer Fluß 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
9.3.3. Magnetische Spannung V, Durchflutungsgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
9.3.4. Magnetischer Widerstand, magnetischer Leitwert, ohmsches Gesetz des magnetischen

Kreises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
9.4. Magnetische Felder in Ferromagnetika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

9.4.1. Ursache und Messung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
9.4.2. Quantitative Magnetisierungs-Kennlinien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
9.4.3. Entmagnetisieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

9.5. Lineare Berechnung mit Eisen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
9.6. Nichtlineare Berechnungen mit Eisen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

9.6.1. Berechnung der Erregung � bei gegebener Flußdichte B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
9.6.2. Berechnung der Flußdichte B bei gegebener Erregung � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

9.6.2.1. Magnetisierungs- Charakteristik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
9.6.2.2. Iterative Veränderung einer Flußdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
9.6.2.3. Exakte Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
9.6.2.4. Iterative Bestimmung von ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
9.6.2.5. Scherung der MKL, Variante 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
9.6.2.6. Scherung der MKL, Variante 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
9.6.2.7. Direkte Berechnung über die MKL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

9.7. Dauermagnete im magnetischen Kreis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
9.7.1. Eigenschaften und Einsatz von hartmagnetischen Werkstoffen . . . . . . . . . . . . . . . . 65
9.7.2. Der magnetische Kreis ohne elektrische Anregung, Schergerade . . . . . . . . . . . . . . 67
9.7.3. Entmagnetisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
9.7.4. Der magnetische Dauermagnetkreis mit elektrischer Anregung . . . . . . . . . . . . . . . 71

9.8. Magnetfeld von Leitern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
9.8.1. Feld langer gerader Einzelleiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
9.8.2. Feld von zwei langen geraden parallelen Leitern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
9.8.3. Biot-Savart-Gesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
9.8.4. Feld eines kurzen geraden Leiters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
9.8.5. Feld von Zylinderspulen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

9.9. Induktionsgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
9.9.1. Induzierte Spannung in bewegten Leitern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
9.9.2. Induzierte Spannung in ruhenden Leitern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

9.10. Selbst- und Gegeninduktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
9.10.1. Selbstinduktion, Induktivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
9.10.2. Lenz'sche Regel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
9.10.3. Gegeninduktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
9.10.4. Schaltung von Induktivitäten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

9.10.4.1. Reihenschaltung ohne magnetischer Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
9.10.4.2. Reihenschaltung mit magnetischer Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
9.10.4.3. Experimentelle Bestimmung einer Gegeninduktivität . . . . . . . . . . . . . 102
9.10.4.4. Parallelschaltung von Induktivitäten mit magnetischer Koppelung . . . 102
9.10.4.5. Parallelschaltung von Induktivitäten ohne magnetische Koppelung . . 103

9.10.5. Selbstinduktion einer langen geraden Doppelleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
9.10.6. Wirbelströme, Stromverdrängung, Wirbelstrombremse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

9.11. Energie und Magnetismus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111



IV

Version 1.2           21. Dezember 2000

9.11.1. Energie einer Induktivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
9.11.2. Energie des Magnetfeldes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

9.12. Magnetismus und Verluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
9.12.1. Hystereseverluste PVH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
9.12.2. Wirbelstromverluste PVW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
9.12.3. Gesamte Eisenverluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

9.13. Magnetfeld und Kräfte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
9.13.1. Kraft auf einem stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
9.13.2. Kraft auf zwei parallele Leiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
9.13.3. Kraft von Elektromagneten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

9.14. Transformator, Überträger, Meßwandler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
9.14.1. Der ideale Transformator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

9.14.1.1. Herleitung der Formeln des idealen Transformators . . . . . . . . . . . . . . 122
9.14.1.2 Zusammenfassung der Formeln des idealen Transformators . . . . . . . . 125
9.14.1.3 Beispielberechnung mit idealem Transformator . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

9.14.2. Der reale Transformator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
9.14.3. Ersatzschaltbild (ESB) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
9.14.4. Relative Kurzschlußspannung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
9.14.5. Bestimmung der ESB-Daten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
9.14.6. Der Drehstromtransformator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
9.14.7. Beispiel mit Transformator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
9.14.8. Der Transformator in Matrizenschreibweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

9.15. Luftspaltaufweitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
9.16. Verhalten an Grenzflächen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
9.17. Magnetische und elektrische Felder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

9.17.1. Vergleich elektrischer und magnetischer Felder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
9.17.2. Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
9.17.3. Beispiel für die Anwendung des Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

10. Ausgleichsvorgänge, Schaltvorgänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
10.1. Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

10.1.1. Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
10.1.2. Extrakt: Praktische Lösung von linearen DGLn im Zeitbereich . . . . . . . . . . . . . 151
10.1.3. Extrakt: Praktische Lösung von linearen DGLn mit Hilfe der Laplace-Transformation

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
10.1.4. Laplace-transformierte Widerstände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

10.2. Schalten von Gleichspannungsquellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
10.2.1. Entladen eines Kondensators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
10.2.2. Aufladen eines Kondensator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
10.2.3. Einschalten einer Induktivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
10.2.4. Ausschalten einer Induktivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
10.2.5. Einschalten eines Netzwerkes mit mehreren R und einem Energiespeicher (L oder C)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
10.2.5.1. Maschen- und Knotenanalyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
10.2.5.2. Vereinfachtes Aufstellen der DGL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
10.2.5.3. Laplace-transformierte Widerstände . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
10.2.5.4. Darstellung und Diskussion der Ergebnisse von Beispiel A und B . . . 173
10.2.5.5. Anfangswert, Endwert, Zeitkonstante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

10.2.6. Einschalten von R, L, C (Reihenschwingkreis) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
10.3. Schalten von Wechselspannungsquellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

10.3.1. Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
10.3.2. Schema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
10.3.3. Beispiel: Einschalten R, L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
10.3.4. Beispiel: Einschalten R, C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
10.3.5. Optimales Einschalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

10.4. Mehrere Quellen im Kreis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.5. Netzwerke mit mehreren L und C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

Anhang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
Aufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204



V

Version 1.2           21. Dezember 2000



9.1. Wesen des Magnetismus, Versuch einer mathematischen Beschreibung    1

Version 1.2             21. Dezember 2000

9. Magnetisches Feld
Der Begriff Magnetisches Feld enthält zwei Ausdrücke:

- Magnetismus und 
- Feld.

In Kap. 8 und 9 ist  anhand von elektrischen Strömungsfeld und elektrostatischen Feld der Feldbegriff schon
erläutert worden. Zur Wiederholung:

- Ein Feld beschreibt einen physikalischen Zustand innerhalb eines Raumes, allgemein in vier Dimensio-
nen (drei Koordinaten Richtungen x, y, z und Zeit t)

 - Der Zustand  wird durch eine physikalische Feldgröße beschrieben, die jeden Punkt des Raumes zu-
geordnet ist.

 - Die Gesamtheit aller Zustandswerte heißt Feld.
 - Zu unterscheiden sind:

Skalar-Felder - z.B. Q - Potential
Vektor-Felder - z.B.  - Elektrische Feldstärke3E

Da der  Begriff Feld schon detailliert aus EG II bekannt ist, soll im ersten Abschnitt die Beschreibung des Magne-
tismus erfolgen.

9.1. Wesen des Magnetismus, Versuch einer mathematischen Beschrei-
bung

Die Erscheinung des Magnetismus ist schwerer vorstellbar, als z.B. das Verständnis für das  elektrische Strö-
mungsfeld. Physikalische Gesetze sind immer auf Grund von Beobachtungen aufgestellt worden. Z.B. ist das
ohmsche Gesetz dadurch entstanden, daß ein linearer Zusammenhang zwischen Strom und Spannung festgestellt
wurde. Um das Verständnis für des magnetische Feld zu lehren, sollen im Rahmen dieser Vorlesung die Formeln
des Magnetischen Feldes aufgrund beobachteter Phänomene hergeleitet werden. Diese Beobachtungen werden in
Form von Versuchen beschrieben, die aber aus Zeitgründen im Rahmen der Vorlesung nicht durchgeführt werden
können.

Als erstes soll aufgezeigt werden, wo der Laie - außer in der Elektrotechnik/Physik - im Zusammenhang mit
Magnetismus schon Beobachtungen gemacht hat:

- Magnetverschluß von Türen.

- An White-Boards werden mit Dauermagneten kleine Sachen (z.B. Zettel) befestigt.

- Der Restmagnetismus von Schraubenziehern zieht Eisenfeilspäne an.

 - Viele haben schon die Erfahrung gemacht, daß es gibt Materialien gibt, die sich in einer Richtung an-
ziehen und in der anderen Richtung abstoßen. Die Materialien - genannt Dauermagnete - haben zwei
verschiedene Pole. Mit drei Dauermagneten kann man nachweisen, daß sich gleiche Pole abstoßen und
entgegengesetzte Pole anziehen (siehe Versuchsbeschreibung 1).

 - Viele haben schon einen Kompaß in der Hand gehabt. Der magnetische Nordpol der Kompaßnadel zeigt
in Richtung Norden, also zum geographischen Nordpol, da aber entgegengesetzte Pole sich anziehen,
folgt daraus: Der geographische Nordpol der Erde ist der magnetische Südpol der Erde und umgekehrt.
Deklination: Abweichung der Kompaßnadel von der Nordrichtung, weil der magnetische Pol ist nicht
der Rotationspol ist.



2    9. Magnetisches Feld

Version 1.2             21. Dezember 2000

Versuch 1: Abstoßung und Anziehung
Teil 1: Mit Hilfe eines 3. Magneten werden die ersten zwei Magneten so ausgerichtet, daß gleiche Pole der ersten
beiden Magnete bestimmt werden, siehe Bild EG91A. Dieses erreicht man, indem man die ersten zwei Magnete
so ausrichtetet, daß die ersten zwei Magnete in Bezug zum 3. Magneten das gleiche Verhalten
(Anziehung/Abstoßung) aufweisen.

Bild EG91A

Teil 2: Die nun gleichen Pole A vom 1. und 2. Magneten stoßen sich ab, auch die Pole B stoßen sich ab. Dagegen
ziehen sich jeweils die Pole A und B an.

Fazit: Gleichnamige Pole stoßen sich ab und entgegengesetzte Pole ziehen sich an. 

Versuch 2: Sichtbarmachen der Magnetfelder von Dauermagneten

Versuchsanordnung: 
Zwei Dauermagnete, ein Hufeisenmagnet und ein Stabmagnet, werden unter einer Glasplatte positioniert. Auf
die Glasplatte werden Eisenfeilspäne gestreut. Noch ein bißchen rütteln und die Vorzugsrichtungen der Magnet-
felder sind zu erkennen, siehe Bild EG91B.

Bild EG91B

Beim Hufeisenmagnet, aber auch beim Stabmagneten sind diese Vorzugsrichtungen zu erkennen. Verbindet man
diese Richtungen, ergeben sich Linien von Nord- zum Südpol oder umgekehrt. Die Richtung der Linien soll
später im Abschnitt 9.2 definiert werden. Bei einer Linie im Feld läßt sich vermuten, daß es sich um eine Feldli-
nie handelt. Somit ist auch schon die Frage beantwortet, ob es sich um ein Skalarfeld oder um ein Vektorfeld
handelt. Aus Erfahrung des elektrisches Strömungsfeldes und des elektrostatischen Feldes ist bekannt, daß Feldli-
nien in Richtung der physikalischen Größen ( z.B. ,  oder ) zeigen. Welches hier im Magnetfeld die Feld-3E 3J 3D
größe ist, muß noch erst untersucht werden. 

Fazit 1: Das Magnetfeld besitzt eine Richtung und ist damit ein Vektorfeld.

Fazit 2: Dauermagnete weisen ein Magnetfeld auf.
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D. SpuleC. Einzelleiter

I

Versuch 3: Kompaßnadel und Gleichstromleiter

Beobachtung: In der Nähe eines vom Gleichstrom durchflossenen Leiters wird die Nadel eines Kompasses
vom Strom beeinflußt.

Fazit: Auch stromdurchflossene Leiter weisen ein Magnetfeld auf.

Versuch 4: Sichtbarmachen der Magnetfelder von Leitern und Spulen

Versuchsanordnung:

In der Anordnung eines Leiters und einer Spule wird jeweils eine Glasplatte positioniert. Auf  die Glasplatte
werden Eisenfeilspäne gestreut. Noch ein bißchen rütteln und die Vorzugsrichtungen der Magnetfelder sind zu
erkennen, siehe Bild EG91C.

Bild EG91C

Fazit: Magnetfelder werden entweder von Dauermagneten oder von stromdurchflossenen
Leitern aufgebaut. 

Ursache des Magnetfeldes

Die Magnetfelder von Leitern und Dauermagneten sollten eigentlich die gleiche Ursache haben. Auf den ersten
Blick haben nun Dauermagnete und stromdurchflossene Leiter nicht viel gemeinsam. Könnte der Strom die
Ursache sein? Was war Strom? EG I: Strom ist die geordnete Bewegung von Ladungsträgern. Wo bewegen sich
Ladungen? Antwort: in jeder Elektronenhülle eines Atoms und in jedem Metall Valenzelektroden. Im Normalfall
erzeugt jede Bewegung zwar ein Magnetfeld, da aber die Bewegungen unregelmäßig sind, heben sich nach außen
die Magnetfelder wieder auf. Bei Dauermagneten sind nun Vorzugsrichtungen möglich, d.h. die Atome mit ihren
Elektronenbewegungen werden ausgerichtet (detaillierte Beschreibung in Kap. 9.4.1).

Die gerichtete Bewegung von Ladungsträgern ist die Ursache für das Magnetfeld.

Bei Dauermagneten wurde schon die Kraftwirkung und -richtung festgestellt. Die nächsten zwei Versuche sollen
sich mit den Kraftrichtungen und Kraftgrößen von zwei stromdurchflossenen Leitern beschäftigen.
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Versuch 5: Kraftrichtung zweier paralleler stromdurchflossener Leiter

Ergebnis:

Bild EG91D

I1 > 0 I2 > 0 Anziehung

I1 > 0 I2 < 0 Abstoßung

I1 < 0 I2 > 0 Abstoßung

I1 < 0 I2 < 0 Anziehung

Versuchsanordnung: Die Kraftrichtung zweier paralleler vom Strom durchflossener Leiter nach Bild
EG91D wird untersucht.

Fazit: Leiter mit gleichen Stromrichtungen ziehen sich an, entgegengesetzte Ströme sto-
ßen sich ab.

Versuch 6: Größe der Kräfte zweier paralleler vom Strom durchflossener Leiter.

Meßergebnisse:

Bild EG91D

I1 I2 F

I0 I0 F0

2I0 I0 2F0

3I0 I0 3F0

I0 2I0 2F0

3I0 2I0 6F0

Meßauswertung:

Die Kraft ist proportional dem Produkt der beiden Ströme

F � I1*I2.

Wie läßt sich dieses erklären? 

Wiederholung: Die Kraft auf zwei elektrostatische Ladungen (Kap. 8) wurde wie folgt bestimmt: Die Ladung 1
bewirkt ein Feld im Raum, also auch am Punkt der Ladung 2. Das Feld der Ladung 1 wird am Punkt der Ladung
2 berechnet. Aus dem Feld der Ladung 1 und der Größe der Ladung kann somit die Kraft bestimmt werden.

Auch beim Magnetfeld kann diese Methode in ähnlicher Weise angewandt werden. Der eine Leiter erzeugt am
Ort des anderen Leiters ein Magnetfeld. Dieses läßt sich auch dadurch nachweisen, daß auch ein Dauermagnet
im Feld eines stromdurchflossenen Leiters eine Kraftwirkung erfährt, siehe Versuch 3.
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Ein stromdurchflossener Leiter im Magnetfeld erfährt eine Kraftwirkung.

Wer erfährt nun die Kraftwirkung? Der Leiter oder die Ladung? Der obere Satz würde allgemeiner lauten:

Eine bewegte Ladung erfährt im Magnetfeld eine Kraftwirkung.

Der Leiter im Magnetfeld erfährt nach Versuch 6 eine Kraftwirkung, die proportional der Stromstärke und der
Größe des Magnetfeldes ist. Für die Wirkung des Magnetfeldes muß somit eine physikalische Größe eingeführt
werden. Früher ist man davon ausgegangen, daß vom einen Pol zum andern Pol des Magneten ein magnetischer
Fluß vorhanden ist. Für die Wirkung an einem Ort ist nicht der gesamte Fluß, sondern die Felddichte entschei-
dend, darum wird für das magnetische Feld die Flußdichte  (auch Induktion genannt) eingeführt:3B

 - Flußdichte, Induktion33B

Nach oben angegebener Ableitung ist die Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld proportional
zum Strom und der Flußdichte:

F � I*B

Der  Strom I ist bei konstanten Leiterabmessungen proportional der Ladung und der Ladungsträger-Geschwindig-
keit:

I � q*v

Die Zusammenfassung der beiden oberen Formeln ergibt: Die Kraft auf Ladungsträger ist proportional Ladung,
Geschwindigkeit und Magnetfeld:

F � q*v*B.

Einführung einer Proportionalitäts-Konstanten:

F = c*q*v*B

Bislang ist die magnetische Feldgröße B noch nicht definiert. Daher ist es möglich, die Proportionalitäts-Kon-
stante c gleich eins zu setzen. Damit ergibt sich die Formel für die den Betrag der Lorentz-Kraft:

F = q*v*B

F, v und B sind Vektoren, q ist ein Skalar. Wie ist die obere Formel in Vektor-Schreibweise anzugeben? Das
Magnetfeld eines Leiters ist kreisförmig um den Leiter herum und  die Elektronenbewegung in Leiter-Richtung.
Beim Versuch 6 steht das Magnetfeld des Leiters 1 senkrecht auf der Elektronenbewegung des Leiters 2. Daher
muß bei oberer Formel das Kreuzprodukt eingesetzt werden.

(9.1)3F = q*3v× 3B Lorentz-Kraft

Da das Kreuzprodukt richtungsabhängig ist, wäre die Richtung noch zu beweisen. Die Richtungen werden erst
später im Kap. 9.2 definiert.

Einheit von B

Tesla[B] 


[F]
[q][v]




[W]/[s]
[q][v]




VAs
m

As m
s

[B] 
 1 Vs

m 2

 1T

Die Einheit “Vs/m2" wird als abgeleitete SI-Einheit “Tesla” definiert.
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Versuch 7: Messung der Flußdichte B im homogenen Feld

Annahme: Meßgerät mit dem die Flußdichte B meßbar ist, steht zur Verfügung (Meßprinzip später).

Für Grundsatzuntersuchungen wird  eine Anordnung benötigt, in der ein homogenes Magnetfeld auftritt. Im
elektrischen Strömungsfeld und im elektrostatischen Feld war ein homogenes Feld leicht zu bewirken, weil sich
zwischen zwei parallelen Elektroden ein homogenes Feld ausbilden kann. Elektroden gibt es  beim magnetischen
Feld nicht, nur Dauermagnete und Spulen. Bei diesem Versuch soll das Magnetfeld, möglichst homogen, einer
Spule untersucht werden. Magnetische Feldlinien sind immer in sich geschlossen, wie aus dem Verlauf der
Feldlinien (Bilder EG91B und EG91C) ist zu erkennen ist. Wie bekommt man einen geschlossen homogenen
Umlauf? Antwort: mit einer Kreisringspule. Das Feld ist zwar nicht 100% homogen. Aber wenn der Durchmesser
der Windung dw sehr viel kleiner ausgeführt wird als der Radius der Ringspule rR entsteht ein annähernd homoge-
nes Feld. Die Anordnung ist in Bild EG91E dargestellt.

Bild EG91E

Meßergebnisse:

I/A dw rR N B

I0 = 1 A dw0 = 1 cm rR0 = 10 cm N0 = 1000 B0 = 2.0 m T

2I0

3I0

dw0

dw0

rR0

rR0

N0

N0

2B0

3B0

I0

I0

2dw0

3dw0

rR0

rR0

N0

N0

B0

 B0 

I0

 I0 
dw0

dw0

2rR0

3rR0

N0

N0

B0/2
B0/3

 I0 
 I0 

dw0

dw0

rR0

rR0

2N0

3N0

2B0

3B0

Aus den Meßergebnissen ist zu erkennen, daß die magnetische Flußdichte B, oder auch Induktion genannt,
proportional zur Stromstärke I, zur Windungszahl N und umgekehrt proportional zum Ring-Radius rR ist. Der
Wicklungs-Durchmesser der Spule dw hat keinen Einfluß:

B �
I�N
rR

Da der Radius rR ist proportional zur Feldlinielänge l = 2%/rR  ist, kann auch angegeben werden:

B �
I�N

l
oder mit einer Proportionalitäts-Konstanten geschrieben:
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B 
 c� I�N
l

Wie wird die Konstante c genannt und wie kann  I*N*/l abgekürzt werden? Antwort:

(9.2)H 


I�N
l

c = µ

H - magnetische Feldstärke (oder magnetische Erregung)

µ - Induktions-Konstante oder Permeabilität 

[H] 


[I]�[N]
[l]




A�1
m




A
m

Mit den oben eingeführten Definitionen kann angegeben werden:

B 
 µ� I�N
l

B = µ*H (9.3)

Für die Spulenanordnung nach Versuch 7 kann µ bestimmt werden:

(aus Versuch 7)µ =
B*l
I*N

=

2.0�10	3
Vs

m 2
�0.1m�2%

1A�1000

 1.3�10	6

Vs
Am

[µ] 


Vs
Am

Die Aufspaltung von µ in µ0 und µ r kann erfolgen, wie das auch schon aus dem elektrischen Feld bekannt ist:

µ = µ0*µR

(exakter Wert) (9.4)µ0 = 4%*10	7 Vs
Am

= 1.2566�10	6 Vs
Am

µ0 - absolute Permeabilität (das Vakuums) 
µr - relative Permeabilität
µr  = 1 Vakuum 
µr < 1 diamagnetische Stoffe 
µr > 1 paramagnetische Stoffe 
µr >> 1 ferromagnetische Stoffe: z.B. Eisen, Nickel, Kobalt

Das Vakuum, die diamagnetischen Stoffe und die paramagnetischen Stoffe können gleich behandelt werden da
µr � 1 in den ersten vier bis fünf signifikanten Stellen ist. Die ferromagnetischen Werkstoffe  sollen - wegen ihrer
großen Bedeutung - in einem eigenem Kapitel (9.4) behandelt werden. Der Vorteil der Ferro-Magnetika ist die
große relative Permeabilität. Der Nachteil ist, die Funktion B = f(H) ist bei Ferro-Magnetika nichtlinear.
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02Ey

(0x)2

 µ0��0�

02Ey

0t 2

Zusammenhang zwischen µ0, ��0 und c (nicht klausurrelevant)

DGL einer Welle im Vakuum, Ausbreitung in x-Richtung, magnetische Feldstärke nur in z-Richtung, elektrische
Feldstärke nur in y-Richtung:

Der Ansatz Ey = E0 cos[2%(f*t - x/�)] wird abgeleitet und in die DGL eingesetzt:

0Ey

0x

 	E0 	

2%
�

�sin[2%(f�t 	 x/�)]
0Ey

0t

 	E02%f�sin[2%(f�t 	 x/�)]

02Ey

0x 2

 	E0 	

2%
�

2

�cos[2%(f�t 	 x/�)]
02Ey

0t 2

 	E0(2%f)2

�cos[2%(f�t 	 x/�)]

	E0�
2%
�

2

�cos[2%(f�t 	 x/�)] 
 µ0��0 � 	 E0�(2%f)2
�cos[2%(f�t 	 x/�)]

 �*f  = c2%
�

2


 µ0��0�(2%f)2 µ0 


1
�0

1
�f

2

µ0 


1
�0

�

1

c 2
c 


1
µ0��0

Zusammenfassung der bisher bekannten Größen,  Formeln und Einheiten:

3F 
 q�3v× 3B

3B 
 µ0�µr�
3H

µ = µ0*µr

µ0 
 0.4%�10	6 Vs
Am


 1.2566�10	6 Vs
Am

Kreisringspule: H 


I�N
l

- Magnetische Flußdichte, Induktion:3B [B] 


Vs

m 2

 T

- Magnetische Feldstärke:3H [H] 


A
m
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9.2. Richtungen im Magnetfeld

9.2.1. Kennzeichnung der dritten Richtung bei zweidimensionaler Darstellung

Bild EG921A

Die positive Stromrichtung (entgegengesetzte Richtung der Elektronen-Geschwindigkeit) wird mit einem Pfeil
in Richtung des Stromes gekennzeichnet. Häufig verzichtet man auf eine dreidimensionale Darstellung. Der
Strom fließt dabei häufig in die Zeichenebene heraus oder hinein. Dieses wird mit einem Punkt oder einem Kreuz
gekennzeichnet. 

Eselsbrücke:

 0 Den Punkt sieht man, wenn die Spitzte des Strompfeils aus der Zeichenebene heraus ragt. Punkt
kennzeichnet den aus der Zeichenebene heraus fließenden Strom.

 x Das Kreuz sieht man, wenn der Strompfeil in die Zeichenebene hinein ragen würde (Pfeil von hinten).
Kreuz kennzeichnet den in die Zeichenebene hinein fließenden Strom.

Nicht nur Ströme werden in der Punkt-Kreuz-Kennzeichnung dargestellt. Auch die Richtungen von Vektoren
werden bei zweidimensionaler Darstellung mit der Punkt-Kreuz-Schreibweise gekennzeichnet.

9.2.2. Magnetfeld-Richtungen, Definitionen und Eselsbrücken

Bislang sind den Feldlinien-Bildern des Abschnitts  9.1 keine Richtung zugeordnet. 

Definition 1:
Der Nordpol einer Magnetnadel zeigt in die geografische Nordrichtung.

Definition 2:
Die Vektoren der Flußdichte  und der Feldstärke  zeigen außerhalb des Dauermagne-33B 33H

ten vom Nord- zum Südpol und innerhalb des Magneten vom Süd- zum Nordpol.

Ungleiche Pole ziehen sich an. Der Nordpol der Kompaßnadel zeigt somit zum magnetischen Südpol. Daraus
folgt, daß der geografische Nordpol der magnetische Südpol ist.

Der Nordpol der Kompaßnadel zeigt zum magnetischen Südpol.
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Versuch 8: Bestimmung der magnetischen Richtungen im Feld eines Dauermagneten mit Hilfe einer
Kompaßnadel

3H, 3B

Bild EG922A

In Bild EG92A können die Magnetfeld-Richtungen eingezeichnet werden. Der Nordpol der Kompaßnadel zeigt
in Richtung des Magnetfeldes. Aus der These, daß ungleiche Pole sich anziehen, können die Pole des Dauerma-
gneten bestimmt werden.

Eselsbrücke: Südpol ist Feldliniensenke

Versuch 9: Messung der Magnetfeld-Richtung von stromdurchflossenen Leitern mit dem Kompaß.

3H, 3B 3H, 3B

Bild EG922B

Da definitionsgemäß der Nordpol der Kompaßnadel in Richtung des Magnetfeldes (Richtung der Vektoren  und3B

) zeigt, ist bei Versuch 9 die mit Hilfe des Kompasses ermittelte Magnetfeld-Richtung eingezeichnet, siehe Bild3H
EG922B.

Wie kann man sich die Magnetfeld-Richtung eines Leiters merken, da gibt es drei verschiedene Möglichkeiten
(Eselsbrücken), die als nächstes erläutert werden:

 - Rechte-Hand-Regel
 - Rechts-Schrauben-Regel 
 - Koordinaten-System-Regel
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Rechte-Hand-Regel für Leiter:
Umfaßt man einen Leiter mit der rechten Hand, so daß der Daumen in Stromrichtung
zeigt, so zeigen die restlichen vier Finger in Richtung des Magnetfeldes.

Rechts-Schrauben-Regel für Leiter:
Dreht man eine Schraube mit Rechtsgewinde in Stromrichtung, so gibt die Drehrichtung
auch die Magnetfeld-Richtung an.

Koordinaten-System-Regel für Leiter:
Fließt in einem rechtsdrehenden Koordinationssystem (x,y,z) der Strom in z-Richtung, so
ist die Magnetfeld-Richtung die positive QQ-Richtung in der x-y-Ebene. Die positive Q-Richtung
ist von der x-Achse zur y-Achse gerichtet.

Versuch 10: Bestimmung der Magnetfeld-Richtungen einer Spule

Bild EG922C

Versuchsergebnis:
Mit dem Kompaß lassen sich die in Bild EG922C eingezeichneten Magnetfeld-Richtungen feststellen.

Physikalische Erklärung:
Die festgestellten Magnetfeld-Richtungen der in Bild EG922C dargestellten Spule lassen sich auch durch Überla-
gerung der Magnetfelder der Einzelleiter konstruieren:

- Im Inneren der Spule bewirken sowohl die oberen als auch die unteren Leiter nach der Rechten-
Hand-Regel für Leiter ein Magnetfeld in der gleichen Richtung nach links. Die einzelnen Lei-
teranteile verstärken somit das Magnetfeld im Inneren der Spule.

- Auch außerhalb der Spule überlagern sich die einzelnen Anteile der Leiter. Direkt über und
unter der Spule läßt sich das Magnetfeld nach der Art der Methode wie im Inneren konstruie-
ren. Dort ist das Magnet entgegengesetzt gerichtet als im Inneren.

- Im weiter entfernten Außenraum tritt in der Nähe der Achse Links-Richtung auf, während in
Gebieten senkrecht zur Achse der Spulemitte außerhalb der Spule Rechts-Richtung auftritt. Im
Übergangsgebiet tritt ein Wechsel von Links-Richtung auf Rechts-Richtung auf.

- Direkt zwischen den Leitern der Spule heben sich die Magnetfelder benachbarter Leiter auf, es
ist kein Magnetfeld vorhanden.

Rechte-Hand-Regel der Spule:
Umfaßt man eine Spule mit der rechten Hand, so daß die vier Finger in Stromrichtung
zeigen, so zeigt der Daumen die Magnetfeld-Richtung im Inneren der Spule an.
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3F 
 q(3vx 3B)

&

B

9.2.3. Beweis der Kraft-Richtung

Noch zu beweisen wäre, daß in der Gleichung (9.1)

das Vorzeichen richtig ist. Dazu soll die Kraftwirkung auf die Anordnung zweier paralleler Leiter nach  Bild
EG923A untersucht werden.

Bild EG923A

Die zu erwartende Kraft auf Leiter 1 soll untersucht werden. Da parallele Leiter mit gleichen Stromrichtungen
sich anziehen, wird nur eine Kraftkomponente in negativer x-Richtung erwartet. 

Das Magnetfeld von Leiter 2 verursacht die Kraftwirkung auf Leiter 1. Die von Leiter 2 verursachte Flußdichte
B kann nach der Rechten-Hand-Regel für Leiter bestimmt werden und ist Bild EG92E eingezeichnet. Mathema-
tisch ergibt sich nur eine positive y-Komponente der Flußdichte:

3B 


0

�By

0

Die Geschwindigkeit positiver Ladungsträger ist gleich der Stromrichtung. Aus Bild EG923A ergibt sich für die
Geschwindigkeit v nur eine positive z-Komponente:

3v 


0

0

�vz

Das Bilden des Kreuzproduktes ergibt

3F 
 q�3vx 3B 
 q
�����������

�����������

0 0 3ex

0 By 3ey

vz 0 3ez

3F 
 	q�vz�By�3ex

nur eine negative x-Komponente der Kraft. Dieses war aus Beobachtungen (u.a. Versuch 5) her erwartet worden.
Damit wäre bewiesen, daß das Vorzeichen im Kreuzprodukt (9.1) richtig angenommen wurde. In Realität bewe-
gen sich in metallischen Leitern negative Ladungen. Dann muß in (9.1) q negativ eingesetzt werden, aber auch
die Geschwindigkeit in (9.1) ändert das Vorzeichen. Durch (-1)2 ist somit auch (9.1) erfüllt. Im Rahmen dieser
Vorlesung wird noch öfter mit der Bewegung positiver Ladungsträger gerechnet. Wenn sich dabei zwei negative
Vorzeichen wieder aufheben ist diese Aktion erlaubt. Die Anschauung wird dabei etwas einfacher.
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9.2.4. u-v-w-Regel

Bei dem Kreuzprodukt
 

3w 
 c�3u×3v

steht der Vektor  senkrecht auf der Ebene, die von   und  aufgespannt wird. Der Betrag von  ist die Kom-3w 3u 3v 3w
ponente von , in senkrechter Richtung zu , multipliziert mit dem Betrag von . Bei einfachen Anordnungen3v 3u 3u
zeigen  und  meist in die Koordinatenrichtungen. Gesucht ist die Richtung von . Da gibt es wieder vier Re-3u 3v 3w
geln als Eselsbrücken. Die Voraussetzungen für die unten angegebenen Regeln lauten:

 - u-Komponente positiv 
 - v-Komponente positiv 
- c positiv
 - w-Komponente steht  senkrecht auf u und w

Rechte-Hand-Regel für u-v-w
Zeigen die vier Finger von  nach  , so zeigt der Daumen in Richtung von .3u 3v 3w

Rechts-Schrauben-Regel für u-v-w 
Dreht man eine Rechts-Schraube von  in Richtung  , so zeigt die Schraube in Richtung von .3u 3v 3w

Koordinaten-System-Regel für u-v-w
Die positiven Richtungen u-v-w bilden ein rechtsdrehenden Koordinaten-System.

Drei Finger-Regel der rechten Hand für u-v-w 
Zeigt der Daumen in Richtung  und der Zeigefinger in Richtung von , so gibt der Mittelfinger die Richtung3u 3v
von  an. Zusammenfassung:3w

Daumen u
Zeigefinger v
Mittelfinger w

Physikalische Interpretation von u-v-w
Bei jedem physikalisches Kreuzprodukt 

3w 
 c�3ux3v
kann man (zumindest in EG III auf jeden Fall) aufteilen in 

u - Ursache 
v - Vermittlung
w - Wirkung 
c - Skalar (Konstante)

Anwendung: Kraft auf stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld
Bei der Kraftwirkung eines Stromes im Magnetfeld (siehe u.a. Bild EG923A) ist die Ursache die Geschwindigkeit

der Ladungsträger, Vermittlung ist das Magnetfeld , Wirkung ist die Kraft . 3B 3F

3F 
 q�3v× 3B
u - Ursache 3v

 v - Vermittlung  3B

w - Wirkung Kraft 3F

Anwendung der “Drei Finger-Regel der rechten Hand” anhand Bild EG923E

I ,v- u - Ursache positive z-Richtung Daumen
 B - v - Vermittlung positive y-Richtung Zeigefinger

F - w - Wirkung negative x-Richtung Mittelfinger
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9.3. Integrale magnetische Größen

Wiederholung der Vorgehensweise beim elektrischen Strömungsfeld (siehe Kap. 7): Dort wurde der umgekehrte
Weg als beim magetischen Feld  bestritten: Aus den integralen Formeln U = I*R und R = '*l/A sind die Feld-
größen  und   definiert worden.  Damit konnte der  Zusammenhang zwischen E und J ermittelt werden:3E 3J

3J 
 L� 3E.

Beim magnetischen Feld ist der Zusammenhang zwischen den Feldgrößen  und  schon bekannt:   3H 3B 3B 
 µ� 3H

Beim magnetischen Feld sollen nun mit Hilfe der differentiellen Feldgrößen  und  integrale Größen gefunden3B 3H
werden, die bei der Berechnung von Magnetfeldern hilfreich sind und die das Verständnis für das magnetische
Feld fördern.

Am Beispiel des homogenen Magnetfeldes einer Kreisringspule (schon bekannt  aus Versuch 7, Kap. 9.1) sollen
integrale Größen in den nächsten Unterabschnitten entwickelt/vorgestellt werden.

bekannt: H 


I�N
l

Bild EG93A

9.3.1. Durchflutung ��

Das Produkt I*N wird Durchflutung genannt. Wie das Magnetfeld erregt wird, ob mit viel Strom oder mit viel
Windungen ist egal. Auswirkung auf das Magnetfeld einer Spule ist nicht der Strom oder die Windungszahl al-
lein, sondern das Produkt, das Durchflutung � genannt wird. 

� = I*N (9.6)

� = Durchflutung
[�] = [I]*[N] = A*1 = A

Wenn mehr als eine Spule vorhanden ist, ergibt sich die Gesamtdurchflutung durch Summation der Einzeldurch-
flutungen. Auf das Vorzeichen der Durchflutung ist dabei zu achten. Bei n-Spulen gilt:

�ges = �1 + �2 + ..... �n (9.7)

�ges = I1*N1 + I2*N2 + .... In*Nn

�ges 
 M
n

i
0
�i mit �i 
 Ii�Ni
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9.3.2. Der Magnetischer Fluß 00

Bekannt ist schon die magnetische Flußdichte . 3B

Wiederholung: Auch beim elektrischen Strömungsfeld und beim elektrostatischen Feld sind Felddichten, bzw.
Flußdichten bekannt:

- Stromdichte3J

- Verschiebungsflußdichte3D

Mit Hilfe der senkrechten Fläche A wurden daraus im homogenen Feld die integralen Flüsse berechnet:

I = J*A Strom
5=D*A Verschiebungsfluß

Für das inhomogene Feld kann angegeben werden:

I 
 P
(A)

3J d 3A

4 
 P
(A)

3D d 3A

Bei den zwei schon bekannten Feldarten (Kap. 7 und 8) ergibt sich der Fluß somit aus dem Pro-
dukt/Flächenintegral aus Felddichte und Fläche. Daher erfolgt auch beim magnetischen Feld die Definition
eines magnetischen Flusses, der aus Flußdichte und Fläche berechnet wird:

homogen: 0 = B*A (9.8)

inhomogen: (9.9)0 
 P
(A)

3B�d 3A

 [0] 
 [B]�[A] 


Vs

m 2
�m 2


 Vs 
 Wb

1 Wb ist eine abgeleitete SI-Einheit, wird aber weniger benutzt als die Einheit Vs.

Beispiel Kreisringspule:

A 


%

4
�d 2

w

0 
 A�B 
 A�µ�H 


%

4
�d 2

w�µ0�
I�N

l



%�d 2
w�µ0�I�N

4 l
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9.3.3. Magnetische Spannung V, Durchflutungsgesetz

In Analogie zum Elektrischen Feld (Kap. 7 und 8), wo die Spannung zwischen den Punkten 1 und 2 definiert war
in folgender Weise:

U12 
 Q1 	 Q2 
 P
2

1

3E d 3s

erfolgt beim magnetischen Feld die Definition einer magnetischen Spannung in analoger Weise zur
elektrischen Spannung als Linienintegral der magnetischen Feldstärke zwischen zwei Punkten:

(9.10)V12 
 P
(2)

(1)

3H d 3s

[V] 
 [H]�[s] 


A
m
�m 
 A

Die Richtung von V ist vom Punkt 1 nach Punkt 2 gerichtet. V12 ist positiv, wenn die Feldstärke  von 1 nach3H
2 gerichtet ist. Da bei der Integration der Integrationsweg unterbrochen werden kann (Integration ist im Prinzip
schon eine Summation), bedeutet eine Integration auch eine Summation. Daher können auch magnetische Span-
nungen addiert werden, die in Richtung des Integrationsweges liegen, siehe Bild EG933A und nachfolgende
Formel:

Bild EG933A

V12 
 P
2

1

3H d 3s 
 P
3

1

3H d 3s � P
2

3

3H d 3s 
 H13�l13 � H32�l32 
 V13 � V32

Obige Formeln sagen aus, daß in einer magnetischen Reihenschaltung die magnetischen Spannungen addiert
werden können. Auch hier tritt wieder die Analogie zum elektrischen Strömungsfeld auf, wo in einer Reihen-
schaltung die elektrischen Spannungen addiert werden können.

(9.11)V 
 M
n

i�1
Vi 
 V1 � V2 � ....Vn

Im Fall der Kreisringspule ergibt sich für ein Integral über einen geschlossenen Umlauf entlang einer Feldlinie:

Vges 
 Q
1

1

3H d 3s 
 H�l 
 I�N
l
�l 
 I�N 
 �

(9.12)� 
 Vges 
 M Vi
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I�N 
 P
(A)

3J d 3A

Q 3E d 3s 
 0

Die nachfolgende Gleichung ist bekannt als: 

Durchflutungsgesetz

(9.13)Q 3H d 3s 
 I�N

Die obere Gleichung sagt aus: Das geschlossene Integral der magnetischen Feldstärke ergibt die bei diesem Um-
lauf umschlossene Durchflutung der beteiligten Spulen. Mit einem geschlossen Umlauf wird auch eine Fläche
umrandet. Somit läßt sich auch angeben: Das geschlossene Integral über den Rand der Fläche A
ergibt die durch die Fläche A hindurchgehende Durchflutung. Die Durchflutung � = I*N einer
Fläche ist die Summe der Ströme die durch diese Fläche verlaufen:

Damit kann das Durchflutungsgesetz auch in einer etwas anderen Form angegeben werden:

Zweite Form des Durchflutungssatzes:

(9.14)Q
Rand von A

3H d 3s 
 P
(A)

P 3J d 3A

Die obere Gleichung sagt aus: Das Integral der magnetischen Feldstärke über den Rand von A ergibt die Summe
der durch A fließenden Ströme. 

Der Vergleich zu den stationären elektrischen Feldern (Kap. 7 und 8) fällt hier etwas anders aus. Hier war das
Integral der elektrischen Feldstarke Null:

9.3.4. Magnetischer Widerstand, magnetischer Leitwert, ohmsches Gesetz des magneti-
schen Kreises

Beim elektrischen Strömungsfeld wurden die integralen Größen Anregung U und elektrische Strömung I über das
ohmsche Gesetz mit Hilfe des elektrischen Leitwerts miteinander verknüpft:

G 


I
U

elektrischer Leitwert 
 elektische Strömung
elektische Anregung

 
Auch beim magnetischen Feld wird definiert:

magnetischer Leitwert 
 magnetische Strömung
magnetische Anregung

Die gesamte magnetische Strömung ist der magnetische Fluß 0. Als Ursache des Flusses und damit als Anregung
ist  die Durchflutung � vorhanden. Damit ergibt sich mit

0 - magnetische Fluß, magnetische Strömung
� - Durchflutung, magnetische Anregung
� - magnetischer Leitwert
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� 


0

�



B�A
I�N




µ�H�A
I�N




)�
I�N

l
�A

I�N

der magnetische Leitwert:  

(9.15)� 


0

�

Die obere Formel (9.15) wird ohmsches Gesetz des magnetischen Kreises genannt.

Für die Kreisringspule (und damit auch für ein homogenes Feld) ergibt sich:

(9.16)� 


)�A
l

Diese Formel gilt nur für einen homogenen Abschnitt. Der magnetische Leitwert ist - wie erwartet - nur von der
Geometrie und von ) abhängig. Analog zur elektrischen Strömung wird auch ein magnetischer Widerstand als
Kehrwert des Leitwertes definiert:

(9.17) (9.18)Rm 


1
�

Rm 


l
)�A

[�] 


[0]
[�]




Vs
A

[Rm] 


1
[�]




A
Vs

Das ohmsche Gesetz des magnetischen Kreises kann somit auch mit Hilfe des magnetischen Widerstandes ange-
geben werden:

(9.19)Rm 


�

0

Mit den magnetischen Widerständen und Leitwerten kann genauso gerechnet werden, als mit elektrischen, daß
heißt Reihen- und Parallelschaltung können unter gewissen Voraussetzungen berechnet werden.

Reihenschaltung: Rmges = Rm1 + Rm2 + .... Rmn

Parallelschaltung: �ges = �1 + �2 + .... �n

ohmsche Gesetz: 0i = �i*Vi

Bislang wurde viel Theorie aufgezeigt. Übungen sind dringend erforderlich. Geübt werden soll  überwiegend
anhand von abschnittsweise homogenen Felder. Da aber die praktische Nutzung der Magnetfelder in der Regel
in Verbindung mit Eisen geschieht, soll erst der physikalische Effekt, den Eisen auf Metallfelder hat, im Kap. 9.4
diskutiert werden. Anschließend wird gezeigt, daß in Verbindung mit Eisen sich homogene Felder ergeben kön-
nen.



9.4. Magnetisches Feld in Ferromagnetika    19

Version 1.2             21. Dezember 2000

v H

Kern

H
H�

�

�

�

9.4. Magnetische Felder in Ferromagnetika

9.4.1. Ursache und Messung

Als Ursache des magnetischen Feldes wird - wie schon erwähnt - die Bewegung von Ladungsträgern angesehen.
Elektronen bewegen sich in der Regel in Kugelbahnen um den Kern. D.h. die Elektronen befinden sich statistisch
gesehen an jeden Ort einer Kugeloberfläche gleichmäßig oft. Es entsteht zwar ein Magnetfeld, dieses hebt sich
aber wegen der statistischen Gleichmäßigkeit im Mittel wieder auf, da die Elektronenbewegung sehr schnell ist.
Wenn jetzt aber aus irgendeinem Grunde sich die Elektronen nicht auf Kugel- sondern auf Kreisbahnen bewegen,
entsteht aufgrund der Kreisbewegung des einzelnen Elektrons ein Magnetfeld.

Bild EG941A: Magnetfeld eines Elektrons auf einer Kreisbahn 

In jedem Material befinden sich sehr viele Atome. Im Normalzustand weisen alle Atome eine andere Ausrichtung
auf. Die Magnetfelder heben sich im statistischen Mittel wieder auf. Es ist vom Material abhängig wie die Mate-
rialien auf die Magnetfelder reagieren. Im Abschnitt 9.1 sind die verschiedenen Arten des Magnetismus schon
erwähnt worden:

µr  = 1 Vakuum 
µr < 1 Diamagnetismus )r = 0.99995... 
µr > 1 Paramagnetismus )r = 1.00005...   
µr >> 1 Ferromagnetismus )r bis 105

Vakuum, Diamagnetika und Paramagnetika verhalten sich für praktische Anwendungen ungefähr gleich (µr � 1)
und sollen deshalb nicht näher untersucht werden. Die große praktische Bedeutung für die Anwendung haben
Ferromagnetika mit relativen Permeabilitäten von bis zu 105.

Ferromagnetika sind u.a.
 - Eisen (incl. Gußeisen, Stahl)
 - Nickel
 - Kobalt
 - Legierungen der oberen drei Elemente
 - Selten-Erden-Magnete

Versuch 11: Aufnahme der Magnetisierungs-Kennlinie von Eisen

H 


�

l



I�N
l

Bild EG941B
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Ergebnis: Start bei I = 0 H = 0

Bild EG941C: Ergebnis der Aufnahme einer Magnetisierungs-Kennlinie

Reihenfolge: 1 - Neukurve
2 - Entmagnetisierung
3 - Negative Magnetisierung
4 - Entmagnetisierung
5 - Positive Magnetisierung

Kommentar zur aufgenommenen Magnetisierungs-Kennlinie des Bildes EG941C:

 - Bei Neukurven und kleinen Feldstärken ist zunächst ein linearer Anstieg der Kennlinie B = f(H) vorhan-
den.

 - Bei größeren Feldstärken wird die Kennlinie B = f(H) nichtliniar mit immer flacherer Steigung. 
 - Aus Versuch nicht einfach meßbar (Aufwand): Bei großen H ist die differentiale Steigung dB/dH � )0.

Man spricht dann davon, daß das Eisen vollständig gesättigt ist. 
 - Bei Verringerung der Feldstärke H (Entmagnetisieren) verläuft die Kurve B = f(H) nicht auf dem glei-

chen Ast als beim Aufmagnetisieren. Das Eisen hat eine Art Gedächtnis. D.h. die sich einstellende Fluß-
dichte B ist nicht nur von der Feldstärke H, sondern auch von der Vorgeschichte des Eisens abhängig.

 - Bei Verringerung der Feldstärke auf H = 0 ist eine noch meßbare Rest-Flußdichte B vorhanden. Man
spricht hier von Remanenz. Die Bezeichnung ist:

Br - Remanenz-Flußdichte 

 - Bei weiterer Verringerung der Feldstärke (H < 0) wird irgendwann die Flußdichte zu Null. Die dazu
notwendige Feldstärke wird genannt:

Hc - Koerzitiv-Feldstärke

 - Bei weiterer Variation wird der Verlauf in Bild EG941C aufgenommen. Falls der Versuch immer bis
gleicher Maximal-Feldstärke durchgeführt wird, ergibt sich ein Durchfahren der Äste 5, 2, 3 und 4.

 - Der angeschlossene Lautsprecher läßt bei Veränderung der Stromstärke I ein Weißes Rauschen (beinhal-
tet alle Frequenzen) erkennen (Erklärung später).



9.4. Magnetisches Feld in Ferromagnetika    21

Version 1.2             21. Dezember 2000

Hart- und weichmagnetische Magnetisierungskennlinien

Verschiedene Ferromagnetika unterscheiden sich in der Form der Magnetisierungskennlinie. Grob Einteilen läßt
sich in weichmagnetische und hartmagnetische Werkstoffe. Der Unterschied ist im Bild EG941D deutlich sicht-
bar. 

Bild EG941D: Hart- und weichmagnetische Magnetisierungskennlinien 

Zum normalen Führen des magnetischen Flusses insbesondere bei Wechselstrom-Anwendungen verlangt man
eine schnelle Ummagnetisierbarkeit des Eisens. Dieses bedeutet:

BR, Hc klein => weichmagnetisch, Dynamoblech
 BC, Hc groß => hartmagnetisch, Dauermagnet.

Im Führen des magnetischen Flusses in elektrischen Maschinen werden überwiegend weichmagnetische Dynamo-
bleche eingesetzt. Bei einigen Gleichstrommaschinen wird auch Grauguß verwendet. Hartmagnetische Werkstoffe
werden für Dauermagnete verwendet. Dabei wird verlangt, daß der Dauermagnet resident gegen Entmagnetisie-
rung ist, dieses ist bei Werkstoffen mit hoher Koerzitiv-Feldstärken der Fall. 

Erklärung der ferromagnetischen Erscheinung im Eisen:
Eisen soll während der langsamen Aufmagnetisierung unter dem Mikroskop betrachtet werden. Die Korngrenzen
sind erkennbar und verändern sich mit der Feldstärke H, siehe Bild EG941E. Die Korngrenzen sind zur besseren
Übersicht in Bild EG91E gradlinig dargestellt. In Realität verlaufen die Korngrenzen unregelmäßig.

H = 0
ohne Vorgeschichte regelmäßig
verteilt

   
H1 > 0
Wandverschiebung im unterem
steilen Bereich der MKL

H2 > H1

Vorzugsrichtungen kippen
schlagartig  => Barghau-

sensprünge

H2 > H1

Beidrehen 
H4 > H3

vollständig polarisiert  
dB/dH = µ0

H5 = 0
Restverschiebung bleibt erhalten
=> Br



22    9. Magnetisches Feld

Version 1.2             21. Dezember 2000

Bild EG941E: Magnetisierung von Eisen

A. Unmagnetisiert weisen die einzelnen Kornbereiche eine Ausgangsgröße auf. In den einzelnen Kornbe-
reichen sind Vorzugsrichtungen von vielen kleinen Elementarmagneten ausgerichtet. Da die einzelnen
Kornbereiche klein sind, heben sich die Wirkungen der Elementarmagnete makroskopisch wieder auf.
Jeder kleine Kornbereich weist eine ungleichmäßige Ausrichtung auf.

B. Beim Anlegen einer kleinen Feldstärke verschieben sich die Korngrenzen. Das Eisen ist dann nicht
mehr magnetisch neutral. Es sind mehr Elementarmagnete in Feldrichtung ausgerichtet als entgegen der
Feldrichtung. Die Korngrenzen verschieben sich bei größeren Feldstärken immer mehr. Dieser Effekt
tritt im linearen Anfangsbereich der Magnetisierungskennlinie auf. 

C. Bei weiterer Erhöhung der Feldstärke kippen die Vorzugsrichtungen sprungförmig (unter dem Mikro-
skop nicht erkennbar). In einem sprungförmigen Signal sind alle Frequenzen enthalten. Dieses Weiße
Rauschen genannt, kann mit Hilfe eines Lautsprechers beobachtet werden (Induktionswirkung später).
Das Kippen der Vorzugsrichtungen wird Barkhaushausen-Sprünge genannt.

D. Noch weitere Erhöhung der Feldstärke führt zum Beidrehen der noch nicht gekippten Kornbereiche .Die
Punkte C und D befinden sich im flacher werdenden Ast der Magnetisierungskennlinie.

E. Nach Ausrichtung aller Gebiete ist eine vollständige Polarisation vorhanden. Eine weitere Erhöhung der
Feldstärke hat auf das Eisen keinen Einfluß mehr. Die Kennlinie B = f(H) weist dann die Steigung
dB/dH = )0 (Induktionskonstante des Vakuums) auf. 

F. Wird die Feldstärke wieder auf Null verringert, bilden sich die Korngrenzen nicht ganz auf ihre An-
fangslage zurück. Es bleibt die Remanenzinduktion Br erhalten.

9.4.2. Quantitative Magnetisierungs-Kennlinien

In diesem Abschnitt werden an Ferro-Magnetika gemessene  Magnetisierungs-Kennlinien (MKLs) dargestellt.
In Bild EG942A sind alle Phänomene zu erkennen, die schon im Kap. 9.4.1 diskutiert wurden. Die MKLs für die
Eisensorten

- verschiedene Elektrobleche (Dynamoblech) 
- kaltgewalztes Blech 
- kornorientiertes Blech 
- kornorientiertes Blech in Walzrichtung
- kornorientiertes Blech quer zur Walzrichtung 
- Grauguß 
- Stahlguß und
- Walzstahl 

sind in Bild EG942A dargestellt. Die Flußdichte weist Werte zwischen 0 T und 2 T auf. Da die magnetische Feld-
stärke H über mehrere Zehnerpotenzen variiert, sind zwei verschiedene Diagramme mit unterschiedlichen Ach-
senskalierungen in H dargestellt. Die Kennlinien der verschiedenen Materialien unterscheiden sich mehr oder
weniger. Auch Dynamoblech ist nicht gleich Dynamoblech, wenn gleich sich die einzelnen Sorten nicht erheblich
unterscheiden. Grob einteilen lassen  sich alle Kennlinien in Grauguß und Dynamoblech. Stahl hat in etwa die
gleiche MKL als Dynamoblech. Grauguß hat bei gleicher Feldstärke eine geringere Flußdichte als Dynamoblech.
Die optimale Ausnutzung des Dynamoblechs erfolgt bei  Flußdichtewerten zwischen 1 und 1.5 T (dazu später
mehr im Kap. 9.14.1.1 Grauguß wird bei  Flußdichten unter 1 T verwendet. 

Bild EG942B zeigt die MKLs mit der viele Aufgaben im Rahmen dieser Vorlesung berechnet werden sollen,
wenn eine MKL notwendig ist. Hier wird nur unterschieden zwischen Grauguß und Dynamoblech. Für Stahl
sollte dann die MKL von Dynamoblech verwendet werden. Wegen des schon erwähnten großen H-Bereiches sind
in Bild EG942B mehrere MKL in einem Diagramm dargestellt. Die H-Werte einiger Kennlinien müssen mit 10
bzw. 100 multipliziert werden.

Bei Anwendung von Stahl und Grauguß sind die MKLs des Bildes EG942B hinreichend genau, da hier noch
Luftspalte vorhanden sind und diese einen höheren magnetischen Spannungsabfall verursachen als Eisen (Beweis
später). Bei luftspaltlosen Anordnungen (insbesondere bei Transformatoren werden Dynamobleche eingesetzt) ist
es besser mit Herstellerangaben zu rechnen.
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Bild EG942A: Magnetisierungskurven von magnetisch weichen Werkstoffen 
I Elektroblech V 360-50 B (nach DIN 46400), IV Elektroblech V 100-35 B (desgl), KL kaltge-
walztes, kornorientiertes Blech mit Magnetisierung in Walzrichtung , Kq dasselbe, quer zur
Walzrichtung magnetisiert, GG Grauguß, StG Stahlguß, WS Walzstahl
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µr 

B

µ0�H



0.9 Vs

m 2

1.25�10	6 Vs
Am

�200 A
m


 3600

Bild EG942B: MKL von Dynamoblech und Grauguß

Relative Permeabilität von Ferromagnetika

Aus den Gleichungen (9.3) und (9.4) kann die relative Permeabilität bestimmt werden:

µr 

B

µ0�H

Bei Eisen ist die Flußdichte eine Funktion der Feldstärke und somit auch die relative Permeabilität:

Dµr 

B(H)
µ0�H


 f(H)

Die obere Funktion ist für  Dynamoblech und für Grauguß mit den Daten des Bildes EG942B für die erste Dekade
der Feldstärke (H*1) ausgewertet worden und in Bild EG942C dargestellt.
 

Bild EG942C: Relative Permeabilität von Dynamoblech und Grauguß

Nach Bild EG942C weist die relative Permeabilität von Dynamoblech Werte bis zu 4000 auf, Grauguß hat mit
Werten um 100 weitaus geringere Werte. Wegen der Nichtlinearität ist die Permeabilität (wie erwartet) nicht
konstant. Mit größer werdender Feldstärke nimmt die Permeabilität in der Regel ab, im Anfangsbereich ist jedoch
noch ein kleiner Anstieg zu erkennen.  Bei vollständiger Sättigung (weit, weit außerhalb des dargestellten H-
Bereiches) geht die relative Permeabilität gegen den Wert “1".

Beispiel : Grafische Ermittlung eines µr-Wertes

gesucht: µr-Wert für H = 200 A/m, Dynamoblech

Aus Bild EG942B kann abgelesen werden: H = 200 A/m B = 0.9 T
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9.4.3. Entmagnetisieren

Das Entmagnetisieren von Eisen geschieht in der Regel mit Wechselstrom, dessen Amplitude verringert wird,
damit werden nach Bild EG943A immer kleiner werdende Hysterese-Kennlinien durchfahren. Wird der Wechsel-
strom auf   i = 0 verringert befindet sich das Eisen wieder im Punkt H=0 und B=0. Das Eisen ist entmagnetisiert.

H � i

d î
dt

< 0

Bild EG943A: Entmagnetisieren von Ferromagnetika mit Wechselstrom

9.5. Lineare Berechnung mit Eisen

Die Berechnung von magnetischen Kreisen mit Eisen ist in der Regel nichtlinear, wegen der nichtlinearen MKL.
Wird die MKL mit Hilfe einer Geraden durch Null angenähert, so ist eine lineare Berechnung möglich. Dieses
ist insbesondere im Anfangsbereich der MKL erlaubt. Die Bild EG942B dargestellte MKL für Dynamoblech kann
im Bereich H=0 bis H=200 A/m durch eine Gerade recht gut angenähert werden. In diesem Fall gilt:

B = )*H = )0*)r*H

Der Wert µrFe = 3600 für H=200 A/m wurde schon im Abschnitt 9.4.2 bestimmt.

Die in diesem Abschnitt durchgeführten Berechnungen mit linearer MKL sollen zum einen das Verständnis für
das Berechnen linearer magnetischer Kreise fördern und zum anderen werden Teile dieser Berechnungen auch
zum Berechnen nichtlinearer magnetischer Kreise (Kap. 9.6) benötigt. Bevor nun vier Beispiele vorgestellt wer-
den, erfolgt die Angabe des Prinzips der linearen Berechnung magnetischer Kreise.
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Prinzips der linearen Berechnung magnetischer Kreise
- Der Gesamtkreis wird in einzelne Abschnitte mit homogenen Feldern unterteilt.

- Für jeden Abschnitt wird der magnetischer Leitwert �i nach (9.16), bzw. der magnetische Widerstand
Rmi nach (9.18) berechnet. Der magnetische Leitwert ist der Kehrwert des magnetischen Widerstandes.

- Da Widerstände und Leitwerte vorhanden sind, kann die Berechnung in Analogie zur Berechnung elek-
trischer Kreise erfolgen. Es müssen nur die entsprechenden magnetischen Größen verwendet werden.
Die hier nachfolgend beschriebenen Angaben werden anschließend in Form einer Tabelle zusammenge-
faßt.

- In einer Reihenschaltung magnetischer Widerstände werden die Einzelwiderstände zum Gesamtwider-
stand addiert:

Rm = Rm1 + Rm2 Gm 


Gm1�Gm2

Gm1 � Gm2

- In einer Parallelschaltung magnetischer Leitwerte  werden die Einzelleitwerte zum Gesamtleitwert ad-
diert:

� = �1 + �2 Rm 


Rm1�Rm2

Rm1 � Rm2

- Bei der elektrischen Berechnung wurden in einer Parallelschaltung die Ströme addiert. Bei der Parallel-
schaltung magnetischer Kreise wird die magnetische Strömung, der magnetische Fluß, addiert:

0 = 01 + 02

- Im elektrischen Feld ergab sich die elektrische Strömung (Strom I) aus der Multiplikation von Strom-
dichte und Fläche (I=J*A). Auch im magnetischen Feld  ergibt sich der magnetische Fluß aus der Multi-
plikation von Flußdichte und Fläche:

1 = B*A

- Bei der elektrischen Berechnung wurden in einer Reihenschaltung die Spannungen addiert. Bei der Rei-
henschaltung magnetischer Kreise werden die magnetischen Spannungen addiert:

V12 = V1 + V2

- Die bei einem geschlossenen Umlauf aufaddierten magnetischen Spannungen ergibt die Summe der
umschlossenen Spulendurchflutungen (Begründung: Durchflutungsgesetz ):Q 3H d 3s 
 �

��i   =   �Vi

- Im homogen elektrischen Feld konnte die elektrische Spannung zwischen zwei Punkten aus dem Pro-
dukt von Feldstärke und Länge bestimmt werden (U = E * l). Auch die magnetische Spannung eines
Abschnittes kann mit Hilfe des Produktes aus magnetischer Feldstärke und Länge bestimmt werden:  

Vi = Hi * li

- Auch für den magnetischen Kreis gibt es ein Ohmsches Gesetz:

1 = � *� =  � / Rmges

- Das Ohmsches Gesetz des magnetischen Kreise gilt nicht nur für den Gesamtkreis, sondern auch für
jeden Abschnitt. Die gesamte Spannung des Kreises � der oberen Formel muß dabei durch die magneti-
schen Spannung V1 des einzelnen Abschnittes ersetzt werden:

1i = �i *Vi = Vi / Rmi
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Vergleich magnetischer und elektrischer Größen und Formeln

elektrisch magnetisch

Feldstärke E [E] = V/m H [H] = A/m

Flußdichte J [J] 


A

m 2

B [B] 


Vs

m 2

 T

D [D] 


Vs

m 2

Fluß I [I] = A
0 [0] = Vs

4 [4] = As

Materialkonstante L [L] 


A
Vm

µ =µ0*µr
[µ] 


Vs
Am� = �0*�r [�] 


As
Vm

Naturkonstante
�0 
 8.854�10	12 As

Vm
µ0 
 1.257�10	6 Vs

Am

Anregung Uq [Uq] = V � = I*N [�] = A

Widerstand R 


l
L�A

[R] 


V
A

Rm 


l
µ�A

[Rm] 


A
Vs

Leitwert G 
 L�
A
l

[G] 


A
V

� 
 µ�A
l

[�] 


Vs
A

C 
 �
A
l

[C] 


As
V

Umrechnung-Leitwert-
Widerstand

G 


1
R

� 


1
Rm

Spannung U [U] = V V [V] = A

ohmsches Gesetz Uq = Rges*I � = Rmges*0

I = G*U 0 = �*V

Reihenschaltung U12 = U1 + U2 V12 = V1 + V2

R12 = R1 + R2 Rm12 = Rm1 + Rm2

Parallelschaltung I12 = I1 + I2 012 = 01 + 02

G12 = G1 + G2 �12 = �1 + �2

Fluß, Strom I = J*A
0 = B*A 

4 = B*A
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Beispiel 1: Kreisringspule mit Luftspalt, damit homoges Feld

gegeben: d1 = 8 cm
d2 = 2 cm
)rFe = 1500
I = 2 A
N = 400

Bild EG95A

gesucht: 0, B, Richtung von , VLuft, VFe
3B

Lösung:

�ges = � = I*N = 2 A* 400 = 800 A Vges = � = 800 A

RmFe 


lFe

µrFe�µ0�A



%�d1 	 lLuft

µr�µ0�
%�d 2

2

4




%�0.08 m 	 0.005 m

1500�1.257�10	6 Vs
Am

�

%�(0.02m)2

4


 0.4158�106 A
Vs

RmLuft 

lluft

µ0�A



0.005 m

1.257�10	6 Vs
Am

�

%�(0.02 m)2

4


 12.66�106 A
Vs

Rmges 
 RmFe � RmLuft 
 12.66�106 A
Vs

� 0.42�106 A
Vs


 13.08�106 A
Vs

0 


�ges

Rmges




800 A

13.08�106 Am 2

Vs


 61.16�10	6Vs

B 


0

A



61.16�10	6Vs
%

4
(0.02 m)2


 0.1947 Vs

m 2

Die Richtung von   kann nach der rechten Hand Regel für Spulen in Bild EG95A eingezeichnet werden.3B

VLuft 
 RmLuft�0 
 12.66�106 A
Vs
�61.16�10	6Vs 
 774.3 A

VFe 
 RmFe�0 
 0.4158�106 A
Vs
�61.16�10	6Vs 
 25.4 A

Probe: VLuft + VFe = 774.3 A + 25.4 A = 799.7 A � 800 A = � => OK

Die magnetische Spannung fällt größtenteils in Luft ab. Eisen führt wegen der großen Per-
meabilität den magnetischen Fluß.
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� 
 I�N 
> N 


�

I



331.0
0.1 A


 3310

Beispiel 2:

gegeben: l1 = l5 = 2 cm
l2 = l4 = 6 cm
lLuft = 0.2 cm
l3 = l1 + l5 + lLuft = 4.2 cm
d1 = d5 = 1 cm
d2 = 1.5 cm
d3 = 2 cm
d4 = 1 cm
B = 0.2 T im Luftspalt
Aleiter = 0.1 mm2

Jmax = 1 A/mm2

)rFe = 2000
Tiefe der Anordnung b= 2cm

Bild EG95B
gesucht: N-Windungszahl

Prinzip: Berechnung der magnetischen Widerstände mit mittleren Feldlinienlängen.

RmLuft 

lLuft

µ0�ALuft




lLuft

µ0�d1�b



0.002 m

1.257�10	6 Vs
Am

�0.01 m�0.02 m

 7.955�106 A

Vs

Rm1 


l1

µ0�µrFe�d1�b



0.02 m

1.257�10	6 Vs
Am

�2000�0.01 m�0.02 m

 39.77�103 A

Vs

Rm2 


l2

µ0�µrFe�d2�b



0.06 m

1.257�10	6 Vs
Am

�2000�0.015 m�0.02 m

 79.55�103 A

Vs

Rm3 


l3

µ0�µrFe�d3�b



0.042 m

1.257�10	6 Vs
Am

�2000�0.02 m�0.02 m

 41.77�103 A

Vs

Rm4 


l4

µ0�µrFe�d4�b



0.06 m

1.257�10	6 Vs
Am

�2000�0.01 m�0.02 m

 119.3�103 A

Vs

Rm5 
 Rm1 
 39.77�103 A
Vs

Rmges 
 Rm1 � Rm2 � Rm3 � Rm4 � Rm5 � RmLuft 
 (39.77 � 79.55 � 41.77 � 119.3 � 39.77)�103 A
Vs

� 7.955�106 A
Vs

Rmges 
 0.3202�106 A
Vs

� 7.955�106 A
Vs


 8.275�106 A
Vs

Der größte Teil des magnetischen Widerstandes entfällt wieder auf den Luftspalt.

0 
 B�A 
 B�d1�b 
 0.2 Vs

m 2
�0.01 m�0.02 m 
 40�10	6Vs

�ges 
 0�Rmges 
 40�10	6 Vs�8.275�106 A
Vs


 331.0A

Imax 
 A�Jmax 
 0.1 mm 2
�

1 A

mm 2

 0.1 A 
 I
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l1 
 h 	 2� d
2

� 2 b
2
	

d
2


 (4 cm 	 1 cm) � 2 9 cm
2

	

1 cm
2


 11 cm 
 l3

l2 
 h 	 2� d
2

 4 cm 	 1 cm 
 3 cm

Beispiel 3:

c-Tiefe = 1 cm

Bild EG95C

gegeben: I1 = 0.3 A N1 = 500
I2 = 0.2 A N2 = 400
alle Querschnitte gleich
c = 1 cm Tiefe der Anordnung (senkrecht zur Zeichenebene)
d = 1 cm Breite der Schenkel

 A = c*d = 1 cm*1 cm = 10-4m2

b = 9 cm gesamte Breite
h = 4 cm Höhe µr = 800

 
gesucht: 3B1, 3B2, 3B3, 3H1, 3H2, 3H3, V1, V2, V3, 01, 02, 03

Ersatzschaltbild:

Bild EG95D

Berechnung der mittleren Längen für die drei Abschnitte:

Bild EG95E
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�1 


µ0�µr�A

l1




1.257�10	6 Vs
Am

�800�10	4 m 2

0.11 m

 0.9142�10	6 Vs

A

 �3

�2 


µ0�µr�A

l2




1.257�10	6 Vs
Am

�800�10	4 m 2

0.03 m

 3.352�10	6 Vs

A

�23 
 �2 � �3 
 (3.352 � 0.9142)10	6 Vs
A


 4.266�10	6 Vs
A

�ges 

�23��1

�23 � �1




4.266�0.9142
4.266 � 0.9142

�10	6 Vs
A


 0.7529�10	6 Vs
A

01 
 0ges 
 �ges��ges 
 70 A�0.7529�10	6 Vs
A


 52.70�10	6Vs

V1 


01

�1




52.70�10	6Vs

0.9142�10	6 Vs
A


 57.64 A

Berechnung der magnetischen Leitwerte:

Berechnung der Gesamtdurchflutung:

�ges = I1*N1 - I2*N2 = 0.3 A*500 - 0.2 A*400 = 70 A

Berechnung des gesamten magnetischen Leitwertes:

Berechnung des magnetischen Flusses 001:

Berechnung der magnetischen Spannungen:

Vges = �ges

V2 = V3 = Vges - V1 = 70 A - 57.64 A = 12.36 A

Berechnung der magnetischen Teilflüsse:

02 
 V2��2 
 12.36 A�3.352�10	6 Vs
A


 41.43�10	6Vs

03 
 V3��3 
 12.39 A�0.9142�10	6 Vs
A


 11.33�10	6Vs

auch: 03 = 01 - 02 = 52.70*10-6 Vs - 41.43*10-6 Vs = 11.27 Vs



9.5. Lineare Berechnung mit Eisen    33

Version 1.2             21. Dezember 2000

B1 


01

A



52.70�10	6Vs

10	4 m 2

 0.5270 T

B2 


02

A



41.43�10	6Vs

10	4 m 2

 0.4143 T

B3 


03

A



11.33�10	6Vs

10	4 m 2

 0.1133 T

H1 


V1

l1




57.64 A
0.11 m


 524.0 A
m

H2 


V2

l2




12.36 A
0.03 m


 412.0 A
m

H3 


V3

l3




12.36 A
0.11 m


 112.4 A
m

H1 


B1

µo�µr




0.5270 Vs

m 2

800�1.257�10	6 Vs
Am


 524.1 A
m

H2 


B2

µo�µr




0.4143 Vs

m 2

800�1.257�10	6 Vs
Am


 412.0 A
m

H3 


B3

µo�µr




0.1133 Vs

m 2

800�1.257�10	6 Vs
Am


 112.7 A
m

Berechnung der magnetischen Flußdichten:

Berechnung der  Feldstärken Methode 1:

Berechnung der Feldstärken Methode 2:
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Beispiel 4: (Studenten)

gegeben:

Bild EG95F

alle Masse in der Skizze in mm
c = 30 mm - Tiefe lLuft = 1 mm
N = 2500 I = 0.4 A
µrFe = 1800

gesucht: 3B1, 3B2, 3B3, 3B4, 3B5, 3H1, 3H2, 3H3, 3H4, 3H5, V1, V2, V3, V4, V5, 01, 02, 03, 04, 05

Lösung:

� = -1000 A

l1 = 330 mm 01 = 1.015*10-3 VsRm1 
 243.2�103 A
Vs

l2 = 109 mm 02 = -0.5351*10-3 VsRm2 
 80.39�103 A
Vs

l3 = 329 mm 03 = -0.4799*10-3 VsRm3 
 242.2�103 A
Vs

l4 =     1 mm Rm4 
 1327�103 A
Vs

l5 =     1 mm Rm5 = Rm4

Rmges 
 985.2�103 A
Vs

B1 = +1.692 T V1 = 246.8 A H1 = 747.9 A/m

B2 = -0.8918 T V2 = -43.02A H2 = -394.7 A/m

B3 = -0.800 T V3 = -116.2 A H3 = -353.2 A/m

B4 = B2 V4 = -710.1 A H4 = -710.1*103  A/m

B5 = B3 V5 = -636.8 A H5 = -636.8*103 A/m
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9.6. Nichtlineare Berechnungen mit Eisen

Bei der Berechnung von Magnetkreisen werden zwei Grundaufgaben (siehe u.a. Kap. 9.5) unterschieden:

1. Berechnung der Anregung � = I*N bei gegebenen Magnetfeld 3B

2. Berechnung des Magnetfeldes   bei gegebener Anregung � = I*N  3B, 3H

Bei linearen Berechnung besteht kein wesentlicher Unterschied zwischen den Berechnungsvarianten A und B
weil mit magnetischen Widerständen gerechnet wird. Insbesondere die Berechnungsvariante B gestaltet sich bei
nichtlinearer Berechnung etwas schwieriger. Bei einem nichtlinearem Zusammenhang B = f(H) muß mit der
MKL gearbeitet werden. Der Zusammenhang B=f(H) muß der MKL im Arbeitspunkt entnommen werden. Die
MKL kann in folgenden Formen gegeben sein:

- grafisches Diagramm (siehe Bild EG942B)
- Tabelle 
- Ersatz-Funktion (Kurvenanpassung)

Für die nichtlineare Berechnung im Rahmen dieser Vorlesung soll in der Regel mit den Kennlinien des Bildes
EG942B gearbeitet werden.

9.6.1. Berechnung der Erregung �� bei gegebener Flußdichte B

A) Prinzip bei nur Reihenschaltung mehrerer Abschnitte nach Bild EG961A:

gegeben: B1, N, Geometrie

gesucht: �, I

Bild EG961A

a) Geometrien auswerten: A1 bis A5 , l1 bis l5

b) Der Fluß für alle Abschnitte der Reihenschaltung kann ermittelt wer-
den:

0 = B1 * A1

c) Die Flußdichten in den Abschnitten 2 bis 5 berechnen: Bi = 0 / Ai

d) Für die Abschnitte 2 bis 5 die Feldstärken aus der MKL ermitteln: Hi = f(Bi)

e) H1 berechnen: H1 = B1 / µ0

f) Die magnetischen Spannungsabfälle in den Abschnitten 1 bis 5 berech-
nen:

Vi = Hi * li

g) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle bilden: Vges = V1+ V2+ V3 + V4 +
V5

h) Strom der Wicklung berechnen: Vges = �     =>   I =  �/N

Das Prinzip A wird anhand von Beispiel 1 angewandt.
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B) Prinzip für die Anordnung nach Bild EG961B:

Bild EG961B

a) Geometrien auswerten: A1 bis A5 , l1 bis l5

b) Der Fluß in der Reihenschaltung 1 bis 3 kann ermittelt werden: 0123 = B1 * A1

c) Die Flußdichten in den Abschnitten 2 und 3 berechnen: Bi = 1123 / Ai

d) Für die Abschnitte 2 und 3 die Feldstärke aus der MKL ermitteln: Hi = f(Bi)

e) H1 berechnen: H1 = B1 / µ0

f) Die magnetischen Spannungsabfälle in den Abschnitten 1 bis 3 berech-
nen:

Vi = Hi * li

g) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle bilden: V123 = V1+ V2+ V3

h) Wegen der Parallelschaltung gilt: V4 = V123

i) Feldstärke im Abschnitt 4 berechnen: H4 = V4 / l4

j) Flußdichte des Abschnittes 4 aus der MKL bestimmen: B4 = f(H4)

k) Fluß des Abschnittes 4 bestimmen: 14 = B4 * A4

l) Flüsse der Parallelschaltung addieren: 15 =  14 +  1123 

m) Flußdichte B5 berechnen: B5 = 15 / A5

n) Für den Abschnitte 5 die Feldstärke aus der MKL ermitteln: H5 = f(B5)

o) Den magnetischen Spannungsabfall im Abschnitt 5 berechnen: V5 = H5 * l5

p) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle bilden: Vges = V5+ V4 =  V5 + V123

q) Strom der Wicklung berechnen: Vges = �     =>   I =  �/N

Das Prinzip B wird anhand von Beispiel 2 angewandt.
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Beispiel 1:

Bild EG961C

gegeben: B1 = 0.5 T Luftspaltinduktion
a = 9 cm b = 6 cm c = 2 cm Tiefe N = 500

Bereich 1: Luftspalt d1 = 2 cm l1 = 0.5 mm
Bereich 2: Dynamoblech d2 = 2 cm
Bereich 3: Dynamoblech d3 = 1 cm
Bereich 4: Grauguß d4 = 2 cm

gesucht: I

a)  Geometrien auswerten:

l1 = 0.05 cm (gegeben) A1 = d1*c = 2 cm*2 cm = 4 cm2

A2 = d2*c = 2 cm*2 cm = 4 cm2l2 
 b 	 2
d3

2
	 l1 
 6 cm 	 1 cm 	 0.05 cm 
 4.95 cm

A3 = d3*c = 1 cm*2 cm = 2 cm2l3 
 2 a 	 d4 	

d2

2

 2 9 cm 	 2 cm 	

2 cm
2


 12 cm

A4 = d4*c = 2 cm*2 cm = 4 cm2l4 
 b 	 2
d3

2

 6 cm 	 1 cm 
 5 cm

A5 = d3*c = 1 cm*2 cm = 2cm2l5 
 2
d4

2

 1 cm

b) Fluß der Reihenschaltung ermitteln:

0 = B1*A1 = 0.5 T*4*10-4 m2 = 200*10-6 Vs

0 = 01 = 02 = 03  = 04 = 05 weil Reihenschaltung

c)  Flußdichten in den Abschnitten 2 bis 5 ermitteln:

B1 = 0.5 T (gegeben)
B2 = B1 = 0.5 T (weil gleicher Querschnitt, A1 = A2)

B3 


03

A3




200�10	6 Vs

2�10	4 m 2

 1 T

B4 = B1 = 0.5 T (weil A4 = A2)
B5 = B3 = 1 T (weil A5 = A3)
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d) Für die Abschnitte 2 bis 5 die Feldstärken aus der MKL ermitteln:

B2 = 0.5 T MKL, Kennlinie Dynamoblech, Bild EG962B => H2 
 115 A
m

B3 = 1 T MKL, Kennlinie Dynamoblech, Bild EG962B => H3 
 235 A
m

B4 = 0.5 T MKL, Kennlinie Grauguß, Bild EG962B => H4 
 2000 A
m

B5 = 1 T MKL, Kennlinie Grauguß, Bild EG962B => H5 
 9800 A
m

e) H1 berechnen:

H1 


B1

µ0




0.5 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am


 397.8�103 A
m

f)  Die magnetischen Spannungsabfälle in den Abschnitten 1 bis 5 berechnen:

V1 
 H1�l1 
 397.8�103 A
m
�0.0005 m 
 198.9 A

V2 
 H2�l2 
 115 A
m
�0.0495 m 
 5.7 A

V3 
 H3�l3 
 235 A
m
�0.12 m 
 28.2 A

V4 
 H4�l4 
 2000 A
m
�0.05 m 
 100 A

V5 
 H5�l5 
 9800 A
m
�0.01 m 
 98 A

g) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle bilden:

� = Vges = V1 + V2 + V3 + V4 + V5 = 198.9 A + 5.7 A + 28.2 A + 100 A + 98 A = 430.8 A

h) Strom der Wicklung berechnen:

I 


�

N



430.8 A
500


 0.862 A

Anmerkung: Das Rechnen mit rechteckigem Querschnitt ist mit Näherungen verbunden. Die Ecken wurden
als homogen angenommen. Dieses ist nicht vollständig richtig. Der Bereich 5 (beim oberen
Beispiel) wurde eingeführt, weil auch in Grauguß die Flußdichte beim Übergang zum Dynamo-
blech 1 T beträgt und im überwiegenden Bereich des Graugusses nur 0.5 T. Hier sieht man den
nichtlinearen Einfluß:

 B4 = 0.5 T => H4 
 2000 A
m

B5 = 1 T => H4 
 9800 A
m

Materialien nahe der Sättigung benötigen eine erheblich größere Feldstärke als im An-
fangsbereich. Der Bereich der Sättigung soll vermieden werden..

Für Beispiel 1 folgt daraus: Die Grenzfläche zwischen Dynamoblech und Grauguß ist zu klein. 
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Beispiel 2:

Bild EG961B
gegeben:
Abschnitt 1 Luft A1 = 2 cm2 l1 = 0.8 mm
Abschnitt 2 Dynamoblech A2 = 2 cm2 l2 = 7.5 cm
Abschnitt 3 Dynamoblech A3 = 2 cm2 l3 = 7.5 cm
Abschnitt 4 Dynamoblech A4 = 0.5 cm2 l4 = 5 cm
Abschnitt 5 Grauguß A5 = 3.5 cm2 l5 = 15 cm
N = 800, B1 = 1.2 T

gesucht:

Lösung:

 a) Geometrien auswerten:  

A1 bis A5 und  l1 bis l5 sind schon in der Aufgabenstellung gegeben.

b)  Den Fluß in der Reihenschaltung 1 bis 3 ermitteln:

0123 
 01 
 02 
 03 
 B1�A1 
 1.2 Vs

m 2
�2�10	4m 2


 240�10	6 Vs

c) Die Flußdichten in den Abschnitten 2 und 3 berechnen: 

(weil A2 = A1)B2 


0123

A2


 B1 
 1.2 T

(weil A3 = A1)B3 


0123

A3


 B1 
 1.2 T

d) Für die Abschnitte 2 und 3 die Feldstärke aus der MKL ermitteln:

B2 = 1.2 T MKL, Kennlinie Dynamoblech, Bild EG962B => H2 
 375 A
m

B3 = 1.2 T MKL, Kennlinie Dynamoblech, Bild EG962B => H3 
 375 A
m

e) H1 berechnen:

H1 


B1

µ0




1.2 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am


 954.7�103 A
m
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f) Die magnetischen Spannungsabfälle in den Abschnitten 1 bis 3 berechnen:

V1 
 H1�l1 
 954.7�103 A
m
�0.8�10	3 m 
 763.8 A

V2 
 H2�l2 
 375 A
m
�0.075 m 
 28.1 A

V3 
 H3�l3 
 375 A
m
�0.075 m 
 28.1 A

g) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle V1 bis V3 bilden:

V123 = V1 + V2 + V3 = 763.8 A + 28.1 A + 28.1 A = 820 A

h) Wegen der Parallelschaltung gilt:

V4 = V123 = 820 A

i) Feldstärke im Abschnitt 4 berechnen:

H4 


V4

l4




820 A
0.05 m


 16400 A
m

j) Flußdichte des Abschnittes 4 aus der MKL bestimmen:

MKL, Kennlinie Dynamoblech H*100, Bild EG962B  => B4 = 1.85 TH4 
 16400 A
m

k) Fluß des Abschnittes 4 bestimmen:

04 
 B4�A4 
 1.85 Vs

m 2
�0.5�10	4m 2


 92.5�10	6 Vs

l) Flüsse der Parallelschaltung addieren:

15 =  14 +  1123 = 92.5*10-6 Vs + 240*10-6 Vs = 332.5*10-6 Vs

m) Flußdichte B5 berechnen:

B5 


05

A5




332.5�10	6 Vs

3.5�10	4 m 2

 0.95 T

n) Für den Abschnitt 5 die Feldstärke aus der MKL ermitteln:

B5 = 0.95 T MKL, Kennlinie Grauguß, Bild EG942B => H5 
 8200 A
m

o) Den magnetischen Spannungsabfall im Abschnitt 5 berechnen:

V5 
 H5�l5 
 8200 A
m
�0.15 m 
 1230 A

p) Die Summe der magnetischen Spannungsabfälle bilden:

� = Vges = V5 + V4 =  V5 + V123 = 1230 A + 820 A  = 2050 A

q) Strom der Wicklung berechnen:

I 


�

N



2050 A
800


 2.56 A
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9.6.2. Berechnung der Flußdichte B bei gegebener Erregung ��

Die Aufgabe, bei einer gegebenen Flußdichte in einem Eisenbereich die Erregung � = I * N zu bestimmen  (Kap.
9.6.1), ist relativ einfach, weil aufgrund magnetischer Gesetzte sich die Magnetfeldgrößen in den anderen Ab-
schnitten direkt bestimmen lassen. In diesem Unterkapitel soll die Berechnung in umgekehrter Richtung erfolgen.
Die Aufgabe “Berechnung der Flußdichte B bei gegebener Erregung �” soll anhand der Beispiele A und B (siehe
Bilder EG962A und EG962B) mit Hilfe verschiedener Methoden erläutert werden. Da die Erregung vorgeben ist,
teilt sich der magnetische Spannungsabfall an der Reihenschaltung nichtlinear auf. Die Berechnung ist im all-
gemeinen in einem Schritt nicht lösbar, nur in Sonderfällen. Die Beispiele A und B sollen in den nächsten Unter-
abschnitten mit verschiedenen Methoden berechnet werden.

Beispiel A:

Bild EG962A

gegeben: Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2000

gesucht: B

Beispiel B:

         Bild EG962B

gegeben: Bereich 1:  Luft A1 = 4 cm2 l1 = 2 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A2 = 4 cm2 l2 = 6 cm
Bereich 3:  Dynamoblech A3 = 2 cm2 l3 = 20 cm
I = 0.5 A
N = 2000

gesucht: B
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In diesem Abschnitt 9.6.2 mit den Unterabschnitten soll mit einer mathematisch etwas leichter zu beschreibenden
MKL (siehe Bild EG962C) gerechnet werden. Der Vergleich mit Bild EG942 läßt eine kleine aber nicht zu große
Abweichung erkennen. Die in Bild EG962C dargestellte Kennlinie läßt sich beschreiben durch

B 
 1.04 T�arctan H
200 Am

oder umgestellt nach H:

H 
 200 A
m
�tan B

1.04T

Bild EG962C: MKL zur Berechnung der Aufgaben aus den Abschnitten 9.6.2.1 bis 9.6.2.7
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9.6.2.1. Magnetisierungs- Charakteristik

Prinzip: Die Funktion � = f(B) wird für mehrere Werte von B mit Hilfe der in Kap. 9.6.1 beschriebenen
Methode berechnet und dargestellt. Aus der Kennlinie � = f(B) kann grafisch der gesuchte
Wert von B ermittelt werden.

Voraussetzung: Der magnetische Kreis läßt sich mit der Methode nach Kap. 9.6.1 berechnen.

Beispiel A:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200

Bild EG962A

gesucht: B

Lösung Teil 1: Für verschiedene B-Werte die Durchflutung �� berechnen:

Exemplarisch wird die Berechnung für drei verschiedene Werte von B1 vorgenommen. Die drei Werte werden
einfach willkürlich gewählt:

B1(1) = 0.7 T
B1(2) = 1.0 T
B1(3) = 1.3 T

Wegen der gleichen Querschnittsflächen in beiden Abschnitten (A1 = A2) gilt:

B2(1) = B1(1) = 0.7 T
B2(2) = B1(2) = 1.0 T
B2(3) = B1(3) = 1.3 T

Aus der MKL (Bild EG962C) lassen sich die Feldstärken im Eisen ablesen:

B2(1) = 0.7 T MKL => H2(1) = 160 A/m
B2(2) = 1.0 T MKL => H2(2) = 280 A/m
B2(3) = 1.3 T MKL => H2(3) = 600 A/m

Die Feldstärken in Luft werden ermittelt:

H1(1) 


B1(1)

µ0




0.7 T

1.257�10	6 Vs
Am


 0.557�106 A
m

H1(2) 


B1(2)

µ0




1.0 T

1.257�10	6 Vs
Am


 0.796�106 A
m

H1(3) 


B1(3)

µ0




1.3 T

1.257�10	6 Vs
Am


 1.03�106 A
m
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Die magnetischen Spannungsabfälle sind zu berechnen:

V1(1) = H1(1)*l1 = 0.557*106 A/m*10-3m = 557 A
V1(2) = H1(2)*l1 = 0.796*106 A/m*10-3m = 796 A
V1(3) = H1(3)*l1 = 1.03*106 A/m*10-3m = 1030 A

V2(1) = H2(1)*l2 = 160 A/m*0.32 m = 51 A
V2(2) = H2(2)*l2 = 280 A/m*0.32 m = 90 A
V2(3) = H2(3)*l2 = 600 A/m*0.32 m = 192 A

Die Durchflutung ist in einer magnetischen Reihenschaltung die Summe der magnetische Spannungsabfälle:

�(1) = V1(1) + V2(1) = 557 A + 51 A = 608 A =>B1 (� = 608 A) = 0.7 T
�(2) = V1(2) + V2(2) = 796 A + 90 A = 886 A =>B1 (� = 886 A) = 1.0 T
�(3) = V1(3) + V2(3) = 1030 A + 192 A = 1222 A =>B1 (� = 1222A) = 1.3 T

Lösung Teil 2: Diagramm B1 = f(��) zeichnen

Bild EG9621A:  Magnetisierungscharakteristik für Beispiel A

Lösung Teil 3: Aus Diagramm B = f(��) den Wert B ermitteln

� = I*N = 0.5 A *200 = 1100 A

Für � = 1100 A ergibt sich aus Bild EG9621A:

� = 1100 A => B = 1.2 T

Kommentar: Die Kennlinie B = f(�) stellt im Prinzip eine bearbeiteten MKL dar. Die Nichtlinearität ist
durch die MKL verursacht. Durch den Luftspalt ergibt sich eine Linearisierung der MKL, be-
sonders im Anfangsbereich.

Die Berechnung der vielen Werte kann etwas vereinfacht werden, siehe Beispiel B.
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Beispiel B:

Bild EG962B

gegeben: Bereich 1:  Luft A1 = 4 cm2 l1 = 2 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A2 = 4 cm2 l2 = 6 cm
Bereich 3:  Dynamoblech A3 = 2 cm2 l3 = 20 cm
I = 0.5 A
N = 2600

gesucht: B

Lösung Teil 1: Für verschiedene B1-Werte allgemein �� = f(B1) angeben:

Flußdichte-Werte  berechnen:

B2 = B1 weil A1 = A2

B3 = 2B1 weil A3 = A1/2 B1*A1 = 0 = B3*A3

Zur Berechnung der Feldstärken im Eisen muß von der MKL die Umkehrfunktion gebildet werden:

B = f(H) � H = g(B)

Die Anweisung H = g(B) bedeutet nun bei den weiteren Berechnungen ein Ablesen von H aus der MKL, bei gege-
bener Flußdichte B. Die Bestimmung der Feldstärken ergibt:

H1 


B1

µ0

H2 = g(B2) = g(B1)
H3 = g(B3) = g(2B1)

Berechnung der magnetischen Spannungsabfälle:

V1 
 H1�l1 


B1

µ0

�l1 
 B1�
2�10	3 m

1.257�10	6 Vs
Am


 1591 Am 2

Vs
�B1

V2 = H2*l2 = g(B1)*0.06 m
V3 = H3*l3 = g(2B1)*0.20 m

Durchflutung berechnen:

� = V1 + V2 + V3
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(A)�(B1) 
 1591 Am 2

Vs
�B1 � 0.06 m�g(B1) � 0.20 m�g(2B1)

Exemplarische Berechnung für einen Wert

B1 = 0.5 T MKL, Bild EG962C => 104 A/m
2B1 = 1.0 T MKL, Bild EG962C => 287 A/m

�(B1
0.5 T) 
 1591 Am 2

Vs
�0.5 Vs

m 2
� 0.06 m�104 A

m
� 0.20 m�287 A

m

 859 A

Lösung Teil 2: Diagramm B1 = f(��) zeichnen:

Wird die obere Berechnung häufiger durchgeführt, kann die Funktion B1 = f(�) grafisch in Bild EG9621B dar-
gestellt werden:

Bild EG9621B:  Magnetisierungscharakteristik für Beispiel B

Lösung Teil 3: Aus Diagramm B = f(0) den Wert B ermitteln

� = I*N = 0.5 A *2600 = 1300 A

Für � = 1300 A ergibt sich aus Bild EG9621B:

� = 1300 A => B = 0.7 T
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9.6.2.2. Iterative Veränderung einer Flußdichte 

Prinzip:  Die Methode ist fast die gleiche als bei der Berechnung der Magnetisierungs-Charakteristik
(Kap. 9.6.2.1). Dort wurde für mehrere Werte von B1 mit Hilfe der in Kap. 9.6.1 beschriebenen
Methode die Durchflutung � berechnet und in Form eines Diagramms dargestellt. Auch bei der
iterativen Methode wird für mehrere Werte von B1 der magnetische Kreis berechnet, nur nicht
so oft. Aus dem Ergebnis (berechnetes �) wird nun entschieden, wie B1 verändert werden soll.
Diese Methode entspricht im wesentlichen der iterativen Lösung von Gleichungen. Der Unter-
schied ist nur, daß hier keine numerische Gleichung gegeben ist. Hier muß zur Bestimmung der
Größe � der Magnetkreis einmal durchgerechnet werden. Da die Berechnung von Magnetkrei-
sen ein wenig mehr Aufwand bedeutet, als den Funktionswert einer Gleichung zu bestimmen,
lohnen sich evtl. höherwertige Iterationsverfahren als z.B. Regula-Falsi anzuwenden.

Voraussetzung:  Der magnetische Kreis läßt sich mit der Methode nach Kap. 9.6.1 berechnen.

Beispiel A:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200

Bild EG962A

gesucht: B

Lösung: Da der Magnetkreis öfter durchgerechnet werden muß, lohnt sich die Angabe einer Formel für
� nach Art von Beispiel 2, Kap. 9.6.2.1 (letzter Abschnitt)

A1 = A2 => B1 = B2

H1 


B1

µ0

H2 = g(B2) = g(2B1) (MKL)

V1 
 H1�l1 


B1

µ0

�l1

V2 = H2*l2 = g(B1)*l2

� 
 V1 � V2 


B1�l1

µ0

� l2�g(B1) 


10	3 m

1.257�10	3 Vs
Am

�B1 � 0.32 m�g(B1)

(B)� 
 795.5 Am 2

Vs
�B1 � 0.32 m�g(B1)

�soll = I*N = 0.5 A*2200 = 1100 A

Lösungsmethode: Regula-Falsi bei Beispiel A

Die zwei schon berechneten Werte von Abschnitt 9.6.2.1 können hier verwand werden:

B1 = 1.0 T => �1 = 886 A
B2 = 1.3 T => �2 = 1222 A
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Lineare Interpolation (entspricht Regula-Falsi) ergibt für den vorgegebenen Wert von � = 1100 A:

B3 
 B1 �
B2 	 B1

�1 	 �2

�(� 	 �1) 
 1.0 T �

1.3 T 	 1.0 T
1222 A 	 886 A

�(1100 A 	 866 A) 
 1.209 T

Aus (B) mit Hilfe der MKL (Bild EG962C) kann ermittelt werden:

B3 = 1.21 T => H3 = 465 A/m �3 = (795.5*1.21 + 0.32*465) A = 1110 A

Nochmalige Anwendung von Regula-Falsi mit den Punkten “3" und “2":

B4 
 B3 �
B2 	 B3

�2 	 �3

�(� 	 �3) 
 1.209 T �

1.3 T 	 1.209 T
1222 A 	 1110 A

�(1100 A 	 1110 A) 
 1.201 T

B4 = 1.201 T => �4 = 1100 A

Damit ist die Lösung gefunden, weil eine weitere Iteration (hier nicht gezeigt) keine Änderung mehr ergibt.

Höherwertige Iterationsmethode

Bedingung: Drei Werte-Paar (B1, �1),  (B2, �2) und  (B3, �3) werden berechnet. Ein �i-Wert muß über bzw.
unterhalb des gegebenen  �-Werts liegen.

Methode: Drei Punkte können durch eine Parabel 2. Ordnung angepaßt werden deren Nullstelle bestimmt
wird.

� = a0 + a1B + a2B
2 

Ansatz: y = a0 + a1B + a2B
2 - � = 0

gegeben: (B1, �1),  (B2, �2) und  (B3, �3) 

Die Ergebnisse (Mathematik I) sollen nur übernommen und nicht hergeleitet werden:

a0

a1

a3




1 B1 B 2
1

1 B2 B 2
2

1 B3 B 2
3

	1

�

�0

�1

�3

Durch Umformen der Funktion y können zwei Werte für B berechnet werden:

a2B
2 + a1B + a0 - � = 0

B 2
�

a1

a2

B �

a0 	 �

a2


 0

(C)B12 
 	

a1

2a2

±
a1

2a2

2

�

� 	 a0

a2

Es muß der Wert der oberen Lösung als Wert für die nächste Iteration verwendet werden, der im Bereich der
Werte B1, B2 und B3 liegt.
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Beispiel B:

  gegeben:
 Bereich 1:  Luft A1 = 4 cm2       l1 = 2 mm
 Bereich 2:  Dynamoblech A2 = 4 cm2       l2 =

6 cm
 Bereich 3:  Dynamoblech A3 = 2 cm2        l3 =

20 cm
 I = 0.5 A
 N = 2600

 Bild EG962B

gesucht: B

Nach Abschnitt 9.6.2.1, Beispiel B ergab sich

(A)�(B1) 
 1591 Am 2

Vs
�B1 � 0.06 m�g(B1) � 0.20 m�g(2B1)

Mit Hilfe der MKL g(B), Bild EG962C und Gleichung (B) kann für zwei vorgegebene B-Werte die Durchflutung
� berechnet werden. Ergebnis:

B1 = 0.3 T => �1 = 507 A
B2 = 0.75 T => �2 = 1513 A

Ein dritter Punkt wird mit Hilfe von Regula-Falsie ermittelt:

B3 
 B1 �
B2 	 B1

�1 	 �2

�(� 	 �1) 
 0.3 T �

0.75 T 	 0.3 T
1513 A 	 507 A

�(1300 A 	 507 A) 
 0.655 T

B3 = 0.655 T MKL, (B) => �3 = 1175 A

Die Koeffizienten a0, a1 und a2 werden bestimmt:

a0

a1

a2




1 B1 B 2
1

1 B2 B 2
2

1 B3 B 2
3

	1

�

�1

�2

�3




1 0.3 T (0.3 T)2

1 0.75 T (0.75 T)2

1 0.655 T (0.655 T)2

	1

�

507 A

1531 A

1175 A




757 A

	2077 Am 2V 	1s 	1

4146 Am 4V 	2s 	2

Mit (C) ergibt sich: (C)B12 
 	

a1

2a2

±
a1

2a2

2

�

� 	 a0

a2

B01 = 0.691 T B02 = -0.190 T

auswählen: B4 = 0.691 T

Mit B4, B2 und B3 kann ein neuer Iterationsverlauf gestartet werden.

Dieses Verfahren ist für den relativ einfachen Kreis des Beispieles B nicht angebracht, weil eine Berechnung des
magnetischen Kreises nicht so aufwendig ist. Dieses Verfahren konnte nur anhand von Beispiel B relativ gut
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dargestellt werden. Arbeitsersparnis bedeutet dieses Verfahren erst für Magnetkreise mit komplexeren Strukturen.
Sinn nacht dieses Verfahren erst, wenn ein Unterprogramm vorhanden ist, daß bei Übergabe der drei Wertepaare
(Bi, �i) den neuen Wert von B sofort berechnet. Die Iteration verläuft schneller als mit Regula-Falsi.

9.6.2.3. Exakte Lösung 

Voraussetzung 1:  Der magnetische Kreis läßt sich mit der Methode nach Kap. 9.6.1 berechnen.

Voraussetzung 2:  Bei einer Reihenschaltung reicht es aus, wenn die MKL für alle beteiligten Eisensor-
ten analytisch in der Form H = g(B) gegeben ist. Die gegebene MKL in Diagramm-
Form muß dabei durch eine analytische Funktion angepaßt werden.

Bei gemischten Reihen- und Parallelschaltungen muß die MKL für alle beteiligten
Eisensorten analytisch sowohl in der Form B = f(H) als auch in Form der Umkehr-
funktion H = g(B)  gegeben sein. Die  MKL in Diagramm-Form muß dabei durch zwei
analytische Funktionen angepaßt werden.

Prinzip: Die Methode basiert wieder auf der in Kap. 9.6.1 beschriebenen Methode zur Bestim-
mung der  Durchflutung �. Mit Hilfe einer vorerst angenommenen Flußdichte (B1)
werden alle anderen magnetischen Größen bestimmt. Es ergibt sich eine Gleichung
� = w(B1), wobei die Funktionsvorschrift  w(B1) auch die MKLs enthält.  Die
Gleichung � = w(B1) kann in der Regel nur iterativ gelöst werden.

Kommentar: Diese Methode wird vom Praktiker kaum angewandt.

Beispiel A:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200

gesucht: B
Bild EG962A

Das Ergebnis für Beispiel A aus Abschnitt 9.6.2.2, Gleichung (B), kann übernommen werden:

(B)� 
 795.5 Am 2

Vs
�B1 � 0.32 m�g(B1)

Die vorgegebene Durchflutung beträgt:

� = I *N = 0.5 A *2000 = 1100 A

Die Funktion g(B1) kann aus Abschnitt 9.6.2 übernommen werden:

H(B1) 
 g(B1) 
 200 A
m
�tan

B1

1.04T

Einsetzen von g(B1) und � in (B) ergibt:

1100 A 
 795.5 Am 2

Vs
�B1 � 0.32 m�200 A

m
�tan

B1

1.04T

 795.5 Am 2

Vs
�B1 � 64 A�tan

B1

1.04T

Die iterative Lösung (z.B. Taschenrechner, Newton, Regula-Falsi) der oberen Gleichung ergibt:

B1 = 1.201 T
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Beispiel B

Bild EG962B

gegeben: Bereich 1:  Luft A1 = 4 cm2 l1 = 2 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A2 = 4 cm2 l2 = 6 cm
Bereich 3:  Dynamoblech A3 = 2 cm2 l3 = 20 cm
I = 0.5 A
N = 2600

gesucht: B

Das Ergebnis für das Beispiel B aus Abschnitt 9.6.2.1, Gleichung (A), kann übernommen werden:

(A)� 
 1591 Am 2

Vs
�B1 � 0.06 m�g(B1) � 0.20 m�g(2B1)

Die vorgegebene Durchflutung beträgt:

� = I *N = 0.5 A *2600 = 1300 A

Die Funktion g(B1) kann aus Abschnitt 9.6.2 übernommen werden:

H(B1) 
 g(B1) 
 200 A
m
�tan

B1

1.04T

H(2B1) 
 g(2B1) 
 200 A
m
�tan

2B1

1.04T

 200 A

m
�tan

B1

0.52T

Einsetzen von g(B1) und � in (A) ergibt:

1300 A 
 1591 Am 2

Vs
�B1 � 0.06 m�200 A

m
�tan

B1

1.04T
� 0.20 m�200 A

m
� tan

B1

0.52T

1300 A 
 1591 Am 2

Vs
�B1 � 12 A�tan

B1

1.04T
� 40 A� tan

B1

0.52T

Die iterative Lösung der oberen Gleichung ergibt:

B1 = 0.7005 T
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9.6.2.4. Iterative Bestimmung von ))

Prinzip: Der magnetische Kreis wird mit linearen Methoden (siehe Abschnitt 9.5) berechnet.

Problem: Nach der Formel µ = B /H ist wegen der Nichtlinearität der MKL der Wert von µ nicht be-
kannt.

Prinzip: Der Wert von µ wird iterativ bestimmt.

Methode:

a) Anfangswert  von )rj(i=0) schätzen oder bestimmen. Der Wert in Klammern repräsentiert die Nummer
des Iterationsschrittes. Sind mehrere Eisenbereiche vorhanden, steht j für den Teilbereich.

b) Mit den )rj(i) magnetischen Kreis mit linearen Methoden (Kap. 9.5) berechnen.

c) Aufgrund der unter b) ermittelten Flußdichten können mit Hilfe der MKL neue )rj(i+1) berechnet wer-
den. 

d) Gehe iterativ zu Punkt b) bis keine Änderung zwischen den )rj(i) und den )rj(i+1) mehr vorhanden ist.

Anwendung: Immer möglich, auch bei verkoppelten magnetischen Netzwerken.

Achtung: Bei iterativen Verfahren ist die Güte der Konvergenz und die Konvergenz selbst von den An-
fangsbedingungen abhängig.

Bestimmung der Anfangsbedingungen:

Methode 1: Steigung des linearen Teils der MKL auswerten.

Methode 2: Nur bei einer Reihenschaltung mit Luftspalt möglich: In einer Reihenschaltung von magneti-
schen Widerständen fällt der größte Teil des magnetischen Spannungsabfalls im Luftspalt ab.
Im Schritt 0 kann daher der Fluß (bzw. die Flußdichte) nur mit Hilfe des magnetischen Wider-
standes des Luftspaltes bestimmt werden. Mit Hilfe der MKL kann danach µrFe bestimmt wer-
den.

Beispiel A:

Bild EG962A

gegeben: Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200

gesucht: B
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Lösung:

Vorbereitung: Magnetische Widerstände und Durchflutung berechnen

Rm1 


l1

µ0�A



10	3 m

1.257�10	6 Vs
Am

�4�10	4 m 2


 1.989�106 A
Vs

Rm2 


l2

µr2�µ0�A



1
µr2

0.32 m

1.257�10	6 Vs
Am

�4�10	4 m 2




1
µr

�636.4�106 A
Vs

� = I*N = 0.5 A*2200 = 1100 A

a)  Anfangswert µr2 bestimmen nach Methode 2:

0(0) 


�

Rmluft




�

Rm1




1100 A

1.989�106 A
Vs


 553.0�10	6 Vs

B(0) 


0(0)
A




553.0�10	6 Vs

4�10	4 m 2

 1.38 T

B(0) = 1.38 T MKL, Bild EG962C => H2(0) = 804 A/m

µr2(0) 


B(0)
µ0�H2(0)




1.38 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�804 A
m


 1365

b1)  Mit µr(0) = 1365 magnetischen Kreis mit linearen Methoden berechnen: 

Rm2(1) 


636.4�106 A
Vs

µr2(0)



636.4�106 A
Vs

1365

 0.466�106 A

Vs

Rmges(1) 
 Rm1 � Rm2(0) 
 1.989�106 A
Vs

� 0.466�106 A
Vs


 2.455�106 A
Vs

0(1) 


�

Rmges(1)



1100 A

2.455�106 A
Vs


 448.1�10	6 Vs

B(1) 


0(1)
A




448.1�10	6 Vs

4�10	4 m 2

 1.12 T

c1)  µr2(1) berechnen: 

B(1) = 1.12 T MKL, Bild EG962C => H2(1) = 371 A/m

µr2(1) 


B(1)
µ0�H2(1)




1.12 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�371 A
m


 2401
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b2) Mit µr(1) = 2401 magnetischen Kreis mit linearen Methoden berechnen: 

Rm2(2) 


636.4�106 A
Vs

µr2(1)



636.4�106 A
Vs

2401

 0.265�106 A

Vs

Rmges(2) 
 Rm1 � Rm2(2) 
 1.989�106 A
Vs

� 0.265�106 A
Vs


 2.254�106 A
Vs

�(2) 


�

Rmges(2)



1100 A

2.254�106 A
Vs


 448.0�10	6 Vs

B(2) 


0(2)
A




448.0�10	6 Vs

4�10	4 m 2

 1.22 T

c2)  µr2(2) berechnen: 

B(2) = 1.22 T MKL, Bild EG962C => H2(2) = 476 A/m

µr2(2) 


B(2)
µ0�H2(2)




1.22 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�476 A
m


 2039

b3) Mit µr(2) = 2039 magnetischen Kreis mit linearen Methoden berechnen: 

Rm2(3) 


636.4�106 A
Vs

µr2(2)



636.4�106 A
Vs

2039

 0.311�106 A

Vs

Rmges(3) 
 Rm1 � Rm2(3) 
 1.989�106 A
Vs

� 0.311�106 A
Vs


 2.300�106 A
Vs

0(3) 


�

Rmges(3)



1100 A

2.300�106 A
Vs


 478.3�10	6 Vs

B(3) 


0(3)
A




478.3�10	6 Vs

4�10	4 m 2

 1.196 T

c3)  µr2(3) berechnen: 

B(3) = 1.20 T MKL, Bild EG962C => H2(3) = 452 A/m

µr2(3) 


B(3)
µ0�H2(3)




1.20 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�452 A
m


 2112

b4) B(4) = 1.201 T c4) µr2(4) = 2111

b5) B(5) = 1.201 T c5) µr2(5) = 2111

Kommentar zu Beispiel 1:
- Der relativ große Rechenaufwand kann verkürzt werden, siehe Beispiel 2.
- Die Iteration verläuft nicht so schnell als bei z.B. bei Regula-Falsi. Das Verfahren ist aber auch dort

einsetzbar (z.B. vermaschtes magnetisches Netz) wo Regula-Falsi nicht nutzbar ist.
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Beispiel B:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A1 = 4 cm2       l1 = 2 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A2 = 4 cm2       l2 = 6 cm
Bereich 3:  Dynamoblech A3 = 2 cm2       l3 = 20 cm
I = 0.5 A
N = 2600

gesucht: B

Bild EG962B

Lösung: Vorbereitung: B-allgemein  berechnen

Rm1 


l1

µ0�A1




2�10	3 m

1.257�10	6 Vs
Am

�4�10	4 m 2


 3.978�106 A
Vs

Rm2 


l2

µr2�µ0�A2




0.06 m

1.257�10	6 Vs
Am

�µr2�4�10	4 m 2




119.3�106 A
Vs

µr2

Rm3 


l3

µr3�µ0�A3




0.2 m

1.257�10	6 Vs
Am

�µr3�2�10	4 m 2




795.5�106 A
Vs

µr3

Rmges 
 Rm1 � Rm2 � Rm3 
 3.978�106 A
Vs

�

119.3�106 A
Vs

µr2

�

795.5�106 A
Vs

µr3

0 


�

Rmges




I�N
Rmges

B2 


0

A2




I�N
A2�Rmges




0.5 A�2600

4�10	4 m 2
�Rmges




3.25�106 A

m 2

Rmges

B2 


3.25�106 A

m 2

3.978�106 A
Vs

�

119.3�106 A
Vs

µr2

�

795.5�106 A
Vs

µr3




1 T

1.224 � 36.71
µr2

�

244.8
µr3

B3 = 2B2 (weil A3 = 1/2A2)

a)  Anfangswert µr2 und µr3 bestimmen Methode: Anfangssteigung auswerten:

MKL, Bild EG962C => H0 = 200 A/m B0  = 0.82 T

µr1(0) 
 µr2(0) 


B0

µ0�H0




0.82 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�200 A
m


 3260



56    9. Magnetisches Feld

Version 1.2             21. Dezember 2000

b1) B2(1) 


1 T

1.224 � 36.71
µr2(0)

�

224.8
µr3(0)




1 T

1.224 � 36.71
3260

�

244.8
3260


 0.767 T

B3(1) = 2B2(1) = 1.53 T

c1) B2(1) = 0.767 T MKL, Bild EG962C => H2(1) = 182 A/m
B3(1) = 1.53 T MKL, Bild EG962C => H3(1) = 2070 A/m

µr2(1) 


B2(1)

µ0�H2(1)



0.767 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�182 A
m


 3353

µr3(1) 


B3(1)

µ0�H3(1)



1.53 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�2070 A
m


 588

b2) B2(1) 


1 T

1.224 � 36.71
µr2(1)

�

224.8
µr3(2)




1 T

1.224 � 36.71
3353

�

244.8
588


 0.618 T

B3(2) = 2B2(2) = 1.24 T

c1) B2(2) = 0.618 T MKL, Bild EG962C => H2(2) = 135 A/m
B3(2) = 1.24 T MKL, Bild EG962C => H3(2) = 498 A/m

µr2(2) 


B2(2)

µ0�H2(2)



0618 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�135 A
m


 3642

µr3(2) 


B3(2)

µ0�H3(2)



1.24 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am

�498 A
m


 1981

Iterationsbeschleunigung: (Schritt 3)

µr2(3) 


µr2(1) � µr2(2)

2



3353 � 3642
2


 3498

µr3(3) 


µr3(1) � µr3(2)

2



588 � 1981
2


 1284

b4) B2(4) = 0.709 T B3(4) = 1.42 c4) µr2(4) = 3474 µr3(4) = 1182
b5) B2(4) = 0.702 T B3(4) = 1.40 c4) µr2(4) = 3489 µr3(4) = 1255
b6) B2(4) = 0.707 T B3(4) = 1.41 c4) µr2(4) = 3478 µr3(4) = 1202
b7) B2(4) = 0.704 T B3(4) = 1.41 c4) µr2(4) = 3486 µr3(4) = 1240
b8) B2(4) = 0.706 T B3(4) = 1.41 c4) µr2(4) = 3480 µr3(4) = 1212
b9) B2(4) = 0.704 T B3(4) = 1.41 c4) µr2(4) = 3484 µr3(4) = 1232

Kommentar zu Beispiel B: 
Ab Schritt 4 wurden automatisch mit einem Rechner die Werte bestimmt. Manuell wäre ab Schritt 6 keine Ände-
rung mehr festzustellen, weil das Ablesen aus der grafischen Kennlinie keine genaueren Ergebnisse liefert.
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9.6.2.5. Scherung der MKL, Variante 1

Voraussetzung: Reihenschaltung Luftspalt und Eisen, überall gleicher Querschnitt in Eisen und Luft

gegeben: B = f(HFe) MKL
A = ALuft = A gleiche Querschnittsfläche
 lLuft, lFE Feldlinienlänge
� = I*N Durchflutung

Bild EG9625A

Prinzip: Durch die grafische Addition der MKL (nichtlinear) und der Luftspaltgeraden (linear)
kann die Kennlinie der magnetischen Reihenschaltung konstruiert werden. Aus dieser
kann der Wert von B abgelesen werden.

Mathematische Herleitung:

Wegen gleicher Querschnittsflächen gilt: AFe = ALuft = A => BFe = BLuft = B

Umkehrfunktion der MKL bilden: HFe = HFe(B)

Feldstärke in Luft berechnen: HLuft 

B
µ0

Durchflutungsgesetz: � = VFe + VLuft = HFe*lFe + HLuft*lLuft

Einsetzen der oberen Werte für H � 
 HFe(B)�lFe �
B
µ0

�lLuft

Umformen: �

lFe


 HFe(B) �
lLuft

lFe�µ0

B

Definieren einer neuen Funktion: (A)H �(B) 
 HFe(B) �
lLuft

lFe�µ0

B

Den Wert von B bestimmen: (B)H �(B) 


�

lFe

Die obere Gleichung (A) sagt aus: Es müssen Feldstärke-Werte (H-Werte) addiert werden. Zur der MKL HFe =
f(B) muß die Luftspalt-Gerade

lLuft

lFe�µ0

�B

addiert werden. Die beiden Kennlinien müssen in H-Richtung addiert werden. Die sich ergebene Kennlinie H*(B)
wird gescherte MKL genannt. Die Addition erfolgt bei konstanten B in H-Richtung, weil in einer Reihenschal-
tung bei gleichem Querschnitt die Größe B im gesamten Kreis gleich ist. Der Flußdichte Wert B kann (A) bei 

H �



�

lFe

abgelesen werden. Das Schema soll anhand von Bild EG9625B erläutert werden.
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Bild EG9625B

A] Diagramm der MKL vorhanden

B] In das Diagramm der MKL Luftspaltgerade durch Null einzeichnen

Steigung: oder�H
�B




lLuft

lFe�µ0

�B
�H


 µ0

lFe

lLuft

Zur Konstruktion der Luftspaltgeraden muß außer dem Nullpunkt ein zweiter Punkt gefunden werden.
Dazu wird entweder ein B = �B oder ein H = �H vorgegeben und der andere Wert mit Hilfe der umge-
stellten Steigung berechnet:

Vorgabe �B entweder         oder �H

berechnen �H 


lLuft

lFe�µ0

�B �B 
 µ0

lFe

lLuft

�H

Liegt der so ermittelte Punkt außerhalb des Wertebereichs der Zeichenebene oder zu nah am Nullpunkt,
muß ein modifizierter �-Wert vorgegeben werden.

C] MKL und Luftspaltgerade zur gescherten MKL in H-Richtung addieren:

Auf Parallelen zur H-Achse werden gleiche Abschnitte der MKL zur Luftspaltgeraden grafisch addiert,
siehe gestrichelte Pfeile in Bild EG9652B. Die Enden der addierten Pfeile werden zur gescherten
MKL verbunden.

D] B-Wert ablesen

Auf der Abszisse (H-Achse) wird der Wert H* = �/lFe abgetragen. der zugehörige B-Wert der gescherten
Kennlinie gibt die Flußdichte B in Luft und Eisen an. Das Ablesen von B verdeutlichen die durchgezo-
genen Pfeile in Bild EG9652B.



9.6. Nichtlineare Berechnungen mit Eisen    59

Version 1.2             21. Dezember 2000

Beispiel A:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A = 4 cm2 l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2 l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200

gesucht: B

Bild EG962A

A] MKL gegeben, siehe Bild EG9652C

Bild EG9652C

B] Luftspaltgerade einzeichnen:

Vorgabe: �H = 6000 A/m

�B 
 µ0

lFe

lLuft

�H 
 1.257�10	6 Vs
Am

�

320
1
�6000 A

m

 2.41 T

Punkt 1: (H = 6000 A/m, B = 2.41 T) nicht im Diagramm

Bessere Vorgabe: �B = 1.6 T

�H 


lLuft

lFe�µ0

�B 


1
320

1.6 Vs

m 2

1.257�10	6 Vs
Am


 3980 A
m

Der Punkt 2: (H = 3980 A/m, B 1.6 T) wird in Bild EG9652C eingezeichnet und mit dem Nullpunkt zur
Luftgeraden verbunden.

C] Luftspaltgerade und MKL zur gescherten MKL H*(B) addieren. (Mit Hilfe der gestrichelten Pfeile in
Bild EG9652C)

D] H �



�

lFe




I�N
lFe




0.5 A�2200
0.32


 3440 A

H* auf der H-Achse von Bild EG9652C eintragen und den B-Wert ablesen, siehe durchgezogene Pfeile
in Bild EG9652C. Ablesen:

B = 1.2 T
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9.6.2.6. Scherung der MKL, Variante 2

Voraussetzung: Reihenschaltung Luftspalt und Eisen, überall gleicher Querschnitt in Eisen. und Luft

gegeben: B = f(HFe) MKL
A = ALuft = A gleiche Querschnittsfläche
 lLuft, lFE Feldlinienlänge
� = I*N Durchflutung

Bild EG9625A

Prinzip: Durch das grafische Gleichsetzen der MKL (nichtlinear) und der zusammengefaßten Kennlinie
von Luftspaltgeraden und Erregung kann der Wert von B abgelesen werden.

Mathematische Herleitung:

Wegen gleicher Querschnittsflächen gilt: AFe = ALuft = A => BFe = BLuft = B

Umkehrfunktion der MKL bilden: HFe = HFe(B)

Feldstärke in Luft berechnen: HLuft 

B
µ0

Durchflutungsgesetz: � = VFe + VLuft = HFe*lFe + HLuft*lLuft

Einsetzen der oberen Werte für H
� 
 HFe(B)�lFe �

B
µ0

�lLuft

Umformen: �

lFe


 HFe(B) �
lLuft

lFe�µ0

B

�

lFe

	

lLuft

lFe�µ0

�B 
 HFe(B)

Definieren einer neuen Funktion:
(A)H �(B) 


�

lFe

	

lLuft

lFe�µ0

�B

Den Wert von B bestimmen durch das grafische
Gleichsetzen der Funktionen:

H*(B) = HFe(B) (B)

Die Funktion H*(B) der oberen Gleichung (A) ist die Funktion, die sich aus Luftspalt und Erregung ergibt. Setzt
man grafisch nach (B) die Funktion H*(B) gleich der MKL, so ergibt sich im Schnittpunkt die gesuchte Flußdich-
te. Entwerder kann die Funktion H*(B) in die MKL eingezeichnet werden oder die Umkehrfunktion B(H*).
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Schema: Scherung der MKL, Variante 2

A] MKL vorhanden, siehe Bild EG9652A oder Bild EG9652B.

B] Gerade aus Luftspalt und Erregung H*(B) einzeichnen. Konstruieren mit Hilfe eines Punktes und der
Steigung

Methode 1 Methode 2

H �



�

lfe

	

lLuft

lFe�my0

�B B 


��µ0

lLuft

	

lFe�µ0

lLuft

�H �

H �

 H0 	

�H
�B

�B B 
 B0 	
�B
�H

�H �

Ein Punkt der Geraden

, B = 0H0 


�

lFe

Ein Punkt der Geraden

, H = 0B0 


��µ0

lLuft

Steigung der Geraden

�H
�B




lLuft

lFe�µ0

Steigung der Geraden

�B
�H




lFe�µ0

lLuft

Bild EG9626B Bild EG9626A

Anwendung bei steilen Luftspaltgeraden Anwendung bei flachen Luftspaltgeraden

C] Wert von B aus Schnittpunkt MKL und Gerade ablesen

Bild EG9626A

Bild EG9626B
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Beispiel A:

gegeben:
Bereich 1:  Luft A = 4 cm2      l1 = 1 mm
Bereich 2:  Dynamoblech A = 4 cm2      l2 = 32 cm
I = 0.5 A
N = 2200
gesucht: B

Bild EG962A

Versuch Anwendung Methode 1:

H0 


�

lFe




I�N
lFe




0.5 A�2200
0.32 m


 3440 A
m

H0 liegt außerhalb des H-Bereiches der in Bild EG9626C dargestellten MKL. Darum Methode 2 wählen:

B0 


��µ0

lLuft




I�N�µ0

lLuft




0.5 A�2200�1.257�10	6 Vs
Am

10	3 m

 1.383 T

ein Punkt: P1 = (H = 0,  B0 = 1.38 T)

Steigung: Wahl: �H = 500 A/m�B 


lFe�µ0

lLuft

��H

�B 


0.32m�1.257�10	6 Vs
Am

10	3 m
�500 A

m

 0.201 T

Punkt P1 und Steigungsdreieck werden im Bild EG9626C eingezeichnet und daraus die Gerade konstruiert.

Aus den Schnittpunkt MKL und Gerade in Bild EG9626C kann man ablesen:

B1 = 1.2 T
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Bild EG9626C
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9.6.2.7. Direkte Berechnung über die MKL

Voraussetzung: Nur ein magnetischer Bereich mit einheitlichem ferromagnetischen Material mit glei-
chem Querschnitt ist im magnetischen Kreis vorhanden. 

gegeben: A,  lFe,  I,  N

gesucht: B

Bild EG9623A

Methode: Der Wert der Feldstärke kann direkt berechnet werden und aus der MKL die Fluß-
dichte B abgelesen werden.

Mathematische Herleitung

H 


�

lfe

B 
 f(H) 
 f �

lfe

Beispiel:

gegeben: Dynamoblech nach Bild EG
A = 5 cm2

lFe = 20 cm
I = 0.1 A
N = 3000

gesucht: B, H

Bild EG9623A

Lösung: � = 0.1 A*3000 = 300 A

H 


�

lFe




300 A
0.2m


 1500 A
m

MKL, Bild EG962C => B = 1.49 TH 
 1500 A
m
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9.7. Dauermagnete im magnetischen Kreis

9.7.1. Eigenschaften und Einsatz von hartmagnetischen Werkstoffen

Der Unterschied zwischen hart- und weichmagnetischen Werkstoffen ist schon aus Kap. 9.4.1, Bild EG941D
bekannt, die wichtigsten Eigenschaften der hartmagnetischen Werkstoffe noch einmal wiederholt:

- Remanenzflußdichte BR vorhanden
- hohe Koerzitiv-Feldstärke
- schwer entmagnetisierbar
- großer Inhalt der Hysterese-Kennlinie

Bild EG941D

Magnetfelder werden nach Kap. 9.1 entweder durch stromdurchflossene Spulen (Leiter) oder durch Dauermagne-
te bewirkt. Zur Erzeugung der Magnetfelder in der Elektrotechnik kommen sowohl Spulen als auch Dauermagne-
te zum Einsatz. Hartmagnetische Werkstoffe eignen sich besonders zur Erzeugung von Magnetfeldern für ver-
schiedene Anwendungen:

- Dynamos
- kleine E-Motoren
- Lautsprecher
- Relais
- Mikrofone
- Kompaß
- Meßgeräte
- Bildfehlerkorrektur in Elektronenstrahlsystemen
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µ 


�B
�H




0.83 Vs

m 2

6.6�105 A
m


 1.26�10	6 Vs
Am

Bild EG971A zeigt Magnetisierungskennlinien verschiedener Dauermagnet-Werkstoffe. In Bild  EG971A ist nur
der 3. Quadrant dargestellt, Begründung später. Die einzelnen Dauermagnet-Materialien unterscheiden sich in
der Größe der Remanenzflußdichte und der Koerzitivfeldstärke. Bis auf die Kennlinie 1 (bildet eine Ausnahme)
weisen die Kennlinien einen großen linearen Bereich auf. Die MKLs 2 bis 4 weisen nach EG971A einen fast
gleichen Anstieg auf. Am teuersten sind die Selten Erden-Werkstoffe.

Bild EG971A: Entmagnetisierungskurven von Dauermagnet-Materialien
1 AINiCo-Werkstoff
2 und 3 keramischer Ferrit-Werkstoff (Oxit 300 und Oxit 150)
4 Seltene Erden

Da die MKLs 2 bis 4 nach Bild EG971A einen fast gleichen Anstieg aufweisen, soll die Steigung der Kennlinie
4 ermittelt werden:

Ablesen aus Bild EG971A ergibt die Werte:

�B = 0.83 T �H 
 6.6�105 A
m

Es soll hier nicht die absolute Permeabilität µ= B/H ermittelt werden, sondern die differentielle Permeabilität der
Steigung: 

Diese Steigung wird nun wieder auf die Permeabilität des Vakuums bezogen:

µro � 1µrD 


µD

µ0




1.26�10	6 Vs
Am

1.256�10	6 Vs
Am


 1
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L �

'DXHU�

PDJQHW

,QGH[ '

:LFNOXQJ ]XU

$XIPDJQHWLVLHUXQJ

,QGH[ /

:HLFKHLVHQ

,QGH[ )

/XIWVSDOW

AF = AL

AD

Fazit: Dauermagnet-Werkstoffe weisen eine relative Steigung nahe 1 auf.
9.7.2. Der magnetische Kreis ohne elektrische Anregung, Schergerade

Bild EG972A

Welcher Punkt der Hysterese-Kennlinie nach Bild EG972A stellt sich im Dauermagnetkreis ein? Vermuten wür-
de man, daß sich die Remanenz-Flußdichte BR einstellt. Dieses ist aber nicht der Fall. Die Begründung erfolgt
anhand des in Bild EG972B dargestellten Dauermagnetkreises. Eine Remanenz-Flußdichte BR bewirkt einen Fluß
0 im Weicheisen und im Luftspalt. Magnetischer Fluß an einem magnetischen Widerstand verursacht einen
magnetischen Spannungsabfall und damit eine magnetische Feldstärke. Das Integral ,Hds zwischen den Polen
außerhalb des Dauermagneten (über Weicheisen und Luftspalt) ist nicht Null. Da kein Strom fließt, muß lHds
nach dem Durchflutungsgesetzt gleich Null sein. Daher muß auch im Dauermagnet eine magnetische Feldstärke
vorhanden sein, die im folgenden berechnet werden soll.

Bild EG972B: Dauermagnetkreis

Bilden des Umlaufintegrals ergibt:

lHds = � = i*N = 0

HF*lF + HL*lL + HD*lD = 0 (A)

HF 


BF

µ0�µrF

HL 


BL

µ0

Die Feldstärken werden in (A) eingesetzt:

(B)
BF

µ0�µrF

�lF �
BL

µ0

�lL 
 	HD�lD
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Da die Flächen im Eisen und Luft gleich sind und angenommen wird, daß der Fluß im Eisen und Luft gleich ist,
ergibt sich:

AL = AF 0L = 0F BL = BE

Definition eines Faktors: Der Fluß in Eisen und der Luft beträgt das --fache des Flusses im Dauermagneten:

0L = 0F  = -0D -� 1

Der Fluß wird durch Flußdichte und Fläche ersetzt:

AL*BL = AF*BF = -*AD*BD

Durch Umstellung der oberen Formel läßt sich die Flußdichte in Luft und Eisen durch die Flußdichte im Dauer-
magneten ausdrücken:

(C)BL 
 BF 
 -
AD

AL

�BD

Durch Einsetzen von (C) in (B) läßt sich angeben:

-
AD

AL

�BD

µ0�µrF

lF �

-
AD

AL

�BD

µ0

lL 
 	HD�lD

Ausklammern des oberen Ausdruckes und Division durch lD ergibt:

(D)-�
AD

AL

�

lL

lD

lF

µrF�lL

� 1 �

1
µ0

� BD 
 	HD

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer in (D) ist nur von Geometrien und Materialdaten abhängig. Der
erwähnte Ausdruck wird als Entmagnetisierungsfaktor definiert:

(9.20)ND 
 -
AD

AL

lL

lD

1 �

lF

µrF�lL

ND-Entmagnetisierungsfaktor [ND] = 1

mit (9.20) kann (D) angeben werden als 

ND�
1
µ0

�B0 
 	HD

 (E)HD(BD) 


	ND

µ0

�BD

Interpretation des oberen Ausdruckes (E):

Die Umkehrfunktion der MKL HD(BD) ist gleich der Geraden mit negativer Steigung. Durch Umformen von (E)
ergibt sich die Schergerade

(9.21)BD 
 	

µ0

ND

HD
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B

BR

BD

H
HD

MKL

Schergerade

Das Gleichsetzen der oberen Geraden und der MKL verdeutlicht Bild EG972C. Aus dem Schnittpunkt von MKL
und Gerade kann der Arbeitspunkt ermittelt werden, aus dem die Größen BD und HD abgelesen werden können.

Bild EG972C

Aus Bild EG971A ist zu erkennen, daß viele Dauermagnet-Werkstoffe eine fast lineare Kennlinie aufweisen.
Damit eine analytische Berechnung möglich ist, werden die nichtlinearen MKLs durch eine Gerade angenähert.
Damit läßt sich die  MKL beschreiben als:

BD(HD) = BR + µ0*µrD*HD (9.22)

Bild EG972D zeigt die Verhältnisse des Bild EG972C mit linearisierter Kennlinie.

Bild EG972D

Der Schnittpunkt zweier Geraden läßt sich bekanntlich mathematisch bestimmen. Einsetzen von (E) in (9.22)
und Umformen ergibt:

BD 
 BR � µ0�µrD� 	

ND

µ0

B 
 BR 	 µrD � ND�BD

BD + µrD* ND*BD = BR

(9.23)BD 


BR

1 � µrD�ND
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ND 
 -
AD

AL

lL

lD

1 �

lF

µrF�lL


 1 2
1

0.5
4

1 �

16
2000�0.5


 0.254

BD 


BR

1 � ND�µrD




0.8 T
1 � 0.254�1.1


 0.625 T

BL 
 BD

AD

AL


 0.625 T� 2
1

 1.25 T

Beispiel:

Bild EG972E

gegeben:
AD = 2 cm2

BR = 0.8 T
µrD = 1.1
lD = 4 cm
AF = AL = 1 cm2

lF = 16 cm
µrF = 2000
lL = 0.5 cm
0D = 0L

Bild EG972F

gesucht: BD, BL

9.7.3. Entmagnetisierung

Im letzten Abschnitt 9.7.2 wurde der Dauermagnetkreis berechnet. In diesem Abschnitt soll die Veränderung des
Luftspaltes eines Dauermagnetkreises diskutiert werden. Wird der Luftspalt vergrößert verändert sich nach (9.21)
die Steigung der Schergeraden, weil ND von der Luftspaltlänge abhängig ist. Eine Vergrößerung des Luftspaltes
bewirkt nach  (9.20) und  (9.21) eine flachere Steigung der Schergeraden. Die Auswirkung einer Vergrößerung
des Luftspaltes ist in Bild EG973A dargestellt. Durch die Vergrößerung des Luftspaltes wandert der Arbeitspunkt
von P1 nach P2. Die Flußdichte wird geringer. Wird der Luftspalt wieder auf den ursprünglichen Wert verringert
und der Werkstoff  befindet sich im reversiblen Bereich, wird der Punkt P1 wieder erreicht, siehe Bild EG973A.

Wird der Luftspalt wieder auf den ursprünglichen Wert verringert und der Werkstoff  befindet sich im irreversi-
blen Bereich, wird der anstatt Punkt P1 der Punkt P1´ erreicht, siehe Bild EG973B.  Wird die Steigung der Scher-
geraden noch flacher, gelangt man in Richtung Koerzitivfeldstärke. Es besteht die Gefahr der Entmagnetisierung.

Die Veränderung der Schergraden erfolgt u.a. durch die Veränderung des Luftspaltes. Z.B. Ausbauen des Läufers
aus einem Dauermagnet erregten Motor ist eine Aufweitung des Luftspaltes und kann u.U. eine Entmagnetisie-
rung bewirken. Dauermagnete sollten, wenn möglich, im magnetischen Kurzschluß aufbewahrt werden. Be-
stimmte kleine, hochwertige Stabmagnete dürfen im ausgebauten Zustand (Luftspalt sehr groß) nicht einzeln
ohne magnetischen Kurzschluß (auch nicht kurzzeitig) sich befinden. Durch Reihung von mehreren Magneten
wird der Effekt der Entmagnetisierung verhindert.

Je hochwertiger das Dauermagnetmaterial ist, desto empfindlicher ist der Magnet gegen Erschütterung. Ein
Schlag mit dem Hammer reicht in manchen Fällen zur Entmagnetisierung.

 

Bild EG973A Bild EG973B
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9.7.4. Der magnetische Dauermagnetkreis mit elektrischer Anregung

Wird der Dauermagnetkreis auf Abschnitt 9.7.2 (Bild EG972A) zusätzlich mit einem eklektischen Strom ange-
regt, muß der Kreis nach Bild EG974A untersucht werden.

lHds = i*N

HF�lF � HL�lL � H �

D�lD 
 i�N

Bild EG974A

Umformung: HF�lF � HL�lL 
 	 H �

D �

	i�N
lD

�lD

 repräsentiert in den oberen Gleichungen die Feldstärke mit elektrischer Anregung (i g 0). Im Abschnitt 9.7.2H �

D

ergab die Gleichung (A) ein HD ohne elektrische Anregung.

HF*lF + HL*lL = -HD*lD

Ein Vergleich der beiden oberen Gleichungen läßt erkennen:

H �

D 	

i�N
lD


 HD

H �

D 
 HD �

i�N
lD

Mit der Abkürzung

Hel 

i�N
lD

ergibt sich die Feldstärke bei Stromfluß

H �

D 
 HD � Hel

durch Koordinatenverschiebung der Schergeraden um die elektrisch
erzeugte Feldstärke. Das Ergebnis ist in Bild EG974B dargestellt. Der
normale Betriebsbereich bei Dauermagneten liegt im 2. Quadranten.
Für die Anordnung nach Bild EG974A bedeutet dieses negative Strö-
me. Wird der Strom zu negativ, bewirkt dieses eine weitere Verschie-
bung der Schergeraden nach links. Die Gefahr der Entmagnetisierung
besteht.

Bild EG1474B
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9.8. Magnetfeld von Leitern

9.8.1. Feld langer gerader Einzelleiter

Für einen langen geraden Leiter nach Bild EG981A soll das Magnetfeld bestimmt werden.

gegeben: r0 - Leiterradius

Bild EG981A

A] Außenbereich

Das Magnetfeld eines langen geraden Einzelleiters verläuft in azimutaler (Winkelrichtung) Richtung, siehe auch
Versuch 4 (Kap. 9.1). Die sich ergebende Richtung in Bild EG981A ist mit der Rechten-Hand-Regel für Leiter
festzustellen. Der Durchflutungssatz im Außenbereich des Leiters lautet:

(weil N = 1)Q 3Hd 3s 
 � 
 I�N 
 I

Da bei den in Bild EG181A eingezeichneten Kreisweg die Feldstärke und das Linienelement des Weges in die
gleiche Richtung zeigen,  ergibt das Linienintegral die Multiplikation von Feldstärke und Weg:

Q 3Hd 3s 
 HQ�l 
 HQ�(2%�r) 
 2%�r�HQ 
 I

Nach HQ umgestellt, läßt sich die Feldstärke und die Flußdichte (B = µ*H) des Leitersaußenraumes angeben:

(9.24)H au
Q 


I
2%�r




I
2%�r0

r0

r

 (9.25)B au
Q 
 µ0

I
2%�r


 µ0
I

2%�r0

r0

r

A] Innenbereich

Obere Formel gilt nur im Außenbereich eines Leiters, weil nur dort bei einem Umlauf im Kreis alle Stromfäden
umschlossen sind. Für den Innenbereich des Leiters wird die zweite Form des Durchflutungssatzes benutzt:

(A)Q
R.v.A.

3Hds 
 P
(A)

P3JdA

Die linke Seite des oberen Durchflutungssatzes ändert sich im Vergleich zum Außenbereich nicht:

(B)Q 3Hds 
 2%�r�HQ
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Bei der rechten Seite des Durchflutungssatzes muß über eine Kreisfläche mit dem Radius r integriert werden. Bei
konstanter Stromdichte (J = I/A0) ergibt sich die Doppelintegration als Multiplikation vom Stromdichte und Flä-
che des umschlossenen Integrationsweges mit dem Radius r.

(C)PPJdA 
 J�A 


I

%r 2
o

�%�r 2

 I� r

r0

2

Einsetzen von (B) und (C)  in (A):

2%�r�H
Q

 I� r 2

r 2
0

Durch Umstellung der oberen Gleichung lassen sich  die magnetische Feldstärke und Flußdichte des Leiterinnen-
raumes angeben: 

(9.26)H in
Q 


I
2%�r0

r
r0




I

2%�r 2
0

r

(9.27)B in
Q 


µ0�I

2%�r0

r
r0




µ0�I

2%�r 2
0

r

Zusammenfassung 
Im Inneren des Einzelleiters steigt das magnetische Feld vom Leitermittelpunkt linear bis zum Außenradius an
und nimmt ab da hyperbelförmig ab. Die so festgestellte radikale Feldstärke und Flußdichte-Abhängigkeit ist in
Bild EG981B dargestellt. 

H0 


I
2%�r0

B0 
 µ0
I

2%�r0

Bild EG981B: Magnetfeld eines geraden langen Einzelleiters mit Stromrichtung aus der Zeichenebene heraus
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Q

Hx

H
Q Hy

Q x

x = x0x = 0

y

I r

9.8.2. Feld von zwei langen geraden parallelen Leitern

Feld auf der Verbindungslinie der Leiter

Das Feld zweier paralleler Leiter mit gleichen Radien und gleichen Strömen, aber unterschiedlichen Richtungen,
soll untersucht werden. Dieses entspricht dem Feld einer langen Gleichstromleitung mit Hin- und Rückleiter. 

Das Feld eines Einzelleiters ist schon aus Bild EG981B bekannt. Fließt der Strom nun in die Zeichenebene hin-
ein, dreht sich das Vorzeichen in Bild EG981B um. Die beiden Leiter sind versetzt angeordnet. Bild EG982A
zeigt die Feldbilder von zwei Einzelleitern mit unterschiedlichen Stromrichtungen. Um das Gesamtfeld zu be-
kommen, werden die Einzelfelder überlagert, Ergebnis siehe  Bild EG982B.

Bild EG972A: Einzelfelder von zwei Leitern auf
der Verbindungslinie

Bild EG982B: Feld zweier paralleler Leiter auf
der Verbindungslinie

Feld allgemein

Die zwei langen geraden Leiter rufen Feldstärken hervor, die im allgemeinen vektoriell addiert werden müssen.
Vektoriell addiert werden die kartesischen Komponenten Hx und Hy. Bekannt sind nur die Komponente HQ, die
auf Hx und Hy umgerechnet werden müssen.

Nach Bild EG982C läßt sich geometrisch ablesen:

Hx = - sin(Q)*HQ

Hy = cos(Q)*HQ

r 
 (x 	 x0)
2
� y 2

sin(Q) 


y
r

cos(Q) 


x 	 x0

r

Bild EG982C
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Mit HQ aus (9.24) HQ 


I
2%�r

und Kombination der oberen Gleichung ergibt sich:

Hx 
 	

y
r
�

I
2%�r


 	

I
2%

y

r 2

Hy 


x 	 x0

r
�

I
2%�r




I
2%

�

x 	 x0

r 2

Feld eines Leiters nach Bild EG982C

Hx 
 	

I
2%

y

(x 	 x0)
2
� y 2 (A)

Hy 

I

2%

x 	 x0

(x 	 x0)
2
� y 2 (B)

Vergleich der Bilder EG982C und EG982D er-
gibt:

Leiter 1 I = -IA x0 = a
Leiter 2 I = IA x0 = -a

Bild EG982D

Werden die oberen Werte in die Gleichungen (A) und (B) eingesetzt, läßt sich angeben:

H1x 

IA

2%
y

(x 	 a)2
� y 2

H1y 
 	

IA

2%
x 	 a

(x 	 a)2
� y 2

H2x 
 	

IA

2%
y

(x � a)2
� y 2

H2y 

IA

2%
x � a

(x � a)2
� y 2

Zur Gesamt-Feldstärke H müssen die Komponente von  und ddiert werden:3H1
3H2

Hx = H1x + H2x

Hy = H1y + H2y

(C)Hx 


IA

2%
y

(x 	 a)2
� y 2

	

y

(x � a)2
� y 2

(D)Hy 


IA

2%
	

x 	 a

(x 	 a)2
� y 2

�

x � a

(x � a)2
� y 2
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Beispiel :

gesucht:

a) 3H(5 mm, 5 mm)

b) 3H(12 mm, 9 mm)

c) 3H(x, y)

Bild EG21482E

Teilaufgabe a)

a1) Feld des Leiters 1 im Punkt (x = 5 mm, y = 5 mm)

Aus Bild EG982F läßt sich ablesen:

H1x = H1

H1y = 0
r1 = 5 mm

Bild EG982F

Mit HQ aus (9.24)

H1 


I
2%�r1




20 A

2%�5�10	3 m

 636.6 A

m

Damit können die Komponenten bestimmt werden:

3H1 


Hx1

Hy1


 636.6 A
m

1
0

a2) Feld des Leiters 2 im Punkt (x = 5 mm, y = 5 mm)

Bild EG982G:
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Aus Bild EG982G kann abgelesen werden:

Q2 
 arctan 5
10


 26.57°

r2 
 (10 mm)2
� (5 mm)2


 11.18 mm

H2x = - H2*sin(Q)

H2y =  H2*cos(Q)

Mit Hilfe von (9.24) läßt sich berechnen:

H2 


I
2%�r2




20 A
2%�11.18 mm


 284.7 A
m

Damit können die Komponenten bestimmt werden:

H2x 
 	 284.7 A
m
�sin(26.57°) 
 	127.3 A

m

H2y 
 284.7 A
m
�cos(26.57°) 
 254.6 A

m

3H2 


	127.3
254.6

A
m

a3) Feldstärken der Leiter 1 und 2 addieren

3H 

3H1 �

3H2 


636.6
0

A
m
�

	127.3
254.6

A
m




509.3
254.6

A
m

H 
 H 2
x � H 2

y 
 509.3 A
m

2

� 254.6 A
m

2


 569.4 A
m

Teilaufgabe b) (Studenten)

Ergebnis bzw. Zwischenergebnis:

r1 = 11.40 mm Q1 = 52.13° r2 = 19.24 mm Q2 = 27.90°

H1 
 279.2 A
m

H2 
 165.4 A
m

3H1 


220.4
	171.4

A
m

3H2 


	77.4
146.2

A
m

H = 145.2 A/m3H 


143.0
	25.2

A
m
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Teilaufgabe c)

Bild EG982H Bild EG982I

r 2
1 
 (x 	 5 mm)2

� y 2 r 2
2 
 (x � 5 mm)2

� y 2

cos(Q1) 


x 	 5 mm
r1

cos(Q2) 


x � 5 mm
r2

sin(Q1) 


y
r1

sin(Q2) 


y
r2

H1 


I
2%�r1

H2 


I
2%�r2

3H1 
 H1

sin(Q1)

	cos(Q1)
3H2 
 H2

	sin(Q2)

cos(Q2)

3H1 

I

2%�r1

�

y
r1

	

x	5 mm
r1

3H2 

I

2%�r2

�

	

y
r2

x�5 mm
r2

3H1 

I

2%�r 2
1

y

	(x	5 mm)
3H2 


I

2%�r 2
2

	y

x�5 mm

3H 

3H1 �

3H2 


I

2%�r 2
1

�

y

	(x	5 mm)
�

I

2%�r 2
2

	y

x�5 mm

3H 


I
2%

�

y

r 2
1

	

y

r 2
2

	

x

r 2
1

�

x

r 2
2

�

5 mm

r 2
1

�

5 mm

r 2
2

3H 


I
2%

�

y 1

r 2
1

	

1

r 2
2

	x 1

r 2
1

	

1

r 2
2

� 5 mm 1

r 2
1

�

1

r 2
2
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9.8.3. Biot-Savart-Gesetz

Das Biot-Savart-Gesetz soll nicht hergeleitet, sondern nur angegeben werden:

(9.28)d 3H 


i1

4%
d 3l ×3r

r 3

Bild EG983A

Die Gleichung (9.28) beschreibt den Anteil der Feldstärke im Punkt P des Bildes EG983A, der von der Längen-

element   verursacht wird. Die Richtung dieses Anteils steht senkrecht auf dem Radius r und der Leiterrich-d 3l
tung dl, dieses wird durch das Kreuzprodukt mathematisch beschrieben. Zur Berechnung des Magnetfeldes des
gesamten Leiters muß das Linienintegral über die Leiterlänge gebildet werden.

Die Anwendung des Biot-Savart-Gesetzes erfolgt in den nächsten zwei Abschnitten. Bildet man den Betrag von
(9.28) erhält man mit der Definition des Kreuzproduktes

d 3l × 3r 
 d l�r�sin(­ d 3l , 3r)

das Biot-Sarvart-Gesetz in betragsmäßiger Form:

(9.29)d H 


i1

4 %�r 2
�d l�sin (­ d 3l , 3r )
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9.8.4. Feld eines kurzen geraden Leiters

Bild EG984A

Das Magnetfeld des in Bild EG984A dargestellten Leiters der Länge l soll bestimmt werden.

Nach (9.28) steht das Magnetfeld des Anteiles dx senkrecht auf der Leiter-Richtung  (x-Achse) und senkrecht auf
der Verbindung r (dx nach P1). Dieses bedeutet, daß im Punkt P1 (Bild EG984A) alle Anteile der Feldstärke aus
der Zeichenebene herausragen. Somit kann das Biot-Savart-Gesetze im Betragsform (9.29) angewandt werden:

(9.29)d H 


i1

4 %�r 2
�d l�sin (­ d 3l , 3r )

Aus Bild EG984A kann begelesen werden:

dl = dx

i1 = I

r 
 (x1 	 x)2
� y 2

1

sin (­ dx, r) 


y1

r



y1

(x1 	 x)2
� y 2

1

Die oberen Gleichungen in (9.29) eingesetzt:

dH 


I

4%[(x 	 x1)
2
� y 2

1 ]
dx

y1

(x 	 x1)
2
� y 2

1

3

dH 


I
4%

y1
1

(x 	 x1)
2
� y 2

1
3/2

dx

Die gesamt Feldstärke H ergibt sich aus der Integration der oberen Gleichung:

H 
 P
�l/2

x
	l/2

dH 


I
4%

y1 P
�l/2

x
	l/2

1

(x 	 x1) � y 2
1

2
dx

Substitution: x - x1 = u dx = du
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H 


I
4%

y1 P
�l/2	x1

u
	l/2	x1

1

u 2
� y 2

1
3/2

du

Tabelle: P
1

(x 2
� a 2) 3/2

dx 


1

a 2

x

x 2
� a 2

H 


I
4%

y1�
1

y 2
1

�

u

u 2
� y 2

1

������

�u
l/2	x1

u
	l/2	x1

H 


I
4%�y1

�

l/2 	 x1

(l/2 	 x1)
2
� y 2

1

	

	l/2 	 x1

(l/2 � x1)
2
� y 2

1

H 


I
4%�y1

�

x1 � l/2

(x1 � l/2)2
� y 2

1

	

x1 	 l/2

(x1 	 l/2)2
� y 2

1

Für die Flächen senkrecht zur Leitermitte (x1 = 0) gilt:

H 


I
4%�y1

�

l/2

(l/2)2
� y 2

1

�

l/2

(l/2)2
� y 2

1

H 


I
2%�y1

�

l/2

(l/2)2
� y 2

1

Für lange Leiter l/2 � � kann bei der oberen Gleichung der Grenzübergang durchgeführt werden, dieses ergibt die
schon aus 9.8.1 bekannte Gleichung:

(y1 ¹ r)H 


I
2%�y1
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9.8.5. Feld von Zylinderspulen

Bild EG985A

Das Magnetfeld (die x-Komponente Hx) einer Zylinderspule nach Bild EG984A soll auf der Mittelachse (y = 0)
bestimmt werden. Mit Hilfe des Biot-Savart-Gesetzes

(A)d 3H1 


di1

4%

d3l ×3r1

r 3
1

wird der Strom i1 ersetzt durch eine kontinuierliche Stromverteilung in der schraffierten Fläche (Bild EG984A).
Die Durchflutung läßt sich auch als Produkt vom Stromdichte und Fläche beschreiben: 

I1*N = J1*A = J1*l*b J1 


I1�N

l�b
Der Strom-Anteil des Elementes dx*b beträgt:

J1*dA = di1 mit dA = b*dx

(B)di1 
 J1�b�dx 


I1�N

l�b
�b�dx 


I1�N

l
dx

Der Strom fließt bei dem in Bild EG985A dargestellten Schnitt aus der Zeitebene heraus oder hinein. Das Län-
genelement dl ist in Richtung des Stromes gerichtet.

Die Länge  ist somit der Umfang der Spuled3l

(C)Pd3l 
 2%a

Aus Bild EG985A ist zu erkennen, daß alle Vektoren  und  senkrecht aufeinander stehen, so daß das Kreuz-3r1 d3l

produkt in ein normales Produkt übergeht. Mit dieser Erkenntnis, (B) und (C) in (A) eingesetzt ergibt sich der
Betrag von dH1:

(D)dH1 


I1�N

l
dx

4%

2%�a�r1

r 3
1




I1�N

l
1
2

a

r 2
1

dx
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Die gesuchte x-Komponente dHx läßt sich mit Hilfe trigonometrischer Funktionen aus Bild EG984A ablesen:

dHx 
 dH1�sin(Q) 


I1�N

l
1
2

a

r 2
1

dx�sin(Q)

(aus Bild EG985A ablesbar)sin(Q) 


a
r1

dHx 


I1�N

l
1
2

a

r 2
1

dx a
r1




I1�N

l
a 2

2
1

r 3
1

dx

Die Länge r1 ist aus Bild EG984A zu bestimmen:

r1 
 (x1 	 x)2
� a 2


 (x 	 x1)
2
� a 2

dHx 


I1�N

l
a 2

2
dx

(x 	 x1)
2
� a 2 3

Hx 
 P
l/2

x
	l/2

d 3Hx 


I1�N

l
a 2

2 P
l/2

x
	l/2

dx

(x 	 x1)
2
� a 2 3

Substitution: x - x1 = u du = dx

Hx 


I1�N

l
a 2

2 P
l/2	x1

u
	l/2	x1

du

u 2
� a 2 3

Tabelle: P
1

(x 2
� a 2) 3/2

dx 


1

a 2

x

x 2
� a 2

Hx 


I1�N

l
a 2

2
u

a 2 u 2
� a 2

l/2	x1

u
	l/2	x1

(E)Hx 

I1�N

l
1
2

l/2 	 x1

(l/2 	 x1)
2
� a 2

�

l/2 � x1

(l/2 � x1)
2
� a 2

Das Bild EG985B zeigt für Spulen mit l = 10 cm Länge und verschiedenen Radien die Feldstärke in der Spulen-
mitte nach (E).

Fazit:
Für lange Spulen (l >> r) ist die Feldstärke in der Mitte konstant mit

H 


I�N
l

und außen fast Null. Das Durchflutungsgesetz muß erfüllt sein:

P
�

x
	�

Hxdx 
 I�N

Für kurze Spulen ist auch außerhalb der Spule ein merkliches Feld vorhanden. Dieses bewirkt, daß innerhalb das
Feld kleiner ist, siehe auch oben Durchflutungsgesetz.

Es könnte auch noch die Stromverteilung in y betrachtet werden. Dieses hat aber auf die Spulenmitte keinen gro-
ßen Einfluß, hier nicht nachgewiesen.
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Bild EG985B: Magnetfeld auf der Achse von Zylinderspulen H0 


I�N
l
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9.9. Induktionsgesetz

Anhand von vier Versuchen soll das Phänomen einer induzierten Spannung erläutert werden.

Versuch 12: Transformatorprinzip

Bild EG99A

Einspeisung: i(t) = î*sin(7t)
Messung: û � 7, û � î

u(t) = C*î*cos(7t)

Versuch einer Beschreibung des Zusammenhangs zwischen u(t) und i(t):

Die Kosinus-Funktion ist die Ableitung der Sinus-Funktion. Ableitung von i(t) ergibt:

di
dt


 7�î�cos(7t)

Beobachtung: Die induzierte Spannung ist proportional zur Änderung (Ableitung nach der Zeit) des ein-
gespeisten Stroms.
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Versuch 13: Einschalten einer Spule

Bild EG99B

Messung des Stromes in der Schaltung Bild EG99B ergibt (siehe Bild EG99C):

i(t) 


Uq

R
(1 	 e 	t/T)

Bild EG99C Bild EG99D

Indirekter Beweis einer induzierten Spannung: Würde nach Bild EG99B keine Spannung uL auftreten, tritt gleich
nach dem Einschalten der volle Strom auf. Da dieses nicht der Fall ist, muß eine Spannung uL vorhanden sein.
Aus dem oberen Strom kann mit Hilfe des ohmschen Gesetz die Spannung an R bestimmt werden:

uR(t) = R*i(t) = Uq*(1 - e-t/T)

Die Spannung uR(t) ist in Bild EG99D dargestellt. Bildet man nach Bild EG99B den Maschenumlauf, erhält man
die zusätzliche Spannung:

uL(t) = Uq - uR(t) = Uq - Uq*(1 - e-t/T) = Uq*e-t/T

Auch die Spannung uL(t) ist in Bild EG99D dargestellt. Die Ursache dieser Spannung ist wieder eine Induktion.
Vergleicht man auch hier den Strom mit der induzierten Spannung und versucht den Strom zu differenzieren,
ergibt sich:

uL = Uq*e-t/T

i 

Uq

R
(1 	 e 	t/T)

di
dt




Uq

R
1
T
�e 	t/T

 =>  uL �
di
dt

Beobachtung: Auch bein Einschalten einer Spule ist die induzierte Spannung proportional zur zeitlichen
Ableitung des Stromes.
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Versuch 14: Drehen einer Spule im homogen Magnetfeld

Drehung: Q(t) = 7t
Messung: u(t) = -û*sin(7t) û � 7

Sinusförmige Spannung wird indu-
ziert. Spannung ist betragsmäßig
am größten bei  Q = ± 90(

Bei dem Versuchen 12 und 13 ist festgestellt worden,
daß die induzierte Spannung proportional der zeitli-
chen Änderung eines Stromes ist. Ein Strom tritt aber
hier nicht auf. Hier soll die integrale magnetische
Größe Fluß untersucht werden. Die Fläche senkrecht
zur Flußdichte B beträgt:

Bild EG99E

A(t) = Amax*cos(7t)
0(t) = A*B = 0max*cos(7t)

Die zeitliche Ableitung des Flusses beträgt:

d0
dt


 	7�B�Amax�sin(7t)

Die zeitliche Ableitung des Flusses könnte hier die Ursache für die induzierte Spannung sein, weil die gemessene
Sinus-Funktion bestätigt wird und auch der Maximalwert proportional zu 7 ist. Dieses hatte auch die Messung
ergeben.

Versuch 15: Translatorische Bewegung eines Leiters

Meßergebnis: uind � v

Bild EG99F

Da auch hier kein Strom fließt, soll der Fluß der Leiterschleife nach Bild EG99F untersucht werden:

0 = B*A = B*a*x A = a*x

d0
dt


 B�a dx
dt


 B�a�v

damit: und u � vd0
dt

� v

Auch hier bestätigt das Meßergebnis die Vermutung, daß die induzierte Spannung proportional der zeitlichen
Änderung des Flusses ist.
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Resümee der Versuche 12 bis 15

Aus den Versuchen 12 und 13 wird vermutet:

uind �
di
dt

Aus den Versuchen 14 und 15  wird dagegen vermutet:

uind �
d0
dt

Wie lassen die beiden oberen Beobachtungen auf eine Ursache zurückführen? Antwort: Der bei den Versuchen
12 und 13 beobachtete Strom verursacht nach den Gesetzen des magnetischen Kreises einen proportionalen ma-
gnetischen Fluß und somit auch eine Änderung des magnetischen Flusses. Für alle vier Versuche 12 bis 15 kann
somit festgestellt werden:

Der zeitlich veränderliche magnetische Fluß einer Leiterschleife ist die Ursache einer indu-
zierten Spannung.

Im homogenen Feld, bzw. inhomogen Feld,  gilt:

0 = B*A 0 
 P 3B d 3A

Wie kann nun eine Veränderung des magnetischen Flusses 0 verursacht werden? Antwort: Nach den oberen
Gleichungen ergibt eine Variation der magnetischen Flußdichte B oder der Fläche A eine Fluß-Veränderung. Bei
den Versuchen 12 bis 15 ändert sich jeweils eine Größe (B oder A), je nach Ursache der Flußänderung kann in
zwei Kategorien eingeteilt  werden:

Kategorie 1: Versuche 12,13  B ändert sich, A konstant

Kategorie 2: Versuche 14,15  A ändert sich, B konstant

Zu Kategorie 1:
Die Flußdichte B ändert sich, wenn eine zeitlich veränderliches Magnetfeld bei konstanter Spulenfläche vorhan-
den ist. Eine konstante Spulenfläche ist bei einem nicht bewegten Leiter vorhanden. Ein zeitlich verändertes
Magnetfeld bei ruhenden Leitern bewirkt eine induzierte Spannung. Zu dieser Gruppe zählen die Versuche
12 und 13: Transformator und Einschalten einer Spule.

Zu Kategorie 2: 
Wenn eine Leiterschleife im konstanten Magnetfeld B bewegt wird, kann sich die Spulenfläche senkrecht zur
Flußdichte B verändern. Dieses bedeutet eine Flußänderung. Bei bewegten Leitern im konstanten Magnetfeld
wird eine Spannung induziert. Zu dieser Gruppe zählen die Versuche 14 und 15: Drehung einer Spule im Ma-
gnetfeld und translatorische Bewegung eines Leiters im Magnetfeld.

Zu Kategorie 3:
Die Effekte von Kategorie 1 und  Kategorie 2 können auch gleichzeitig auftreten.

Zusammenfassung:
Durch die Änderung des magnetischen Flusses in einer Spule wird eine Spannung indu-
ziert. 
Diese kann durch zwei Ursachen bewirkt werden:

- Bewegung von Leitern in einem konstanten Magnetfeld
- veränderliches Magnetfeld bei ruhenden Leitern. 

Beide Ursachen sollen in den nächsten beiden Abschnitten diskutiert werden. Bislang ist nur der Effekt aufge-
zeigt worden. Die Größe der induzierten Spannung wurde noch nicht angegeben worden. Im nächsten Abschnitt
wird das Induktionsgesetz quantitativ erarbeitet.
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9.9.1. Induzierte Spannung in bewegten Leitern

Es soll versucht werden, die induzierte Spannung aus Versuch 15 quantitativ zu berechnen. 

Bild EG99F

Methode: Berechnung der Feldstärke E im bewegten Stab. Danach durch Integration u-Berechnung. 

In Kap. 9.1 ist festgestellt worden, daß bei einer Bewegung von Ladungsträgern eine Kraft auf die Ladungsträger
ausgeübt wird: 

- magnetische Kraft, Lorentz-Kraft3Fmag 
 Q�3v× 3B

Für den Stab aus Versuch 15:

Bild EG991A

bedeutet das, daß die positiven Ladungsträger nach oben ausgelenkt werden (Beweis mit Hilfe der rechten Hand
Regel oder u-v-w-Regel). Es läßt sich besser mit positiven Ladungsträgern rechnen. Die real existierenden negati-
ven Ladungsträger werden nach unten ausgelenkt. Durch die Verschiebung der Ladungsträger entsteht eine elek-
trische Feldstärke. Aus Kap. 8.2  (2.Semester) ist  die Kraft auf eine Ladung im elektrischen Feld bekannt:

- elektrostatische Kraft3Fel 
 Q� 3E

Im stationären Fall muß ein Kräfte-Gleichgewicht vorhanden sein (Summe aller Kräfte gleich Null):

Fel + Fmag = 0

Q�3v× 3B � Q� 3E 
 0

(9.30)3E 
 	3v× 3B

Die induzierte Feldstärke  ergibt aus Kreuzprodukt - . Alle drei Größen sind differentielle Größen. Gesucht3E 3vx 3B
ist die integrale Größe Spannung.
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uind 
 	

d4
dt

Bild EG991B

Für die Anordnung nach Bild EG991B soll die induzierte Spannung uind berechnet werden. Eine Feldstärke E tritt
nur im bewegten Leiter auf. Die Spannung uind läßt sich berechnen aus Feldstärke E und betrachteter Leiterlänge
b:

uind = E*b

Der Betrag der Feldstärke wird (9.30) eingesetzt:

uind =  v*B*b (A)

Da als Ursache der induzierten Spannung die zeitliche Änderung des magnetischen Flusses angesehen wird, er-
folgt die  Berechnung von 1 und dessen Ableitung. Aus Bild EG991B kann die Fläche der Leiterschleife abgele-
sen werden, die mit der Flußdichte multipliziert werden muß:

0 = A(x)*B = (x0 - x)*b*B

d0
dt


 	

dx
dt
�b�B 
 	v�b�B

d0
dt


 	uind

Obere Gleichung wird Induktionsgesetz genannt, allerdings gilt obere Gleichung nur für eine Leiterschleife (Spu-
le mit  nur einer Windung). Durchsetzt der Fluß mehrere Windungen, so muß zur Berechnung von uind mit der
Windungszahl N multipliziert werden. Das Induktionsgesetz in allgemeiner Form lautet:

((9.31)uind 
 	N� d0
dt

Üblich ist auch einen Spulenfluß 4 einzuführen

4 = N*0 - Spulenfluß

Damit läßt sich das Induktionsgesetz auch angeben in der Form: 

Zur Richtung von uind und 0 wird wieder die rechte Handregel für Spulen verwendet:

Wenn die Flußrichtung durch den Daumen gekennzeichnet wird, so zeigen die vier Finger
die in die Richtung der induzierten Spannung uind. Das Minus-Zeichen im Induktionsgesetz muß
anschließend beachtet werden. Durch dieses Minus-Zeichen kehrt sich die Richtung um. 

In manchen Literaturstellen wird das Induktionsgesetz auch ohne "-" angegeben. Das Vorzeichen ist von den
vereinbarten Richtungen abhängig. 
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Beispiel: Bewegte Spule im konstanten Magnetfeld

Bild EG991C: Abnahme der Spannung uind über Schleifringe

gegeben: B = 10 mT
N = 1000
r = 2 cm
l = 5 cm
7 = 314 1/s

gesucht: u(t)

Lösung:

0spule = B*l*2r*cos(7t)

uind 
 	 N d0
dt


 	N� d [ 2B�l�r�cos(7t)]
dt

uind = 2N*B*l*r*7*sin(7t)

uind 
 2�1000�10�10	3 Vs

m 2
�5�10	2m�2�10	2 m 314 1

s
�sin(7t)

uind = 6.28 V*sin(314 s-1*t)

Oberes Beispiel verdeutlicht das Generator-Prinzip. Effektive Nutzung ist praktisch nur möglich, wenn (im Ge-
gensatz zum Beispiel) innerhalb der Spule der Fluß noch eisengeführt ist, damit die Flußdichte-Werte von über
1 T erreicht werden. Das obere Beispiel  diente nur der Anwendung des Induktionsgesetzes und ist keine reali-
stische Anordnung. 
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9.9.2. Induzierte Spannung in ruhenden Leitern

Auch ein veränderliches Magnetfeld verursacht eine induzierte Spannung. Auch hier gilt (ohne weitere Ablei-
tung) das in Kap. 9.9.1 festgestellte Induktionsgesetz. Zur Wiederholung:

uind 
 	N� d0
dt

uind 
 	

d4
dt

4 = N*0

Fluß- und Spannungsrichtung sind nach der rechten Hand-Regel definiert: Vier Finger umfassen die Spule in
Richtung der induzierten Spannung. Daumen zeigt in +0-Richtung. ("-" Zeichen beachten!)

Bild EG992A: Richtung der nach dem Induktionsgesetz induzierten Spannung

Wie die Flußänderung in einer ruhenden Spule erfolgt, ist egal. Der Fluß wird bewirkt durch:
 - eine zweite feste Spule von Wechselstrom durchflossenen (Transformator), 
 - einen sich drehenden Dauermagneten, 
 - eine sich drehende vom Gleichstrom durchflossene Spule wirkt auch als sich drehender Dauermagnet.

Beispiel:

gegeben: B = 1 T*sin(t*314 s-1)
A = 2 cm*2 cm
N = 500

gesucht: uind(t)

Lösung:

0(t) = A*B(t) = 4*10-4 Vs*sin(7t)

d0
dt


 0.1256 V�cos(7t)

7 = 314 s-1u(t) 
 	N� d0
dt


 	62.8 V�cos(7t)
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9.10. Selbst- und Gegeninduktion

In diesem Abschnitt erfolgt die Anwendung des Induktionsgesetzes. Der magnetische Fluß einer Spule kann ent-
weder durch die Spule selbst oder durch eine andere Spule verursacht werden. Bewirkt die Änderung des magne-
tischen Flusses eine induzierte Spannung, spricht man von Selbst- oder Gegeninduktion.

Selbstinduktion: Die induzierte Spannung wird von der Flußänderung verursacht, die vom Spulenstrom der
betrachteten Leiterschleife selbst verursacht wird. Auch die Wirkung des Versuches 13 aus Kap. 9.9 basiert auf
dem Prinzip der Selbstinduktion.

Gegeninduktion: Die induzierte Spannung wird von der Flußänderung einer anderen Spule verursacht. Dieses
Prinzip ist als Transformator bekannt. Auch die Wirkung des Versuches 12 aus Kap. 9.9 basiert auf dem Prinzip
der Gegeninduktion.

9.10.1. Selbstinduktion, Induktivität

Versuch 13 (Kap. 9.9): Beim Einschalten einer Spule ist  der Anfangsstrom Null. Ein einfacher Widerstand der
Kupferwicklung reicht nicht aus zur Beschreibung der Spule mit Hilfe eines Ersatzschaltbildes. Bild EG9101A
zeigt die Anordnung einer Spule, aus der ein Ersatzschaltbild (ESB) entwickelt werden soll.

Bild EG9101A

Die Spannung uR ist bekannterweise durch das ohmsche Gesetz beschreibbar: . Eine mathematischeuR 
 R�i

Beschreibung der Spannung uL ist gesucht. Die Anordnung in Bild EG9101A soll durch das ESB in Bild
EG9101B beschreibbar sein.

Der Widerstand R repräsentiert den ohmschen Anteil des Kupferwider-

standes der Windungen. Die Induktivität L soll die induzierte Spannung
repräsentieren.

Bild EG9101B: ESB einer realen Induktivität

In Bild EG9101A wird die Richtung des von i(t) erzeugten Flusses 0(t) mit Hilfe der rechten Hand-Regel einge-
zeichnet. Die Richtung der induzierten Spannung uind nach dem Induktionsgesetz wird ebenfalls mit Hilfe der
rechten Hand-Regel in Bild EG9101A eingezeichnet. Diese induzierte Spannung uind hat vom, Vorzeichen her die
entgegengesetzte Richtung zu uL. Die Spannung uind kann nach dem Induktionsgesetz (9.31) berechnet werden:

uind 
 	N� d0
dt

(A)uL(t) 
 	uind 
 N� d0
dt
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Da ein Zusammenhang uL(i) gesucht ist, muß der magnetische Fluß durch den Strom i ersetzt werden, dieses ist
mit Hilfe des ohmschen Gesetzes des magnetischen Kreises möglich:

0 = �*� = i*N*�

Da die Windungszahlen N immer konstant ist und im linearem Fall der magnetischen Leitwert � auch, ergibt das
Differenzieren der oberen Gleichung:

d0
dt


 N�� di
dt

Durch Einsetzen der oberen Gleichung in (A) kann die Spannung uL(t) berechnet werden:

uL(t) 
 N� d0
dt


 N�N�� di
dt

uL(t) 
 N 2
���

di
dt

(B)
Definition des Induktionskoeffizienten L (Induktivität)

L = N2*� (9.32)

L - Induktivität

[L] 
 [�] 


Vs
A

abgeleitete SI-Einheit Henry1 H 
 1 Vs
A

Durch Einsetzen von (9.32) in (B) ergibt sich der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an einer Induk-
tivität:

(9.33)uL(t) 
 L� di
dt

Beispiel 1:

Die Induktivität der Kreisringspule aus Beispiel 1 (Kap. 9.5, Bild EG95A) soll bestimmt werden. Schon berech-
nete bzw. bekannte Daten aus Kap. 9.5: 

gegeben: N = 400
Rm = 13.08*106 A/Vs

gesucht: L

Lösung: L 
 
 N 2
�� 


N 2

Rm




4002

13.08�106 A
Vs

L 
 12.23�10	3 Vs
A


 12.23 mH
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Beispiel 2:

gegeben: A = 10 cm2

N = 1000
lFe = 30 cm
µrFe = 2000

gesucht: L

Bild EG9101C

Lösung: � 


µ0�µr�A

l



1.257�10	6 Vs
Am

�2000�10�10	4 m 2

0.3 m

 8.380�10	6 Vs

A

L 
 N 2
�� 
 106

�8.380�10	6 Vs
A


 8.38 H

Beispiel 3:

gegeben: A = 10 cm2

N = 1000
lFe = 30 cm
µrFe = 2000
lLuft = 1 cm

gesucht: L

Bild EG9101D

Lösung: RmFe 


lFe

µ0�µrFe�A



0.3 m

1.257�10	6 Vs
Am

�2000�10�10	4 m 2


 0.1193�106 A
Vs

RmLuft 

0.01 m

1.257�10	6 Vs
Am

�10	3 m 2


 7.955�106 A
Vs

Rmges 
 RmFe � RmLuft 
 8.074�106 A
Vs

�ges 

1

Rmges




1

8.074�106 A
Vs


 0.1239�10	6 Vs
A

L 
 �ges�N 2

 0.1239 H

Vergleich Beispiel 2 und Beispiel 3
Die beiden Beispiele unterscheichen sich nur durch den zusätzlichen Luftspalt bei Beispiel 3. Der Luftspalt ver-
ringert durch den erhöhten magnetischen Widerstand  die Induktivität.
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Nichtlineare Induktivität

Bei der nichtlinearen Induktivität muß die Nichtlinearität der MKL beachtet werden:

uL 
 N� d0
dt


 N� d(A�B)
dt


 N�A� d{B[H(i(t))]}
dt

uL 
 N�A dB
dH

�

dH
di
�

di
dt

=> Steigung der MKL ist von i abhängigdB
dH


 f(i)

Konstante z.B. =>dH
di

H 


i�N
lFe

dH
di




N
lFe

uL 
 f1(i)�
di
dt

In Verbindung mit einem Maschenumlauf eines Stromkreises bedingt die obere Gleichung eine nichtlineare DGL.

9.10.2. Lenz'sche Regel

Die durch Induktionswirkung erzeugten Ströme sind so gerichtet, daß sie ihrer Entste-
hung entgegenwirken.

Damit läßt sich die Richtung der induzierten Spannung, insbesondere bei Selbstinduktion, leichter erklären als
über das Induktionsgesetz. 

Am Beispiel des Induktivitäts-ESBs aus Bild EG9101B soll mit Hilfe der Lenz'schen Regel die Richtung bzw. das
Vorzeichen von uL in Bild EG9102A bestimmt werden.

Bild EG9102A

Die Spannung uL(t) wird (ausnahmsweise) in eine zeitabhängige Spannungsquelle gewandelt, siehe Bild
EG9102A. Nach dem Überlagerungsprinzip können bei linearen Netzwerken die Auswirkungen jeder Spannungs-
quelle einzeln überlagert werden. Die Spannungsquelle Uq treibt den Strom Iq = Uq/R.  Die zeitabhängige Span-
nungsquelle uL(t) muß nach der Lenz´schen Regel einen Strom treiben, der Ursache (den erzeugenden Strom Iq)
entgegenwirkt.
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Versuch 16: Abschalten einer Induktivität

Bild EG9102B

Versuchsbeobachtung:

Nach Öffnen des Schalters blitzt die zur Induktivität parallel geschaltete Glimmlampe kurz auf. Glimmlampen
zünden aber  erst ab Spannungen über 100 V. Wie ist die Vorgang bei einer Spannung der Quelle von Uq = 10 V
zu erklären?

Mathematische Erklärung:

Bei Öffnen des Schalters nach Bild EG9102B vermutet man (im ersten Moment bei Unkenntnis), daß sich der
Strom iL sprungförmig von iL = Uq/R auf iL = 0 verringert. Nach dem Induktionsgesetz  uL = L*di/dt würde der
Sprung eine unendliche Spannung uL verursachen. Da aber uL praktisch nicht unendlich werden kann, ändert sich
auch der Strom iL nicht sprungförmig. Beim Versuch 16 wird eine so hohe Spannung induziert, daß der Strom iL

über die Glimmlampe kurzzeitig weiterfließen kann. Falls kein Parallelzweig vorhanden ist, kommt es zu einem
Lichtbogen, der den Strom iL weiterfließen läßt.

Begründung anhand der Lenz'schen Regel:

Es wurde festgestellt (Versuch 16), daß ein vorhandener Strom durch eine Induktivität aufrecht erhalten bleiben
möchte, daher ergibt sich die zweite Form der  Lenz'schen Regel.

Die induzierte Spannung ist so gerichtet, daß ein einmal vorhandener Strom aufrecht erhalten bleibt.

Die beiden speziellen Lenz'schen Regeln können zur allgemeinen Lenz´schen Regel zusammengefaßt werden:

Die Induktionsspannung ist so gerichtet, daß ein einmal vorhandener Stromzustand (oder
magnetischer) erhalten bleiben möchte.

Richtung der induzierten Spannung aus Versuch 15 anhand der Lenz´schen Regel erklärt:

Durch die Bewegung des Leiters mit der Geschwin-
digkeit v (Bild EG9102C) wird der Fluß der Leiter-
schleife verringert. Nach der Lenz´schen Regel ist der
induzierte Strom so gerichtet, daß der Zustand Fluß
aufrecht erhalten bleiben möchte. Da müßte nach der
Rechten-Hand-Regel für Spulen (hier N = 1) der
Strom in Richtung von  iind fließen. Dieses bewirkt
eine Verstärkung des Magnetfeldes und damit des
Flusses. Bei der umgekehrten Richtung der Geschwin-
digkeit dreht sich auch der Strom iind um, weil dann
iind der Flußvergrößerung entgegenwirken muß.

Bild EG9102C
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9.10.3. Gegeninduktion

Bislang wurde das Magnetfeld einer Spule mit einem Strom und einer Spannung untersucht. Sind zwei Spulen
magnetisch gekoppelt, so entsteht eine Gegeninduktion. In einer Spule wird eine Spannung induziert, aufgrund
des Magnetfeldes (Ursache Strom) einer zweiten Spule. Am besten läßt sich dieses nach dem Überlagerungsprin-
zip herleiten. Dazu wird erst das Magnetfeld des Stromes i1, dann das Magnetfeld von i2 betrachtet und anschlie-
ßend überlagert. Die Magnetfelder der Ströme i1 und i2 sind in  Bild EG9103A schematisch angedeutet.

Bild EG9103A

Folgende Anteile des magnetischen Flusses sind aus Bild EG9103A feststellbar:

011 Fluß durch Spule 1 durch Spule 1 erzeugt 
022 Fluß durch Spule 2 durch Spule 2 erzeugt 
012 Fluß durch Spule 1 durch Spule 2 erzeugt 
021 Fluß durch Spule 2 durch Spule 1 erzeugt 

Aus der Überlagerung beider Flüsse ergibt sich 

01 = 011 + 012 02 = 021 + 022

Die Teilflüsse können mit Hilfe der magnetischen Leitwerte durch die Ströme ausgedrückt werden:

011 = �11*N1*i1 012 = �12*N2*i2

021 = �21*N1*i1 022 = �22*N2*i2

Durch Einsetzen der Teilflüsse in die Gesamtflüsse lassen sich die Gesamtflüsse in Abhängigkeit der Ströme
ausdrücken:

01 = �11*N1*i1 + �12*N2*i2 02 = �21*N1*i1 + �22*N2*i2

Über das Induktionsgesetz

u1 
 N1�
d01

dt
u2 
 N2�

d02

dt

ergeben sich durch Ableitung der Gesamtflüsse die Spannungen der Spulen:

u1 
 N1��11�N1

di1

dt
� N1��12�N2

di2

dt
u2 
 N2��21�N1

di1

dt
� N2��22�N2

di2

dt

Mit den Induktivitäten:

(9.34)L1 
 �11�N 2
1

(9.35L2 
 �22�N 2
2
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und der Gegeninduktivität

M21 = M21 = M = N1*N2*�12 = N1*N2*�21 (�12 = �21 ohne Beweis) (9.36)

lassen sich die Spannungen in Abhängigkeit der Ströme angeben:

(9.37)u1 
 L1

di1

dt
� M

di2

dt

(9.38)u2 
 M
di1

dt
� L2

di2

dt

Die Koppelung von Spule 1 auf Spule 2 ist gleich groß der Kopplung von Spule 2 auf Spu-
le 1.

Beispiel:
Das Beispiel könnte einen Transformator symbolisieren. Zwei Spulen befinden sich auf einem Kern. Durch den
kleinen Steg 3 fließt ein Fluß, der nicht durch Spule 1 und Spule 2 gemeinsam fließt. Dieses symbolisiert den
Streufluß durch Luft bei einem Transformator.

Bild EG9103B

gegeben:

Bereich 1: l1 = 20 cm A1 = 10 cm2 N1 = 1000
Bereich 2: l2 = 16 cm A2 = 10 cm2 N2 = 200
Bereich 3: l3 =  5 cm A3 = 0.2 cm2

µrFe = 1000 u1 = 100 V*sin(7t), i2 = 0, f = 50 Hz

gesucht: L1, L2, M, u2(t), i1(t)
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A] Formelmäßige Lösung

i2 = 0

01 = �ges1*�1 = �ges1*i1*N1

�23 = �2 + �3�ges1 


�1��23

�1 � �23

�ges1 


�1�(�2 � �3)

�1 � �2 � �3

L1 
 N
2
1��ges1 
 N

2
1

�1�(�2 � �3)

�1 � �2 � �3

L2 
 N
2
2

�2�(�1 � �3)

�1 � �2 � �3

0ges1 
 �1��ges1 
 N1�i1��ges1 
 N1�i1�
�1�(�2 � �3)

�1 � �2 � �3

02 
 0ges1

�2

�2 � �3


 N1�i1�
�1��2

�1 � �2 � �3

u2 
 N2�
d02

dt

 N2�N1�

�1��2

�1 � �2 � �3

di1

dt

 M�

di1

dt

M 


�1��2

�1 � �2 � �3

N1�N2

allgemein:

u1 
 L1�
di1

dt
� M�

di2

dt
u2 
 L2�

di1

dt
� M�

di2

dt
i2 = 0

u1 
 L1�
di1

dt
u2 
 M

di1

dt

u2

u1




M
L1




�1��2

�1 � �2 � �3

N1�N2

�1��2 � �1��3

�1 � �2 � �3

N
2
1




�1��2

�1��2 � �1��3

�

N2

N1




1

1 �

�3

�2

N2

N1

�3

�2




µ�
A3

l3

µ�
A2

l2




A3�l2

A2�l3




0.2�16
10�5


 0.064

u2

u1




1
1 � 0.064

�

200
1000


 0.1880 


1
5.32
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Zahlenwertmäßige Lösung:

�1 
 µ0�µr�
A1

l1


 1.257�10	6 Vs
Am

�1000� 10�10	4 m 2

0.2 m

 6.285�10	6 Vs

A

�2 
 µ0�µr�
A2

l2


 1.257�10	6 Vs
Am

�1000� 10�10	4 m 2

0.16 m

 7.856�10	6 Vs

A

�3 
 µ0�µr�
A3

l3


 1.257�10	6 Vs
Am

�1000� 0.2�10	4 m 2

0.05 m

 0.5028�10	6 Vs

A

�23 
 �2 � �3 
 8.359�10	6 Vs
A

�ges1 


�1��23

�1 � �23


 3.588�10	6 Vs
A

L1 
 N
2
1��ges1 
 (1000)2

�3.588�10	6 Vs
A


 3.588 H

X1 
 7�L1 
 2%�50 1
s
�3.588 H 
 1127 6

î
1



û
1

j X1


 	j
û

1

X1

u1 = û1*sin(7t) û1 = û1�-90°

î1 


û1

X1




100 V
1127 6


 88.73 mA

î
1

 	j

û1 �	90°

X1




û1

X1

�	180°

i1(t) = -88.73 mA*cos(7t)

11(t) 
 �ges1�i1(t)�N1 
 3.588�10	6 Vs
A
�(	88.73 mA)�1000�cos(7t) 
 	318.4�10	6 Vs�cos(7t)

12(t) 


�2

�2 � �3

�11(t)

�2

�2 � �3




7.856
7.856 � 0.5028


 0.9398

12(t) 
 
 	0.2992�10	3 Vs�cos(7t)

u2(t) 
 N2�
d12

dt

 200�0.2992�10	3Vs�314.2 1

s
�sin(7t) 
 18.80 V�sin(7t)
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9.10.4. Schaltung von Induktivitäten

9.10.4.1. Reihenschaltung ohne magnetischer Kopplung

Bild EG91041A

u = u1 + u2

L di
dt


 L1�
di
dt

� L2�
di
dt


 (L1 � L2)
di
dt

L = L1 + L2 (9.39)

9.10.4.2. Reihenschaltung mit magnetischer Kopplung

Bild EG91042A

u1 
 L1�
di
dt

� M�

di
dt

u2 
 M�

di
dt

� L2�
di
dt

u 
 u1 � u2 
 (L1 � 2M � L2)�
di
dt


 L� di
dt

L = L1 + 2M + L2 (9.40)

9.10.4.3. Experimentelle Bestimmung einer Gegeninduktivität

Methode: Die Induktivität LA bei Reiheschaltung zweier Induktivitäten mit positiver Koppelung M wird be-
stimmt. Die Klemmen einer Induktivität werden vertauscht, dadurch ergibt sich eine negative Koppelung. Die
Induktivität LB bei negativer Koppelung wird auch gemessen. Aus der Differenzbildung von LA und LB kann ma-
thematisch die Gegeninduktivität M bestimmt werden.

A] LA messen mit M > 0 LA = L1 + 2M + L2 

B]  LB messen mit M < 0  LB = L1 - 2M + L2 

LA -LB = 4M

(9.41)M 


LA 	 LB

4

9.10.4.4. Parallelschaltung von Induktivitäten mit magnetischer Koppelung



9.10. Selbst- und Gegeninduktion   103

Version 1.2             21. Dezember 2000

 

Bild EG91044A

u1 = u2 = u

u1 
 L1�
di1

dt
� M�

di2

dt

 u

u2 
 M�

di1

dt
� L�

di2

dt

 u

L1 M

M L2

di1/dt

di2/dt

 u

1

1

di1/dt

di2/dt



1

L1�L2 	 M 2

L2 	M

	M L1

�u
1

1



1

L1�L2 	 M 2

L2 	 M

	M � L1

u

di1

dt



L2 	 M

L1�L2 	 M 2
u

di2

dt



	M � L1

L1�L2 	 M 2
u

di
dt




di1

dt
�

di2

dt



L1 � L2 	 2M

L1�L2 	 M 2
�u

u 


L1�L2 	 M 2

L1 � L2 	 2M
�

di
dt


 L di
dt

(9.42)L 


L1�L2 	 M 2

L1 � L2 	 2M

9.10.4.5. Parallelschaltung von Induktivitäten ohne magnetische Koppelung
 

Bild EG91045A

Mit M = 0 ergibt sich nach dem vorigen Abschnitt:

(9.43)L 


L1�L2

L1 � L2
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9.10.5. Selbstinduktion einer langen geraden Doppelleitung

Bild EG9105A

Die Selbstinduktion (Induktivität L) einer langen geraden Doppelleitung nach Bild EG9105A soll bestimmt wer-
den.

Methode: Der magnetische Fluß 0(i) durch die Leiterschleife wird berechnet. Ableitung des Flusses ergibt mit N
= 1 die induzierte Spannung

u 
 	uind 


d0(i)
dt


 Konstante � di
dt

Der obere Ausdruck wird mit der Definition der Induktivität (9.33) verglichen

u 
 L� di
dt

Jeder der beiden Leider in Bild EG9105A liefert einen Beitrag zum Gesamtfluß der Spule. Sind beide Radien
r1 = r2 = r0 der Leiter gleich, ergeben sich aus Symmetriegründen auch gleiche Flußanteile der beiden Leiter.

0 = 01 + 02 = 2*01

Der Fluß ergibt sich aus der Integration der Flußdichte über der Fläche:

0 = , B dA dA = l*dr

Somit kann der Fluß eines Leiters angegeben werden:

01 
 P
r
a

r
0

B�l�dr

Aus Kap. 9.8.1 ist die Flußdichte eines Einzelleiters bekannt:

B in



µ0�i

2%r 2
0

�r

B au



µ0�i

2%
�

1
r

Da für den Innenbereich und den Außenbereich unterschiedliche Funktionen gelten, muß der Integrationsweg des
oberen Integrals bei r = a unterbrochen werden:

01 
 P
r0

r
0

B in
r (r)�l�dr � P

a

r
r0

B au
r (r)�l�dr 
 0

in
1 � 0

au
1
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Berechnung des Flusses im Innenraum des Leiters: 

0
in
1 
 P

r0

r
0

B in
r (r)�l�dr 
 P

r0

r
0

µ0�i

2%r
2
0

�r�l�dr 


µ0�i�l

2%r
2
0

�

1
2

r 2
r0

r
0



µ0�i�l

2%r
2
0

1
2

r
2
0 


µ0i�l

4%

Berechnung des Flusses im Außenraum zwischen den Leitern:

0
au
1 
 P

a

r
r0

B au
r (r)�l�dr 
 P

a

r
r0

µ0�i

2%
1
r
�l�dr 


µ0�i�l

2%
�ln(r)

a

r
r0




µ0�i�l

2%
�ln a

r0

Da der innere Fluß die Leiterschleife nur zur Hälfte durchsetzt (linearer Anstieg von B) darf dieser nur zur Hälfte
bewertet werden! Danach ergibt sich der Gesamtfluß:

0 
 2
0

in
1

2
� 0

au
1 


µ0�i�l

%

1
4
� ln a

r0

u 


d0

dt



µ0�l

%

1
4
� ln a

r0

di
dt


 L� di
dt

(9.44)L 


µ0�l

%

1
4
� ln a

r0
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9.10.6. Wirbelströme, Stromverdrängung, Wirbelstrombremse

Versuch 17: Hochfrequenzspule und Eisen

Bild EG9106A

Teilmessung A Teilmessung B

f = 2 MHz f = 2 MHz
Phasenverschiebung fast 90° Phasenverschiebung 50°
Pv � 0 sehr große Verluste Pv

Kommentar zur Messung
Bekannt war schon, daß Eisen die Induktivität einer Spule erhöht. Wie aber ist die Tatsache zu erklären, daß
durch das Eisen auch der ohmsche Widerstand der Spule erhöht wird?

Physikalische Erklärung
Anhand von Bild EG9106B soll das beobachtete Phänomen erläutert werden.

L1: gedachte Leiterschleife 1
L2: gedachte Leiterschleife 2

Das Eisen wird vom magnetischen Fluß 0 durchsetzt.
Das Eisen ist elektrisch leitfähig. Im Bild EG9106B
sind zwei gedachte Leiterschleifen eingezeichnet, die
mehr oder weniger vom magnetischen Wechselfluß
durchsetzt werden. Nach dem Induktionsgesetz be-
wirkt eine Flußänderung in einer Leiterschleife eine
induzierte Spannung. Die induzierte Spannung ver-
ursacht in dem in Bild EG9106B einzeichneten Leiter-
schleifen einen Strom, der im Kreis fließt. Man
spricht von Wirbelströmen.

Bild EG9106B

Man könnte sich die Effekte der Teilmessung B auch nach dem Transformatorprinzip erklären. Die Einspeisung
stellt eine Spule dar. Der Eisenstab ist eine kurzgeschlossene Spule mit einer Windung. Nach dem Transforma-
torprinzip treten zwei gekoppelte Spulen in Wechselwirkung.

Die Teilmessung B verdeutlicht das Prinzip der induktiven Erwärmung, welches in der Elektrowärme-Industrie
Anwendung findet.

Fazit: Wird ein elektrischer Leiter von einem veränderlichen magnetischen Fluß durch-
setzt, treten Wirbelströme auf.
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Versuch 18: Messung des ohmschen Widerstandes eines Cu-Vollrohres

Bild EG9106C

gemessen: l = 5 m Leiterlänge
d = 10 cm Durchmesser
I = 30 kA DC, f = 0 Hz Pv- = 10.3 kW
I = 30 kA AC, f = 50 Hz Pv

�

 = 27.0 kW

Berechnen des Widerstandes aus der Messung

R
	



Pv	

I 2



10.3�103 VA

(30�103 A)2

 11.4 µ6

R
�




Pv�

I 2



27.0�103 VA

(30�103 A)2

 30.0 µ6

Berechnung des theoretischen Kupferwiderstandes

RCu 


l
L�A




5 m

56
m

6mm 2
�

%

4
�(100 mm)2


 11.4 µ6

Der Gleichstromwiderstand entspricht dem rechnerich erwarteten Widerstand. Bei Wechselstrom tritt ein zusätz-
licher Effekt auf.

Physikalische Erklärung

L1, L2 gedachte Leiterschleifen

Bild EG9106D

Anhand von Bild EG9106D soll das beobachtete Phänomen erläutert werden.
Nach Kap. 9.8.1 tritt auch im Inneren eines Leiters ein Magnetfeld auf, das
von der Leitermitte nach außen linear zunimmt. Somit bewirkt ein Wechsel-

strom i(t) bei den in Bild EG9106D eingezeichneten gedachten Leiterschleifen eine Flußveränderung. Diese Än-
derung des Flusses verursacht nach dem Induktionsgesetz eine induzierte Spannung und somit auch Wirbelströ-
me. Nach der rechten Hand-Regel und Umkehrung der Richtung wegen des Induktivitätsgesetzes (uind = - d0/dt),
erhält man die nach Bild EG9106D eingezeichnete Stromrichtung iind. Diese induzierten Ströme verringern die
Stromdichte in der Mitte des Leiters und verstärken die Stromdichte am Außenrand. Man spricht vom Stromver-
drängung.

Fazit: Bei einem von Wirbelstrom durchflossenen Leiter erfolgt eine Stromverdrängung
in die Außenbereiche.
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Tip für Praxis

=> Verdrängung in die Randbereiche

Bild EG9106E

Bild EG9106E zeigt das Ergebnis einer theoretischen Untersuchung (siehe Kap. 9.17.3). Die Stromdichte wird
in die Randbereiche verdrängt. Die Stromdichte kann durch eine äquivalente Rechteckfläche mit der Eindringtie-
fe h ersetzt werden. Für die Berechnung von Wechselstromwiderständen R

�

 muß diese Eindringtiefe vom Außen-
rand des Leiter berücksichtigt werden. Die Eindringtiefe beträgt (siehe Kap. 9.17.3):

h 


2

7�µ�L

oder als relative Formel

h 


1 cm

f
50 Hz

�µr�
L

50 m

6mm 2

Für die wichtige Frequenz von f = 50 Hz für Kupfer läßt sich berechnen

h = 9.54 mm

Man spricht hier von Stromverdrängung. Der Strom wird bei allen Leitern nach außen verdrängt. Bei höheren
Frequenzen fließt der Strom nur noch an der Oberfläche; er bildet sozusagen eine Haut. Daher auch der Name
Skin-Effekt. Die theoretische Berechnung dieses Effekt gestaltet sich etwas schwieriger. In der Regel rechnet der
Praktiker mit der äquivalenten Eindringtiefe h. D.h. falls der Leiterradius größer ist als die äquivalenten
Eindringtiefe h, muß mit den Querschnittsflächen gerechnet werden, die sich nicht weiter als die Eindringtiefe
h von der Oberfläche befinden.  Der Skin-Effekt nimmt mit der Frequenz zu, bei Gleichstrom (f = 0) ist die Ein-
dringtiefe �.
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h
r2

r1

Beispiel:

gegeben: Cu-Leiter
d = 1 mm Durchmesser
l = 5 m Länge
f = 1 MHz
LCu = 56*106 A/Vm
µr = 1

gesucht: R
�

 
Lösung:

Berechnung der Eindringtiefe:

h 


2
2%�f�µ�L




2

2%�106 1
s
�1.257�10	6 Vs

Am
�56�106 A

Vm


 0.0672 mm

Berechnung der wirksamen Querschnittsfläche:

r2 


d
2



1 mm
2


 0.5 mm

r1 = r2 - h = 0.5 mm - 0.0672 mm = 0.4328 mm

Bild EG9106F

A 
 %�(r 2
2 	 r 2

1 ) 
 %�[(0.5 mm)2
	 (0.4328mm)2] 
 0.1969 mm 2

Berechnung des Widerstandes:

R 


l
L�A




5 m

56 m

6mm 2
�0.1969 mm 2


 0.453 6
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Versuch 19: Wirbelstrombremse

Bild EG9106G Bild EG9106H

Messung A Messung B

I = 0 I g 0
Scheibe läuft leicht. Scheibe wird abgebremst.

Physikalische Erklärung

Bild EG9106I

Die physikalische Erklärung erfolgt mit Hilfe von Bild EG9106I, das den Ausschnitt aus der Scheibe darstellt, der
sich unterhalb der Pole befindet.

Aufgrund der Bewegung eines Leiters im Magnetfeld ergibt sich nach (9.30) eine induzierte Feldstärke

3E 
 	3vx 3B

Die Richtung von  kann unter Beachtung des Minuszeichens in Bild EG9106I eingezeichnet werden. Die indu-3E
zierte Feldstärke E ruft Wirbelströme hervor, die in entgegengesetzter Richtung zu E fließen, weil E als Span-
nungsquelle angesehen werden kann. Innerhalb der Spannungsquelle fließt der Strom von “-” nach “+”. Damit
ist die Stromdichte entgegengesetzt zu E gerichtet. Die positiven (gedachten Ladungsträger) bewegen sich in die
gleiche Richtung als die Stromdichte:

Richtung ( 3E) 
 	Richtung (3J) 
 	Richtung [vel (� q)]

Auf die Wirbelströme mit der Geschwindigkeit vel und der Ladung +q wirkt eine Kraft nach (9.1)

3F 
 q�3vel × 3B

Die Kraftrichtung kann mit Hilfe der Rechten-Hand-Regel in Bild EG9106I eingezeichnet werden. Man stellt
fest: Kraft und Geschwindigkeit sind entgegengesetzt gerichtet. Die Scheibe wird gebremst.
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9.11. Energie und Magnetismus

9.11.1. Energie einer Induktivität 

Die elektrische Energie, die eine ideale Induktivität aufgenommen hat, muß gleich der magnetischen Energie
sein:

Wm = Wel = ,i*u*dt u 
 L� di
dt

Wm 
 Pi�L� di
dt
�dt 
 LPi�di

(9.45)Wm 


1
2
�L�i 2




1
2
�L�I 2

analog     Wel 

1
2

C�u 2 Wkin 


1
2

m�v 2

9.11.2. Energie des Magnetfeldes

bekannt: H 


I�N
l

Bild EG93A

Für das homogene Feld der Kreisringspule nach Bild EG93A soll die magnetische Energie berechnet werden. Die
magnetische Energie wird wieder gleich der elektrisch zuführten Energie gesetzt:

Wm = Wel = ,i*u*dt u 
 N� d0
dt

, i*N = H*l 0 = B*A, d0 = A*dBWm 
 Pi�N� d0
dt
�dt 
 Pi�N�d0 H 


i�N
l

Wm = ,(H*l)*(A*dB) = A*l ,H*dB A*l = V

Wm = V*,H*dB magnetische Energie (9.46)
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wm 


Wm

V

 PH�dB

Dichte der magnetische Energie (9.47)

Das Integral ,HdB soll anhand des Bildes EG9112A physikalisch interpretiert werden.

Bild EG9112A: Schraffierte Fläche als Energiedichte
des magnetischen Feldes

Die Vorschrift ,HdB sagt aus, daß Werte von H aufsummiert (integriert) werden müssen für verschieden B-Werte
(in Abhängigkeit von B). Die in Bild EG9112A schraffierte Fläche stellt somit die Energiedichte dar, die notwen-
dig ist um vom dem Zustand (H = 0, B = 0) in den Zustand (H = H1, B = B1) zu gelangen.

Für eine lineare MKL kann in (9.47) H durch H = B/µ ersetzt werden:

wm 
 P
B1

B
0

B
µ
�dB 


1
2µ

B 2
B1

B
0



1
2µ
�B 2

1

wm 


1
2µ

B 2



1
2µ

(µH)2



1
2

µ�H 2



1
2

µ H�H 


1
2

H�B

(9.48)wm 


B 2

2µ



1
2

µ�H 2



1
2

H�B
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Beispiel:

Bild EG9112B

gegeben: AFe = 20 cm2 a) I = 1.5 A
lFe = 40 cm b) I = 4 A
N = 1000 c) I = 10 A
MKL siehe oben

gesucht: W

Lösung: H 


I�N
lFe

a) Ha 


1.5 A�1000
0.4 m


 3750 A
m

b) Hb 


4 A�1000
0.4 m


 10000 A
m

c) Hc 

10 A�1000

0.4 m

 25000 A

m

Teillösung a) Methode: Wm 


1
2
�L�I 2

Da für H = 0 bis H = Ha = 3750 A/m die MKL einen linearen Verlauf aufweist, kann die gespeicherte magneti-
sche Energie Wm mit Hilfe der Induktivität L berechnet werden.

L 
 N 2
�� 
 N 2

�

µ�A
l

µ 


Bmax

HEck




2 T
5000 A/m

L 
 N 2
�

Bmax

HEck

� A

l

 N 2

Bmax�A

l�HEck


 10002

2 Vs

m 2
�20�10	4 m 2

0.4 m�5000 A
m


 2 Vs
A


 2 H

Wm 


1
2
�L�I 2




1
2
�2 Vs

A
�(1.5 A)2


 2.25 Ws
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Teillösung a) Methode: wm = ,,HdB

Bild EG9112C

Aus Bild EG9112C kann die Größe der schraffierten Fläche abgelesen werden:

wm 


1
2
�Ba�Ha 


1
2
�1.5 Vs

m 2
�3750 A

m

 2813 Ws

m 2

V = AFe*lFe = 20*10-4 m2*0.4 m = 0.8*10-3 m3

Wm 
 V�wm 
 0.8�10	3 m 3
�2813 Ws

m 3

 2.25 Ws

Teillösung b:

Bild EG9112D

Für Feldstärken H > 5000 A/m vergrößert sich die schraffierte Fläche nicht mehr, d.h. auch die gespeicherte
Energie wird ab H > 5000 A/m nicht mehr größer. Die MKL im Bild EG9112B ist nur eine Annahme. Im Reali-
tät ist immer noch eine sehr kleine Steigung �B/�H = µ0 vorhanden, die auch die gespeicherte Energie noch ein
wenig erhöht. Aus Bild EG9112D kann die Größe der schraffierten Fläche abgelesen werden:

wm 


1
2
�2 Vs

m 2
�5000 A

m

 5000 Ws

m 3

Wm 
 V�wm 
 0.8�10	3 m 3
�5000 Ws

m 3

 4 Ws

Teillösung c:

Wie schon unter b) erwähnt erfolgt ab H > 5000 A/m keine Erhöhung der gespeicherten Energie mehr.

Wm = 4 Ws
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9.12. Magnetismus und Verluste

9.12.1. Hystereseverluste PVH

Bei Anwendung von Wechselströmen wird die MKL zyklisch im Takt der Frequenz f durchfahren. Die gespei-
cherte Energie wurde im letzten Abschnitt behandelt. Bei Wechselstrom verändert sich die gespeicherte Energie
entsprechend der MKL. Innerhalb einer Periodendauer wird die Hysterese-Kennlinie einmal durchfahren. Die
Energie-Verhältnisse für die positive Halbperiode zeigen die Bilder EG9121A und EG9121B.

Bild EG9121A: Benötigte Energie zum Bild EG9121B: Beim Entmagnetisieren wieder
Aufmagnetisieren abgegebene Energie

In Bild EG9121A repräsentiert die schraffierte Fläche die notwendige Energie zum Aufmagnetisieren. Die schraf-
fierte Fläche in Bild EG9121B ergibt die wieder abgegebene Energiedichte beim Entmagnetisieren. Durch Ver-
gleich der Bilder EG9121A und EG9121B ergibt sich der Inhalt der Hysterese-Kennlinie als Differenz zwischen
aufgebrachter und zurückerhaltener Energiediche während einer Periode des Wechselstromes. Die Energiedichte
wird zum Ummagnetisieren in Form von Reibung benötigt. Man spricht von Ummagnetisierungsverlusten oder
Hystereseverlusten. Der Inhalt der Hysterese-Kennlinie nach Bild EG9121C entspricht den Verlustenergiedichte
WHys während einer Periode.

Bild EG9121C: Inhalt der Hysterese-Kennlinie als Energieverlustdichte pro Periode 

wHys = AHys - Inhalt der Hysterese-Kennlinie

WHys = V*wHys

PVH � fPVH 
 PHys 

WHys

�t



WHys

T

 f�WHys
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Bild EG9121D: Einfluß von  auf die VerlusteB̂

Bild EG9121D zeigt zwei Hysterese-Kennlinien, einmal bei  und einmal . Da beide AchsenB̂ 
 B0 B̂ 
 B0/2

etwa um ½ gestreckt werden, gehen die Verluste um 1/4 zurück. Die Verluste (Energieinhalt der Hysterese-Kenn-
linie) sind in etwa proportional zum Quadrat der Flußdichte. 

PVH � B̂
2

Zusammenfassend:

PVH � f�B̂
2

Die Hysterese- oder Ummagnetisierungs-Verluste sind proportional zur Frequenz und
zum Quadrat der Flußdichte. 

Beispiel:

Bild EG9121E
gegeben: AFe = 20 cm2

lFe = 40 cm
f = 50 Hz

 B̂ 
 2 T
MKL nach Bild EG9121E b) 

gesucht: PVH

Lösung: Aus Bild EG9121Eb):

AHys 
 4 T�2500 A
m


 104 Ws

m 3

wVH 
 VFe�wVH 
 AFe�lFe�wVH 
 20�10	4 m 2
�0.4 m�104 Ws

m 3

 8 Ws

PVH 
 wVH�f 
 8 Ws�50 1
s

 400 W



9.12. Magnetismus und Verluste    117

Version 1.2             21. Dezember 2000

9.12.2. Wirbelstromverluste PVW

Nach Kap. 9.10.6 werden in jedem Leiter der einen veränderlichen magnetischen Fluß aufweist, Wirbelströme
induziert, also auch in jedem Eisen zur Flußleitung bei Wechselstromanwendungen. Ohne Ableitung kann ange-
geben werden: 

PVW � L�f 2
�B̂

2
�d 2

Die Wirbelstromverluste sind proportional zu:

 - der Leitfähigkeit L
 - dem Quadrat der Frequenz f
 - dem Quadrat des Maximalwertes der Flußdichte
 - dem Quadrat der Blechdicke d bzw. der Eindringtiefe

Bei Wechselstrom-Magnetfeldanwendungen werden ausschließlich dünne isolierte Bleche eingesetzt, damit die
Verluste gering gehalten werden. 

9.12.3. Gesamte Eisenverluste

PVFe = PVH + PVW

Zur Ermittlung der Verluste gibt der Hersteller eine Verlustziffer V in W/kg an. Der Index der Verlustziffer gibt
den zehnfachen Maximalwert der Flußdichte in Tesla an.
 

Bezeichnung d/mm V10  W/Kg V15 W/Kg B/T(H=104A/m) Füllfaktor

V 360 - 50 B 0.5 3.6 8.2 1.77 0.95

V 150 - 50 B 0.5 1.5 3.6 1.70 0.95

V  90 - 35 B 0.35 0.9 2.3 1.70 0.93

V 360 - 50 A 0.5 3.6 8.1 1.78 0.97

V 150 - 50 A 0.5 1.5 3.5 1.71 0.97

V 110 - 35 A 0.35 1.1 2.7 1.71 0.95

Bei Mittelfrequenz-Maschinen f = 400 Hz werden Bleche von d = 0.1 mm eingesetzt.

Der Füllfaktor ist durch die Isolierung der Bleche bedingt.

Erfahrungswert:     bei     B = 1 T
PVW

PVH

� 0.3
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9.13. Magnetfeld und Kräfte

9.13.1. Kraft auf einem stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld

Eingangs im Kap. 9.1 wurde das Magnetfeld anhand der Kräfte erklärt. Dabei wurde die Grundgleichung der
Lorentz-Kraft (9.1) aufgestellt, mit der die Flußdichte B definiert wurde:

3F 
 Q�3vx 3B

F = Q*v*B

Obere Kraft gilt für Ladungsträger mit der Ladung Q. Betrachtet werden soll nun ein kurzes Leiterstück der
Länge dl und der Ladung dQ

dF = dQ*v*B (A)

Die Ladung ergibt sich aus Strom und Zeit

dQ = i*dt (B)

und v ist die resultierende Bewegungsgeschwindigkeit. Die Ladung dQ hat in der Zeit dt die Streck dl
zurückgelegt

(C)v 


dl
dt

Einsetzen von (B) und (C) in (A) ergibt:

dF 
 i�dt� dl
dt
�B 
 i�dl�B

Die Kraft ist ein Vektor, i ein Skalar, l und B sind auch Vektoren. Nach (9.1) steht die Lorentz-Kraft senkrecht
auf Geschwindigkeit (in Richtung des Leiters) und der Flußdichte B. Vektoriell kann die obere Gleichung
angegeben werden:

(9.49)dF 
 i�d3l × 3B

Für einen geraden Leiter der länge l ergibt sich: 

(9.50)F 
 i�3l x 3B

Interpretation: Ein stromdurchflossener Leiter erfährt im Magnetfeld eine Kraft. Die Richtung der Kraft steht
(nach dem Kreuzprodukt) senkrecht auf Flußdichte und Leiterrichtung. 

Stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld ist die Basis der Elektromotoren. In der Regel werden zwei Spulen
benötigt. Eine erzeugt das Magnetfeld (da kann auch ein Dauermagnet verwendet werden) und die andere wird
von dem Strom durchflossenen, auf dem eine Kraft wirkt.
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9.13.2. Kraft auf zwei parallele Leiter

Bild EG9132A

Die Kraft auf die Leiter in Bild EG9132A dargestellten Leiter soll berechnet werden. Das Magnetfeld von Leiter
1 am Ort des Leiters 2 ergibt sich nach Kap. 9.8.1:

B 


µ0�i

2%�a

F = i*l*B weil l und B senkrecht aufeinander stehen

F 
 i�l
µ0�i

2%�a

 i 2

�

µ0�l

2%�a

(9.51)F 
 i 2
�

µ0�l

2%�a

9.13.3. Kraft von Elektromagneten

Prinzip: Die Kraft wird aus der Änderung der magnetischen Energie nach dem Ort abgeleitet, weil
angenommen werden kann, daß die mechanische Arbeit über das Magnetfeld übertragen wird.

Wmech = Wmag

dWmech

ds



dWmag

ds

(9.52)F 


dWmag

ds

Die Kraft ist die Ableitung der magnetischen Energie nach dem Weg in Kraftrichtung.

Beispiel 1: Kraft auf einen Leiter der Länge l im Magnetfeld B

dWm = u*i*dt = (E*l)*i*dt = v*B*l*i*dt v 


dl
dt

dWm 


dl
dt
�B�l�i�dt 
 dl�B�l�i

(siehe auch  Kap. 9.13.1)F 


dWm

dl

 B�l�i
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Beispiel 2:

Berechnung der Kraft eines Zugmagneten

gegeben: A = 2 cm2 konstant im magnet. Kreis
N = 500
I = 1 A
lFe = 20 cm
lLuft = 2 s
a) µrFe � � => WmFe = 0
b) µrFe = 2000

Bild EG9133A

gesucht: F

Lösung  a:

HL 


i�N
2s

HFe 

BFe

µrFe




BFe

�

 0

VL = 2*s*A

Wm 


1
2

µ0�H 2
L�VL 


1
2

µ0
i�N
2 s

2

�2�s�A 


1
4

µ0�i 2
�N 2

�A� 1
s

F 


dWm

ds

 	

1
4

µ0�i 2
�N 2

�A� 1

s 2

F 
 	µ0�A i�N
2 s

2


 	µ0�A�H 2

 	A B 2

µ0

Achtung: Die Fläche A wird hier zweimal vom Fluß durchflossen. In manchen Literaturstellen wird die
Formel für die Kraft folgendermaßen angegeben:

F 
 A � B 2

2 µ0

Die Fläche A* = 2 A ist dann die gesamte vom Fluß durchflossene Fläche.

Zahlenwerte:

F 
 	1.257�10	6 Vs
Am

�2�10	4 m 2
�

(1A)2
�5002

4 s 2

1 mm 2

�

1

(10	3 m)2

 	 15.7 VAs

m
1

(s/mm)2

 	15.7 N� 1

(s/mm)2
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Lösung  b:

RmLu 


2 s
µ0�A

RmFe 


lFe

µ0�µr�A

Rm 
 RmLu � RmFe 

1

µ0�A
2 s �

lFe

µr

� = I*N

0 


�

Rm




I�N�µ0�A

2 s �
lFe

µr

B 


0

A



I�N�µ0

2 s �
lFe

µr


 BFe 
 BLu

Wm 


1
2

B 2

µ
�V 


1
2

B 2
VFe

µ0�µrFe

�

VL

µ0

Wm 


1
2

B 2 1
µ0

�

A�lFe

µrFe

� A�2s 


1
2

B 2

µ0

�A
lFe

µrFe

� 2 s

Wm 


1
2

I 2
�N 2

�µ2
0

2s �
lFe

µr

2

1
µo

�A�
lFe

µrFe

� 2 s 


1
2

A�I 2
�N 2

�µ0
1

2s �
lFe

µ0

F 


dWm

ds



1
2

A�I 2
�N 2

�µ0
	1

2s �
lFe

µr

2
�2

F 
 	A�I 2
�N 2

�µ0
1

2s �
lFe

µr

2

 	A B 2

µ0

Anmerkung: Auch hier ergibt sich die gleiche Gleichung in Abhängigkeit von B als ohne Berücksichtigung
des Eisens.

Zusammenfassung der Ergebnisse:

a) F 
 	

1
4

µ0�A(I�N)2
�

1

s 2
F 
 	A B 2

µ0

b) F 
 	

1
4

µ0�A(I�N)2
�

1

s �
lFe

2µr

2
F 
 	A B 2

µ0

Während für µr � � der Pol bei Null war, verschiebt dieser sich aufgrund des Eisens auf

	

lFe

2µr


 	

200 mm
2000�2


 	0.05 mm
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9.14. Transformator, Überträger, Meßwandler

Zwei gekoppelte magnetische Spulen bilden einen Transformator oder in der Nachrichtentechnik auch genannt
einen Überträger. In der Meßtechnik ist die Bezeichnung Meßwandler üblich. Die Theorie zum Transformator
wurde schon in Kap. 9.10.3 (Gegeninduktion) aufgezeigt. Hier wurde die Kopplung zweier Spulen mathematisch
hergeleitet. In diesem Abschnitt soll die Anschauung und praktische Berechnung mit Transformatoren aufgezeigt
werden.

9.14.1. Der ideale Transformator

9.14.1.1. Herleitung der Formeln des idealen Transformators

Bild EG91411A: Prinzip des idealen Transformators

Die Prinzipien des idealen Transformators lauten:

A] Die Wicklungswiderstände sind Null:

R1 = R2 = 0

B] Eisen hat eine sehr große Permeabilität. Für den idealen Transformator wird µrFe als unendlich
angesehen:

µrFe   => �

Durch hohe (unendliche) Permeabilität wird der Fluß vom Eisen geführt, so daß gilt:

01 = 0h = -02

Die Gesamtdurchflutung ergibt sich aus der Summe der Einzeldurchflutungen:

�ges = �1 + �2

�ges = N1*I1 - N2*I2 (A)

Mit den Gesetzen des magnetischen Kreises läßt sich �ges ebenfalls berechnen:

0h 
 �ges�� 
 �ges�
µ0�µr�A

l

�ges 
 0h�
l

µ0�µr�A

Mit dem Grenzübergang µr � � ergibt sich bei sonst endlichen Größen (der oberen Formel), daß beim idealen
Transformator die Gesamtdurchflutung Null wird:
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µr � � => �ges = 0 (B)

Durch die Verknüpfung von (A) und (B) läßt sich das Verhältnis der Ströme beim idealen Transformator
bestimmen:

�ges = N1*I1 - N2*I2 = 0

N1*I1 = N2*I2 

I2

I1




N1

N2

Das Verhältnis von N1 zu N2 wird als Übersetzungsverhältnis definiert:

  - Übersetzungsverhältnis Transformator (9.53)ü 


N1

N2

Damit läßt sich das Verhältnis der Ströme auch mit Hilfe von ü angeben:

 (9.54)
I2

I1




N1

N2


 ü

Beim idealen Transformator verhalten sich die Ströme umgekehrt proportional zu den
Windungszahlen.

Wie aber sieht nun das Verhältnis der Spannungen aus? Dazu erfolgt ein sinusförmiger Ansatz des Flusses:

 0(t) 
 0̂�sin(7t)

Mit dem Induktionsgesetz

u 
 N� d0
dt

ergibt sich durch differenzieren:

u(t) 
 0̂�7�N�cos(7t)

Aus der oberen Gleichung läßt sich der Scheitelwert der Spannung u(t) ablesen:

û 
 0̂�7�N

Elektrische Größen werden als Effektivwerte und magnetische Größen (B, 0, H) als Maximalwerte
(Scheitelwerte) angegeben . Mit

und 7 = 2%*fU 


û

2

läßt sich der Effektivwert der Spannung berechnen

U 


0̂�2%�f�N

2

Mit dem Zahlenwert
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2%

2

 4.44

ist die obere Gleichung bekannt als

Transformatorgleichung ,Transformator-Entwurfsgleichung (9.55)U 
 4.44�f�N�0̂

 

Der Transformatorbauer benutzt diese Gleichung um den Querschnitt des Eisens zu dimensionieren.  muß0̂

begrenzt werden, damit der Sättigungsbereich der Magnetisierungskennlinie nicht erreicht wird

0̂ 
 B̂�A

Bild EG91411B

Zweitens ist aus der Transformatorgleichung ersichtlich, was passiert, wenn sich die Frequenz ändert. (USA 60
Hz, Japan 50/60 Hz). Schließt man einen europäischen Trafo in den USA ans Netz ist der Fluß geringer => er-
laubt. Die Spannung könnte sogar noch erhöht werden.

Die Berechnung des Spannungsverhältnis erfolgt mit


01
 = 
0h
 = 
02


über die Transformatorgleichung

U1 = 4.44*f*N1*01 = 4.44*f*N1*0h 

U2 = 4.44*f*N2*02 = 4.44*f*N2*0h 

durch Division der beiden oberen Gleichungen ergibt sich das Spannungsverhältnis

U1

U2




N1

N2

Dieses läßt sich auch mit Hilfe des Übersetzungsverhältnis ausdrücken:

 -956
U1

U2




N1

N2


 ü

Beim idealen Transformator verhalten sich die Spannungen wie die Windungszahlen.

Mit den Verhältnissen (9.54) und (9.56) läßt sich ein Ersatzschaltbild (ESB) des idealen Transformators angeben:
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Bild EG91411C: ESB des idealen Transformators

Am anschaulichsten ist die Berechnung - mit einem idealen Transformator im Kreis - anhand eines Beispiels zu
erläutern, siehe Kap. 9.14.1.3.

9.14.1.2 Zusammenfassung der Formeln des idealen Transformators 

Das Übersetzungsverhältnis ist das Verhältnis der Windungszahlen:

ü 


N1

N2

Beim idealen Transformator verhalten sich die Spannungen wie die Windungszahlen:

U1

U2




N1

N2


 ü

Die Ströme dagegen sind umgekehrt proportional zum Verhältnis der Windungszahlen:

I1

I2




N2

N1




1
ü

Der Fluß im Eisenkern des Transformators ist verknüpft mit der Spannung und der Frequenz. Die Beziehung ist
bekannt als Transformatorgleichung:

U 
 4.44�f�N�1̂
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9.14.1.3 Beispielberechnung mit idealem Transformator

Beispiel:

Eine Wechselspannung von Uq = 220 V mit Rq = 100 6 Innenwiderstand wird mit einem idealen Transformator
(ü = U1/U2 = 10) und dem Lastwiderstand RL = 10 6 verbunden, siehe Bild EG91413A.

Bild EG91413A

Für den idealen Transformator in Bild EG91413A wird das ESB aus Bild EG91411C eingesetzt, das Ergebnis ist
in Bild EG91413B dargestellt.

Bild EG91413B

Auf der Eingangsseite des Transformators werden transformierte Größen definiert:

I1' = ü*I1 (9.57)

-958U �

1 


U1

ü

Mit (9.54) und (9.56) umgestellt

I1 


I2

ü

U1 = U2*ü

ergibt sich

I �1 
 ü�
I2

ü

 I2

U �

1 


U2�ü

ü

 U2

daß die transformierten (mit Strich versehenen) Eingangsgrößen gleich den Ausgangsgrößen beim idealen
Transformator sind, siehe Bild EG91413C.
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Bild EG91413C

Es ist auch die umgekehrte Transformation der Größen möglich, daß die Ausgangsgrößen mit Strich versehen
werden (in diesem Kapitel nicht angewandt). Da nun aber die Ströme und Spannungen links und rechts im ESB
von Bild E91413C gleich sind, können die Punkte A und B sowie C und D miteinander verbunden werden, ohne
eine Auswirkung auf die elektrischen Größen. Damit ergibt sich ein neues ESB in Bild EG91413D.

Bild EG91413D: ESB mit idealem Transformator

Durch die Transformation der einen Seite wurde das ESB des idealen Transformators auf zwei leitende Verbin-
dungen zurückgeführt.

Bleibt noch die Umrechnung der Widerstände:

Z �

1 


U �

1

I �1

Einsetzen von (9.57) und (9.58) ergibt,

Z �

1 


U1/ü

I1�ü



U1

I1

�

1

ü 2



Z1

ü 2

daß die Widerstände mit dem Quadrat des Übersetzungsverhältnisses umgerechnet werden müssen.

Die Umwandlung der Leistungen kann ebenso berechnet werden:

S1' = I1'*U1'

S �

1 


U1

ü
�I1�ü 
 U1�I1 
 S1

Die Leistungen werden durch die Transformation nicht beeinflußt.
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Zusammenfassung: Transformation der Strichgrößen

I1' = ü*I1 -957

U �

1 


U1

ü

-958

Z �

1 


Z1

ü 2

-959

S1' = S1 -960

Die Eingangsgrößen werden also wie folgt in die Strichgrößen umgewandelt:

Spannungen durch ü dividieren
Ströme mit ü multiplizieren
Widerstände durch ü2 dividieren
Leistungen bleiben erhalten

Eselsbrücke für die Umwandlung von Widerständen:

- Die gestrichenen Spannungen werden mit ü an die nicht gestrichene Seite angepaßt.
- Die gestrichenen Widerstände müssen mit ü2 transformiert werden.
- An der höheren Spannung ist auch der höhere Widerstand vorhanden.

Zurück zum Beispiel
Uq und Rq werden mit Hilfe von (9.58), (9.59) umgerechnet:

U �

q 


Uq

ü



220 V
10


 22 V R �

q 


Rq

ü 2



100 6

102

 1 6

Obere Größe werden in das ESB, Bild EG91413D eingetragen, Ergebnis siehe Bild EG91413D.

Bild EG1413E: ESB zur Berechnung von Bild EG91413A

In diesem Abschnitt wurden - nur zur Herleitung - sehr viele Zwischenschritte vorgenommen. Man sollte aus dem
Bild EG91413A sofort das Bild EG1413E angeben können. Nur die Transformation auf die gegebenen Strich-
größen (hier Uq', Rq') muß dann noch vorgenommen werden.

Aus Bild EG91413E  können die Ströme I1' und I2 und die Spannungen U und Ui' sofort bestimmt werden:

I �1 
 I2 


U �

q

R �

q � RL




22 V
10 6 � 1 6


 2 A U �

Rq 
 I �2�R �

q 
 2 A�1 6 
 2 V

U = I2*RL = 2 A*10 6 = 20 V

Als letztes bleibt die Umrechnung der Strichgrößen auf die Original-Größen mit Hilfe von (9.57) und (9.58)

I1 


I �1
ü




2 A
10


 0.2 A URq 
 U �

Rq�ü 
 2 V�10 
 20 V



9.14. Transformator, Überträger Meßwandler    129

Version 1.2             21. Dezember 2000

9.14.2. Der reale Transformator

Der ideale Transformator ist schon aus Abschnitt 9.14.1 bekannt. Dabei wurden Größen einer Seite mit dem
Übersetzungsverhältnis (ü = N1/N2) transformiert zu Strichgrößen. Der reale Transformator läßt sich realisieren
durch die Reihenschaltung eines idealen Transformators und eines realen mit zwei gleichen Windungszahlen,
dazu sind dann auf der linken Seite in Bild E9142A schon Strichgrößen eingeführt.

Bild EG9142A: Prinzipschaltbild zur Herleitung der Transformator Gleichungen.

Aus Bild EG9143A ergeben sich für die Wicklungen folgende Flüsse:

01 = 0S1 + 0h (A)

02 = 0S2 - 0h (B)

Die Flüsse 0S1 und 0S2 werden als Streuflüsse bezeichnet, 0h als Hauptfluß. Mit dem Induktionsgesetz

u 
 N� d1
dt

und zwei Maschenumläufen aus Bild EG9142A erhält man:
 

(C)u �

1 
 R �

1�i �1 � N�
d01

dt

 (D)u2 
 	R2�i2 	 N�
d02

dt

Einsetzen von (A) in (C) und (B) in (D) ergibt:
 

(E)u �

1 
 R �

1�i �1 � N�
d0S1

dt
� N�

d0h

dt

(F)u2 
 	R2�i2 	 N�
d0S2

dt
� N�

d0h

dt

Es ist bekannt, daß ein Ausdruck

u(t) 
 N� d0
dt

mit Hilfe der Induktivität umgeformt werden kann in

u(t) 
 L� di
dt
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und weiter mit Hilfe der komplexen Rechnung umgerechnet werden kann:

U = j7L*I

Damit läßt sich transformieren

in j7L*I (G)N� d0
dt

Die Gleichungen (E) und (F) mit Hilfe von (G) in komplexe Gleichungen überführt ergibt:

(H)U�

1

 R �

1�I�
1
� j7L �

S1�I�
1
� j7LhIh

(I)U
2

 	R2�I

2
	 j7LS2�I

2
� j7Lh�I

h

Mit

X �

1 
 7L �

S1

X2 = 7LS2

Xh= 7Lh

läßt sich (H) und (I) umschreiben

(J)U �

1 
 R �

1�I �1 � j�X �

1�I �1 � j�Xh�Ih

(K)U2 
 	R2�I2 	 j�X2�I2 � j�X2�Ih

Jetzt ist nach einem ESB zu suchen, welches die Gleichungen (J) und (K) erfüllt. Dazu soll das ESB in Bild
EG9142B untersucht werden.

Bild EG9142B: Vermutliches ESB des Transformator

Repräsentiert das Bild EG9142B die Gleichungen (J) und (K)? Die Gleichung (J) ergibt sich aus dem Umlauf in
der linken Masche, die Gleichung (K) aus dem Umlauf der rechten Masche.

Die einzelnen Elemente in Bild EG9142B repräsentieren

- Wicklungsverluste in der Wicklung 1R �

1

R2 - Wicklungsverluste in der Wicklung 2

- Streufluß in der Wicklung 1X �

1

X2 - Streufluß in der Wicklung 2
Xh - Hauptfluß des Transformators
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PVH � B̂
2
�f

Verluste im Transformator

Transformatorverluste

 Kupferverluste Eisenverluste

Hystereseverluste Wirbelstromverluste

Kupferverluste (Wicklungsverluste)

PVCu � I2

Hystereseverluste

Wirbelstromverluste

b - BlechbreitePVW � B̂
2
�f 2

�b 2

Da die Wirbelstromverluste proportional zur Breite sind, werden elektrische Maschinen geblecht.

Gesamte Eisenverluste

PVFe 
 PVH � PVW � B̂
2

Die Kupferverluste treten im ESB, Bild EG9142B, in den Wicklungswiderständen  und R2 auf. Wo aber tretenR11

die Eisenverluste auf? Da die Größe des magnetischen Haupt-Flusses (auch Flußdichte) von und  uh abhängigXh1

sind  und die Eisenverluste proportional   sind , ergeben sich die Eisenverluste proportional . Dieses istB̂
2

u 2
h

durch einen ohmschen Widerstand an uh zu realisieren.
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9.14.3. Ersatzschaltbild (ESB)

Bild EG9143A: Vollständiges ESB des Transformators

Kurzschluß ESB

Im Kurzschluß und im Nennbetrieb gilt: , I2, >> IhI �1

Damit kann der Querzweig (Rh, Xh) aus Bild EG9143A vernachlässigt werden. Die Widerstände werden zusam-
mengefaßt:

Rk 
 R �

1 � R2

Xk 
 X �

1 � X2

Bild EG9143B: Kurzschluß-ESB

Leerlauf ESB
Im Leerlauf I2 = 0 tritt kaum Spannungsabfall an  und  auf, weil Ih << IN.  Dieses bedeutet, daß der Längs-R �

1 X �

1

zweig mit  und  aus Bild EG9143A vernachlässigt werden kann, man erhält das Leerlauf ESB in BildR �

1 X �

1

EG9143C.



9.14. Transformator, Überträger Meßwandler    133

Version 1.2             21. Dezember 2000

Bild EG9143C: Leerlauf-ESB
9.14.4. Relative Kurzschlußspannung

Eine sehr wichtige Definition ist die relative Kurzschlußspannung (steht auf dem Typenschild). Die Messung der
relativen Kurzschlußspannung, siehe Bild EG9144A ist wie folgt definiert:

- Eine Transformatorseite wird kurzgeschlossen
- Auf der anderen Transformatorseite wird die Kurzschlußspannung Uk so eingestellt, daß Nennstrom IN

fließt.

Uk = Kurzschlußspannung
uk = relative Kurzschlußspannung

Bild EG9144A: Schaltung zur Messung der Kurzschlußspannung

Die relative Kurzschlußspannung ergibt sich als die absolute Kurzschlußspannung bezogen auf die Nennspan-
nung

-961uk 
 100 %
Uk

UN

9.14.5. Bestimmung der ESB-Daten

Die Elemente des ESBs können bestimmt werden

- durch Messung
- durch Berechnung mit Hilfe des Typenschildes

Ein Transformator-Anwender rechnet, wenn vorhanden, mit dem Typenschild-Daten. Dagegen wird der
Transformator-Bauer den Transformator zur Berechnung der Typenschild-Daten durchmessen. Auch wenn keine
Typenschild-Daten vorhanden sind, muß gemessen werden.

Bestimmung der ESB-Daten durch Messung

Zur Bestimmung der Daten des vollständigen ESB müssen zwei Messungen vorgenommen werden: Kurzschluß-
messung und Leerlaufmessung.
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A] Kurzschlußmessung:

Die Kurzschlußmessung kann ober- und unterspannungsseitig erfolgen, siehe Bilder EG9145A und EG9145B.
Das zur Kurzschlußmessung verwendete ESB ist das Kurzschluß-ESB.

Bild EG9145A: Kurzschlußmessung, Bild EG9145B: Kurzschlußmessung,
oberspannungsseitig unterspannungsseitig

Eingestellt wird der Nennstrom:

(I1 = IN) I2 = I2K = I2N I �1 
 I �1K 
 I �1N

Gemessen bzw., berechnet mit ü werden:

 - Kurzschlußspannung - U2KU �

1K

 - Kurzschlußverluste - P2KP �

1K

Daraus werden die oberen Daten XK, RK berechnet:

ZK 


U �

1K

I �1K

ZK 


U2K

I2K

PK 
 I �1K
2
�RK PK 
 I 2

2K�RK

RK 


P 2
1K

I �K
2

RK 


PK

I 2
2K

XK 
 Z 2
K 	 R 2

K XK 
 Z 2
K 	 R 2

K

ZK 


UK

IK

PK 


PK

I 2
K

XK 
 Z 2
K 	 R 2

K
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B] Leerlaufmessung:

Die Leerlaufmessung kann auch ober- oder unterspannungsseitig durchgeführt werden, siehe Bild EG9145C und
EG9145D. Das zur Leerlaufmessung verwendete ESB ist das Leerlauf-ESB.

Bild EG9145C: Leerlaufmessung, Bild EG9145D: Leerlaufmessung,
oberspannungsseitig unterspannungsseitig

Eingestellt wird die Nennspannung:

, (U1 = UN1) U2 = U20 = UN2U �

1 
 U �

10 
 U �

1N

Gemessen (bzw. mit ü umgerechnet) werden:

- Leerlaufstrom - I20I �10

P10 - Leerlaufverluste - P20

Daraus können die oberen Daten Rh und Xh berechnet werden:

Yh 


I �10

U �

10

Yh 


I20

U20

P10 


U �

10
2

Rh


 Gh�U �

10
2

P20 


U 2
20

Rh


 Gh�U 2
20

1
Rh


 Gh 


P10

U �

10
2

1
Rh


 Gh 


P20

U 2
20


Bh
 


1
Xh


 Y 2
h 	 G 2

h 
Bh
 


1
Xh


 Y 2
h 	 G 2

h

Yh 


I0

U0




1
Zh

1
Rh


 Gh 


P0

U 2
0


Bh
 


1
Xh


 Y 2
h 	 G 2

h
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Zk 


Uk

Ik

IK 
 I2N 


SN

UN2

UK 


uK

100 %
�UN2

Zk 


uk

100 %
�UN2

SN

UN2

PVCuN 
 I 2
2N�RK 


SN

U2N

2

�RK

Bestimmung der ESB-Daten aus den Typenschild

Auf dem Typenschild eines Transformators steht z.B.

uk = 13 % SN = 10 kVA
UN1 = 20 kV UN2 = 1 kV
PVCuN = 50 W

Was kann aus den oberen Daten ermittelt werden? Die Daten Xh und Rh können nicht daraus ermittelt werden,
wohl aber XK und RK.

Zk 

uk

100 %
�

U 2
N2

SN

RK 
 PVCuN�
U 2

2N

S 2
N

XK 
 Z 2
K 	 R 2

K

Ergebnis zu oben: ZK = 12 6 RK = 0.5 6 XK = 11.99 6
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9.14.6. Der Drehstromtransformator
       
Drehstrom ist Drei-Phasen-Wechselstrom, wobei die Phasen jeweils um 120( verschoben sind. Ein Transformator
wäre im Prinzip auch mit drei Wechselstrom-Transformatoren aufzubauen, dieses ist aber nicht üblich. Einen
möglichen Aufbau eines Drehstrom-Transformator zeigt Bild EG9146A.

Bild EG9146A: Möglicher Aufbau eines Drehstromtransformators

Drei Wicklungen besitzen sechs Anschlüsse. Zum Energietransport werden nur drei Leitungen benötigt. Dieses
bedeutet, daß die Wicklungen entsprechend verschaltet werden. Am bekanntesten sind Dreieck- und Sternschal-
tung.

Unterspannungswicklung (US) und Oberspannungswicklung (OS) können unterschiedlich verschaltet werden.
Dabei kann sich eine Phasenverschiebung zwischen OS und US ergeben.

Kennzeichnung der Schaltgruppe

Erster Buchstabe groß: Oberspannungswicklung OS
D - Dreieck
Y - Stern
Z - Zickzack

Zweiter Buchstabe klein: Unterspannungswicklung US
d - Dreieck
y - Stern
z - Zickzack

Zusatz zum ersten oder zweiten Buchstaben
N - Nulleiter ist OS herausgeführt (nicht für D)
n - Nulleiter ist US herausgeführt (nicht für d)

evtl. dritter Buchstabe:
Nicht jeder Transformator kann unsymmetrisch oder nichtlinear belastet werden, weil Flußausgleich
(�0 = 0) im Transformator vorhanden sein muß. Manche Transformatoren sind deshalb mit einer zusätzlichen
im Dreieck geschalteten Wicklung ausgestattet, die nicht nach außen geführt ist. Bei symmetrischer Last ist die
Kreisspannung Null und bewirkt keinen Kreisstrom. Bei unsymmetrischer Last sorgt diese Wicklung für Flußaus-
gleich.

Kennzahl
Die Kennzahl mit 30( multipliziert ergibt die Nacheilung der US-Spannung gegenüber der OS-Spannung.

Schaltgruppe setzt sich zusammen aus:
- ersten Buchstaben
- zweiten Buchstaben
- evtl. dritten Buchstaben
- Kennzahl

Beispiel für Kennzeichnung einer Schaltgruppe:

Yd 5 => OS Stern US Dreieck 150° Phasenverschiebung
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9.14.7. Beispiel mit Transformator

Ein ohmscher Widerstand R = 1.2 6 wird über eine Leitung (RL = 50 m6, XL = 400 m6) und einen Transforma-
tor (SN = 100 kVA, UN1 = 10 kV, UN2 = 400 V, uk=10 %, PVCuN = 2 kW) aus einem 10 kV - Netz (XNetz=56) ver-
sorgt. Zu bestimmen sind sämtliche Ströme und Spannungen und die Leistung an R:

gegeben: Netz: UNetz = 10 kV XNetz = 5 6
Trafo: UN1 = 10 kV  UN2 = 400 V

SN = 100 kVA uk = 10 % PVCuN = 2 kW
Leitung: RL = 50 m6 XL = 400 m6
Verbraucher: R = 1.2 6

ESB

Bestimmung der ESB-Daten

ü 


UN1

UN2




10 kV
0.4 kV


 25

Umrechnung auf Strichgrößen: U �

q 


UNetz

ü



10 kV
25


 400 V

X �

Netz 

XNetz

ü 2



5 6

252

 8 m6

Trafo: Zk 


uk

100 %

U 2
N2

SN




10 %
100 %

(400 V)2

100�103 VA

 160 m6

Rk 
 PVCuN

U 2
N2

S 2
N


 2�103 VA (400 V)2

(100�103 VA)2

 32 m6

Xk 
 Z 2
k 	 R 2

k 
 (160 m6)2
	 (32 m6)2


 157 m6

Stromberechnung:

I2 
 I �1 


U �

q

(X �

Netz � Xk � XL)2
� (Rk � RL � R)2

I2 
 I �1 


400 V

(8 m6 � 157 m6 � 400 m6)2
� (32 m6 � 50 m6 � 1200 m6)2


 285.5 A

Spannungsberechnung:

U 
 R�I2 
 1.2 6�285.5 A 
 342.6 V

U2 
 X 2
L � (RL � R)2

�I2 
 (400 m6)2
� (50 m6 � 1200 m6)2

�285.5 A 
 374.7 V

U �

1 
 (Xk � XL)2
� (Rk � RL � R)2


 (157 � 400)2
� (32 � 50 � 1200)2m6�285.5 A 
 399.1 V

Zurücktransformation der Strichgrößen: I! 

I �1
ü




285.5 V
25


 11.42 A

U1 
 U �

1�ü 
 399.1 V�25 
 9.98 kV
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9.14.8. Der Transformator in Matrizenschreibweise

Hier soll dem Transformator  als Vierpol nach Bild EG9148A behandelt werden.

Bild EG9148A: Transformator als Vierpol

gegeben: U1

gesucht: I1,  U2, I2  benötigt:  drei komplexe Gleichungen

bekannt aus Kap. 9.10.3, Gleichung (9.37) und (9.38):

u1 
 L1

di1

dt
� M21

di2

dt

u2 
 M12

di1

dt
� L2

di2

dt

Überführung in komplexe Schreibweise, wobei Differentiation die Multiplikation mit j7 bedeutet. 

U1 = j7L1I1 + j7MI2

U2 = j7MI1 + j7L2I2

Die dritte noch notwendige Gleichung ergibt sich nach dem ohmsche Gesetz:

U2 = -I2*Z

Die letzte Gleichung in die zwei oberen eingesetzt:

7L1I1 + j7MI2 = U1

j7MI1 + j7L2I2  + I2*Z = 0

Im Matrix-Schreibweise umgeformt:

j7L1 j7M

j7M j7L2�Z

I
1

I
2




U
1

0

Die obere Matrix läßt sich interpretieren als die eines Gleichungssystems, aufgestellt nach dem Maschenstrom-
verfahren. Die Maschenströme, siehe Bild EG9148A, sind die Ströme I1 und I2. In der Hauptdiagonale stehen die
in den Kreisen direkt vorhandenen komplexen Widerstände, mit L1 und L2 als positive Größen. In den Neben-
elementen standen bei einem normalen Netzwerk die von zwei Maschenströmen gleichzeitig durchflossenen kom-
plexen Widerstände, also die Koppelelemente. Auch hier beim Transformator, stehen in den Nebenelementen  die
magnetischen Koppelungen in Form der Gegeninduktivität. Achtung Vorzeichen! Umklemmen nur einer Spule
(des Transformators) bewirkt nur ein Vorzeichenwechsel in M.
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9.15. Luftspaltaufweitung

ALuft = (1+b)*AFe

Bild EG915A

Faktor b << 1 empirisch ermitteln
Achtung: Beachtung des Eisenfüllfaktors
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9.16. Verhalten an Grenzflächen

Ht1 = Ht2

Bt1

µ1




Bt2

µ2

Bt1

Bt2




µr1

µr2

Bild EG916A

Bn1 = Bn2

µ1*Hn1 = µ2*Hn2

Hn1

Hn2




µr2

µr1

Bild EG916B

Bild EG916C

Ht1 = Ht2 tan(�1) 


Ht1

Hn1

Hn1

Hn2




µr2

µr1

tan(�2) 


Ht2

Hn2

tan(�1)

tan(�2)



Ht1

Hn1

Ht2

Hn2




Ht1

Ht2

�

Hn2

Hn1


 1�
µr1

µr2

tan(�1)

tan(�2)



µr1

µr2

Verhalten Eisen-Luft µr2 = µrFe � � µr1 = µrLuft = 1

=> tan(�1)  =  0  => Feldlinien stehen auf Eisen senkrecht
tan(�1)

tan(�2)



1
�

� 0
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9.17. Magnetische und elektrische Felder

9.17.1. Vergleich elektrischer und magnetischer Felder

Größe Strömungsfeld Elektrostatisches Feld magnetisches Feld

Feldstärke 3E V
m

3E V
m

3H A
m

Felddichte 3J A

m 2
3D As

m 2
3B Vs

m 2

Zusammenhang 3J 
 L� 3E 3D 
 �0��r
3E 3B 
 µ0�µr�

3H

Naturkonstante
-

�0 
 8.854�10	12 As
Vm

µ0 
 1.257�10	6 Vs
Am

Fluß I [A] 5 [As] 0 [Vs]

Zusammenhang I 
 P3Jd 3A 5 = ,DdA 0 = ,BdA

Anregung, Spannung U 
 P 3Ed3s U 
 P 3Ed3s V 
 P 3Hd3s

Widerstand R V
A

-
Rm

A
Vs

Leitwert G 


1
R

A
V

C As
V

� 


1
Rm

Vs
A

Zusammenhang I = G*U 5 = C*U 0 = �*V

Zusammenhang Strom,
Spannung

u = R*i i 
 C� du
dt

u 
 L� di
dt

Leitwert homogenes Feld G 
 L�
A
l

C 
 ��
A
l

� 
 µ�A
l

gespeicherte Energie
- We 


1
2

CU 2 Wm 


1
2

L�I 2

Feldenergie pro Volumen
- we 


1
2
3E� 3D wm 


1
2
3H� 3B

Wert für homogenes Feld G 
 L
A
l

C 
 �
A
l

L 
 N 2µ A
l
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9.17.2. Maxwell-Gleichungen (nicht klausurrelevant)

Maxwell-Gleichungen in integraler Form:

Die erste Maxwell-Gleichung ist schon als Durchflutungsgesetz bekannt:

Q
R.v.A.

3Hd3s 
 P
(A)

P3Jg d 3A

Die gesamte Stromdichte Jg ergibt sich aus der elektrischen Strömung in Leitern J und der Verschiebungsstrom-
dichte:

Jg 

3J � d

dt
3D 
 L 3E � J

.
3E

Die zweite Maxwell-Gleichung ist als Induktionsgesetz bekannt. Für eine Leiterschleife gilt:

Q
R.v.A.

3Ed3s 
 	

d0
dt


 	

d
dt P

(A)
P 3B d 3A 
 P

(A)
P

3dB
dt

dA

Die dritte Maxwell-Gleichung sagt aus, daß der Verschiebungsfluß über die Oberfläche eines geschlossenen
Gebietes die eingeschlossene Ladung ergibt:

PP
A.v.G

3D�d 3A 
 QG

Da es keine eingeschlossenen magnetischen Ladungen gibt, ist das Integral der magnetischen Flußdichte über ein
geschlossenes Gebiet Null. Dieses Aussage liefert das vierte Maxwell-Gesetz:

PP
A.v.G

3B�d 3A 
 0

Zur vollständigen Berechnung werden die außer den Maxwell-Gleichungen die Material-Eigenschaffen benötigt:

3B 
 f( 3H) 3B 
 µ0�µr�
3H

3D 
 f( 3E) 3D 
 �0��r�
3E

3J 
 f( 3E) 3J 
 L� 3E

Satz von Stokes

Zur Umformung der oberen Gleichung wird der Satz von Stokes benötigt, der hier ohne Herleitung angegeben
werden soll:

Q
R.v.A

3xd3s 
 P
A
Prot( 3x )d 3A

Aussage: Das geschlossene Linienintegral des Vektors  über den Rand der Fläche A ist gleich dem Flächeninte-3x
gral über die Rotation des Vektors .3x
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Maxwell-Gleichungen in differentieller Form

Die Maxwell-Gleichung in integraler Form sind noch relativ anschaulich zu verstehen. Die Feldberechnung er-
folgt in der Regel mit Hilfe der Maxwell-Gleichung in differentieller Form. Die sich ergebenden, meist partiellen
DGLn, müssen gelöst werden. Anhand der ersten Maxwell-Gleichung soll die Umformung von integraler nach
differentieller Form gezeigt werden. Die erste Maxwell-Gleichung:

Q
R.v.A.

3Hd3s 
 P
(A)

P3Jg d 3A

wird mit Hilfe des Satzes von Stokes

Q
R.v.A

3Hd3s 
 P
(A)

Prot( 3H)d 3A

umgeformt:

P
(A)

Prot( 3H)d 3A 
 P
(A)

PJg d 3A

P
(A)

P rot( 3H) 	 3Jg d 3A

Ein Integral ist nur dann für verschiedene Flächen A Null, wenn auch der Integrand Null wird:

 rot( 3H) 	 3Jg 
 0

Ersetzen von  ergibt die 1. Maxwell-Gleichung in differentieller Form:3Jg

 

1.Maxwell-Gleichungrot( 3H) 

3Jg 


3J �

d
dt

3D

2.Maxwell-Gleichungrot( 3E) 
 	

d
dt
3B

3.Maxwell-Gleichungdiv( 3D) 
 '

4.Maxwell-Gleichungdiv( 3B) 
 0

Materialgleichung3B 
 my 3H

Materialgleichung3D 
 �� 3E

Materialgleichung3J 
 L� 3E
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9.17.3. Beispiel für die Anwendung des Maxwell-Gleichungen (nicht klausurrelevant)

Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung für langsam veränderliche (quasistationäre) Felder:

rot 3H 

3J rot 3E 
 	

.
3B

div 3D 
 ' div 3B 
 0

ergeben sich (ohne Ableitung) im inneren eines Leiters die partiellen Differentialgleichungen

� 3H 
 Lµ
.
3H � 3E 
 Lµ

.
3E � 3J 
 Lµ

.
3J

mit dem Nabla Operator z.B. in kartesischen Koordinaten:

� 


02

0x 2
�

02

0y 2
�

02

0z 2

Für einen komplexen sinusförmigen Ansatz

3H 
 Re 3H�e j7t 3E 
 Re 3E�e j7t 3J 
 Re 3J�e j7t

ergeben sich die partiellen DGLn für die Phasoren ,  und :3H 3E 3J

� 3H 
 j7L�µ 3H 


2j

h 2
3H

� 3E 
 j7L�µ 3E 


2j

h 2
3E

�3J 
 j7L�µ 3J 


2j

h 2
3J

mit der Eindringtiefe h

h 


2
7Lµ

Lösung: numerisch oder DGL für eine angepaßte Koordinaten-Richtungen.

Phasoren sind komplexe Zeiger in Vektorform (komplexer Zeiger für jede Koordinatenrichtung).
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h 


2
2%�f�L�µ




2

2%�50 1
s
�56�106AV 	1m 	1

�1.257�10	6 Vs
Am


 9.51 mm

J
Z
(x) 
 J

01
�e

1�j
d

x

� J
02
�e

	
1�j
d

x


 J
03

cosh 1 � j
h

�x � J
04
�sinh 1 � j

h
�x

I 
 P
�b/2

x
	b/2

J
0
cosh 1�j

h
x a�dx 


h
1�j

J
0
a�sinh 1�j

h
x �����

b/2

x
	b/2

I 
 2 h�a
1 � j

J
0
�sinh 1 � j

h
�

b
2

Beispiel:

Der innere komplexe Widerstand einer Kupferschiene von a × b = 1 cm × 10 cm und l = 5m Länge ist bei f = 50
Hz zu bestimmen (L = 56*106 AV-1m-1).

Lösung 1: (aufwendig)

Bild EW_A341A

DGL: nur z-Komponente�J
Z



2j

h 2
�J

Z

Lösung der oberen homogen DGL durch Ansatz eines Polynoms in �:

J��
Z
	

2j

h 2
J

Z

 0

=>�2
	

2j

h 2

 0 � 
 ± 2 j

h 2

 ± 1 � j

h

Da =>J(x
	b/2
	5cm) 
 J(x
�b/2
�5cm) J
Z
(x) 
 J

0
�cosh 1�j

h
x

I = ,JZ dA dA = a*dx
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J
0



I

2�h�a
(1 � j) 1

sinh (1 � j) b
2h

U 


l
L
�J

0
�cosh 1 � j

h
�

b
2

I 
 2 h�a
1 � j

�J
0
�sinh 1 � j

h
�

b
2

Z 


U

I



l
2�L�h�a

cosh (1 � j) b
2h

sinh (1 � j) b
2h

(1 � j)

Z 


l
2L�h�a

1

(1 � j) b
2h

(1 � j) 


l
L�a�b

J(x) 


I

2�h�a
(1 � j)

cosh (1 � j) x
h

sinh (1 � j) b
2h

=> Verdrängung in die Randbereiche

Bild EW_A341B

E(x) 


1
L

J(x) U 
 l�E x
 b
2




l
L
�J x
 b

2

Grenzfall (hohe Stromverdrängung)b
2h

>> 1

Z 


l
2L�h�a

(1 � j) 
 R � jX R 


l
L�a�(2h)

=> Strom fließt nur in den Randbereichen mit den Abstand h, hier an zwei äußeren Seiten des Rechtecks.

Grenzfall (keine Stromverdrängung)b
2h

<< 1

=> Der gesamte Leiter steht zur Stromleitung zur Verfügung.
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I 
 2a� P
�

x
0

J
0
�e

	(1�j) x
h
�dx

I 
 2a�J
0

h
	(1 � j)

e
	(1�j) x

h �����
�

x
0

Z 


U

I



J
0

L
l

2�a�h
1 � j

J
0


 (1 � j) l
2a�h�L

Lösung 2: für (h << b)

Bild EW_A341C

DGL: �J
Z



2j

h 2
�J

Z

Lösung der oberen homogen DGL durch Ansatz eines Polynoms in �:

J��
Z
	

2j

h 2
J

Z

 0

=>�2
	

2j

h 2

 0 � 
 ± 2 j

h 2

 ± 1 � j

h

nur "-" weil J(x=�) = 0J
Z
(x) 
 J

0
�e

	(1�j) x
h

 J

0
�e

	
x
h
�e

	j x
h

E(x
0) 
 J
0
�

1
L

U 
 E(x
0)�l 

J

0

L
�l

dA = a*dxI 
 2� P
�

x
0

J
Z
(x)�dA

=>I 


2a�h
1 � j

�J
0

JZ(x) 


2a�h
1 � j

�e
	

x
h
�e

	j x
h

Fazit: Näherung ist möglich, indem mit dem Querschnitt gerechnet wird, der mit der Eindringtiefe von Rand
entfernt ist.
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10. Ausgleichsvorgänge, Schaltvorgänge

10.1. Einleitung

10.1.1. Problemstellung

In den Kapiteln 2 und 3 (1. Semester) wurden Gleichstromkreise ohne Energiespeicher (kein L, kein C) nur mit
ohmschen Widerständen R berechnet. Im Kap. 2 wurden einfache Gleichstromkreise und im Kap. 3 vermaschte
Gleichstromkreise behandelt.

Im Kap. 6 (2. Semester) erfolgte mit Hilfe der komplexen Wechselstromrechnung die Analyse von vermaschten
Wechselstromnetzen mit Widerständen R, Induktivitäten L und Kapazitäten C. Dabei wurde nur der
eingeschwungene Zustand berechnet, der den Übergang beim Einschalten nicht berücksichtigt.

In diesem Abschnitt soll das Einschalten von Quellen behandelt werden:
1. Gleichspannungsquellen
2. Wechselspannungsquellen

Die schon zur Behandlung von  Gleich- und Wechselstromnetzen bekannten Verfahren und Gesetzte:
-   Maschenumlauf
-   Knotenpunktregel
-   komplexes Ohmsches Gesetz
-   Netzwerksberechnungsmethoden

sollen auf Einschaltvorgänge erweitert werden.

Die folgende Tabelle zeigt den Zusammenhang zwischen Strom i und Spannung u an den drei Elementen Wider-
stand R, Induktivität L und Kapazität C. Die Gleichungen für den Zeitbereich und für die komplexe Wechsel-
stromrechnung sind schon bekannt. Die Laplace-Transformation läßt sich durch den Übergang von j7 nach p
erklären. In der folgenden Tabelle sind durch Ersetzten von  j7 durch p die Laplace-transformierten  Widerstände
schon eingetragen. Der Beweis dieser Maßnahme erfolgt in Kap. 10.1.4.

Element Zeitbereich komplex Laplace

u = i*R Z(j7) = R Z(p) = R

u 
 L� di
dt

Z(j7) = j7L Z(p) = pL

i 
 C� du
dt

Z(j7) 


1
j7C

Z(p) 


1
pC

Die Netzwerkanalyse mit Hilfe schon bekannter Regeln ergibt mit den Zusammenhängen an L und C die zeitliche
Ableitung von physikalischen Größen in den Gleichungen, diese werden bekanntlich Differentialgleichungen
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(DGLn) genannt. Die Netzwerkanalyse ergibt lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten.

Aus der Mathematik sind für die Lösung von linearen DGLn mit konstanten Koeffizienten zwei Standardmetho-
den bekannt:

- Lösung im Zeitbereich
- Laplace Transformation

Zusätzlich sollen in diesem Abschnitt noch Methoden erläutert werden, mit der der Praktiker mit weniger Auf-
wand eine Lösung erhält:

- Bei nur einem Energiespeicher (L, C) im Kreis kann ein vereinfachtes Verfahren angegeben
werden, siehe Abschnitt 10.2.5.5.

- Bei Wechselstromnetzen wurde ein Gleichungssystem in j7 mit Zahlenwerten gelöst, hier muß
ein Gleichungssystem in p allgemein gelöst werden.

In der Mathematik wird das Lösen von DGLn gezeigt. Hier ist auch das Aufstellen der DGL gefordert. Es werden
auch Tips zur vereinfachten Lösung gegeben.

Die Lösung einer inhomogen linearen DGL mit konstanten Koeffizienten ergab sich aus der Addition von homo-
gener und spezieller Lösung. In diesem Kapitel wird gezeigt, daß die homogene Lösung den Übergangsvorgang
nach dem Schalten beschreibt und für t � � verschwindet. Bei Schalten von Gleichspannungsquellen ist die spe-
zielle Lösung, die Lösung  für t � � oder für Gleichstrom (C offen, L kurzschließen), siehe Kap. 10.2. Bei Schal-
ten von Wechselspannungsquellen ist die spezielle Lösung der Zeitverlauf, der sich mit Hilfe der komplexen
Rechnung ermitteln läßt, Beweis Kap. 10.3.

y(t) = yhom(t) + yspe

Lösung des Schaltvorgangs = Ausgleichsvorgang + Lösung für t � �

Da die Lösung von linearen DGLn mit konstanten Koeffizienten in diesem Kapitel häufig benötigt wird, erfolgt
in den nächsten zwei Abschnitten die Wiederholung der wichtigsten  Regeln der Methode im Zeitbereich und der
Laplace Transformation.
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10.1.2. Extrakt: Praktische Lösung von linearen DGLn im Zeitbereich

Die Lösung der homogenen DGL

(10.1)d ny

dt n
� an	1

d n	1y

dt n	1
� ..... � a2

d 2y

dt 2
� a1

dy
dt

� a0 y 
 0

erfolgt durch Überführen der obigen DGL in Polynom in �:

(10.2)�n
� an	1�

n	1
� ..... � a2�

2
� a1� � a0 
 0

Die Nullstellen des oberen Polynoms ergeben n-Lösungen:

�01, �02, ......�n

Für eine einfach reelle Nullstelle �0i erfolgt der Teilansatz:

(10.3)yhom,i 
 ci�e �0it

Für eine doppelt reelle Nullstelle erfolgt der Teilansatz:�0i 
 �0i�1

(10.4)yhom,i,i�1 
 ci�e �0it
� ci�1�e �0it

Für eine konjungiert komplexe Nullstelle  erfolgt der Ansatz:�0i,i�1 
 	1/Ti � j7i

yhom,i,i�1 
 e 	t/Ti ci�cos(7it) � ci�1�sin(7it)

Zur gesamten homogen Lösung müssen alle Teilansätze addiert werden.

Danach müßte dann die spezielle Lösung bestimmt werden. Der Mathematiker bestimmt diese mit Hilfe eines
Ansatzes der in die gesamte DGL eingesetzt wird. Die Bestimmung der speziellen Lösung in der Elektrotechnik
ist etwas einfacher, wie in Abschnitt 10.2 für das Schalten von Gleichspannungsquellen und in Abschnitt 10.3 für
das Schalten von Wechselspannungsquellen gezeigt wird.

Die homogene Lösung und die spezielle Lösung werden addiert:

y(t) = yhom + ysp

Zum Schluß werden die n frei wahlbaren Konstanten ci der homogen Lösung mit Hilfe der n Anfangsbedingun-
gen bestimmt.

Homogene Lösung 1. Ordnung

=>dy
dt

�

1
T

y 
 0 � �
1
T

 0 � 


	1
T

=> (10.5)T dy
dt

� y 
 0 yhom 
 c1�e 	t/T
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10.1.3. Extrakt: Praktische Lösung von linearen DGLn mit Hilfe der Laplace-Transforma-
tion

A] Transformation von einzuschaltenden Quellen

A1] Tranformation einer einzuschaltenden Gleichspannungsquelle

Bild EG1013A

u(t)   ) -------0 U(p) u(t) = Uq*s(t)  ) -------0 U(p) 


Uq

p

A2] Tranformation einer Wechselspannungsquelle (Kosinus-Funktion)

Bild EG1013B

71 = 2%/T1 u(t) = û*cos(71t)*s(t)  ) -------0  U(p) 
 û� p

p 2
� 7

2
1

A3] Tranformation einer Wechselspannungsquelle (Sinus-Funktion)

Bild EG1013B

71 = 2%/T1 u(t) = û*sin(71t)*s(t)  ) -------0  U(p) 
 û�
71

p 2
� 7

2
1
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B] Tranformation von y und dessen Ableitung
y(t) ) -------0 Y(p)

) -------0 p*Y(p) - y0
dy
dt

) -------0d 2y

dt 2
p 2
�Y(p) 	 p�y0 	 y01

) -------0d 3y

dt 3
p 3
�Y(p) 	 p 2

�y0 	 p�y0 	 y0��

) -------0d 4y

dt 4
p 4
�Y(p) 	 p 3

�y0 	 p 2
�y0� 	 p�y0�� 	 y0���

C] Tranformation der gesamten DGL

D] Nach Y(p) auflösen und Partialbruchzerlegung durchführen

E] Rücktransformation mit Tabelle

y(t) Y(p)

1 = s(t)
1
p

t = t*s(t) = r(t)
1

p 2

e-at
1

p � a

cos(71t)
p

p 2
� 7

2
1

sin(71t)
71

p 2
� 7

2
1

1 - e-t/T
1

p�(1 � Tp)

1 - e-at a
p(p � a)

t*e-at
1

(p � a)2

e-at*cos(71t)
p � a

(p � a)2
� 7

2
1

e-at*sin(71t)
71

(p � a)2
� 7

2
1

cos(71t + Q)
p�cos(Q) 	 71�sin(Q)

p 2
� 7

2
1

e-at*cos(71t + Q)
(p � a)�cos(Q) 	 71�sin(Q)

(p � a)2
� 7

2
1

e 	at cos(71t) �
b 	 a
71

sin(71t)
p � b

(p � a)2
� 7

2
1
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10.1.4. Laplace-transformierte Widerstände

A] Ohmscher Widerstand R

u = R*i ) -------0 U(p) = R*I(p)

Z(p) 


U(p)
I(p)


 R

Z(p) = R

B] Induktivität L

) -------0 U(p) = L*p*I(p) - L*i0u 
 L� di
dt

Mit i(t=0) = i0 = 0 ergibt sich 

Z(p) 


U(p)
I(p)


 p�L

Z(p) = p*L

C] Kapazität C

) -------0 I(p) = C*p*U(p) -C*u0i 
 C� du
dt

Mit u(t=0) = u0 = 0 ergibt sich 

Z(p) 


U(p)
I(p)




1
pC

Z(p) 


1
pC
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10.2. Schalten von Gleichspannungsquellen

10.2.1. Entladen eines Kondensators

gegeben: Anordnung nach Bild EG1021A
uc(t=0) = uc0 = 20V
C = 0.1 µF
 R= 20 k6

Bild EG1021A

gesucht: uC(t), uR(t), i(t)

Lösung:

Entscheidung: DGL für uC(t) aufstellen. Der Strom wird ersetzt durch:

i 
 	C
duc

dt

Das Minus-Zeichen der oberen Gleichung ist notwendig, weil uC und i in verschieden Richtungen zeigen.

uC 
 uR 
 R�i 
 	R�C
duC

dt
T = R*C

uc � T
duC

dt

 0

Die obere DGL muß gelöst werden. Es sollen im Rahmen dieses Kapitels verschiedene Lösungsmethoden ange-
wandt werden. Die Trennung der Variablen ergibt:

uC 
 	T
duC

dt
duC

uC


 	

dt
T

ln(uC) 	 ln(c1) 
 	

t
T

ln(uC / c1) 
 	

t
T

uC /c1 
 e 	t/T

(Lösung der DGL)uC 
 c1�e 	t/T

Anfangsbedingung auswerten:

uc(t=0) = uc0 = c1

uC = uCo*e-t/T

i 
 	C
duc

dt

 	C	1

T
�uC0�e 	t/T




C
R�C

�uC0�e 	t/T

i 

uC0

R
�e 	t/T
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Bild EG1021B Bild EG1021C

Der allgemeine Zeitverlauf der Größen uC und i beim Entladen eines Kondensators ist in den Bildern EG1021B
und EG1021C dargestellt. Er kann mit Hilfe der Tangente konstruiert werden.

Zusammenfassung: Entladung Kondensator

T = R*C - Zeitkonstante

uC(t) 
 uC(t
0)�e 	t/T

i(t) 


uC(t
0)

R
�e 	t/T

Kommentar zum Ergebnis:

Der Praktiker berechnet die Entladung eines Kondensators nicht mit Hilfe der Lösung einer DGL, sondern be-
nutzt obere Formeln. Die DGL der Entlandung eines Kondensators war eine homogene. Es ergibt sich auch nur
eine homogene Lösung, die für t � � verschwindet. Es kann auch keine spezielle Lösung vorhanden sein, weil der
Kondensator für t � � entlanden ist. Aus den Zeitverläufen ist zu erkennen: Es gibt für jede Größe einen Anfangs-
wert für t = 0 und einen Endwert für t � �. Der Übergang erfolgt mit einer e-Funktion. Die Tangente der e-Funk-
tion kann mit Hilfe der Zeitkonstanten bei t = 0 konstruiert werden.

Zahlenwertmäßige Berechnung des oberen Beispiels:

Mit den Formeln der Zusammenstellung ergibt sich:

T 
 R�C 
 20�103 V
A
�0.1�10	6 As

V

 2 ms

uC0 = 20 V
uC0

R



20 V
20 k6


 1 mA

uC(t) 
 20 V�e 	t/2ms

i(t) 
 1 mA�e 	t/2ms

Bild EG1021D Bild EG1021E
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10.2.2. Aufladen eines Kondensator

gegeben: Anordnung nach Bild EG1022A
Uq = 10 V
C = 0.1 µF
R = 50 k6

a) uc(t=0) = uc0 =0
b) uc(t=0) = uc0 = 3V

gesucht: uC(t), uR(t), i(t)

Bild EG1022A

Lösung:
Maschenumlauf: Uq = uR + uC (A)

DGL für Variable: uC

i - ersetzen: i 
 C�
duC

dt

uR ersetzen: uR 
 R�i 
 R�C�
duC

dt

Einsetzen in (A): Uq 
 R�C�
duC

dt
� uC

DGL:
duC

dt
�

uC

R�C



Uq

R�C

Homogene Lösung:
Aufstellen des Polynoms in � aus der DGL:

=>� �
1

R�C

 0 � 
 	

1
R�C

uChom 
 c1�e t�

 c1�e 	t/(R�C)


 c1�e 	t/T

T = R*C

Spezielle Lösung: In der Mathematik erfolgt für die spezielle Lösung ein Ansatz. Bei linearen Netzwer-
ken kann die spezielle Lösung den Zustand für  t � � entnommen werden. Nach Bild
EG1022A ist für  t � � der Kondensator auf die Quellspannung Uq aufgeladen:

Ucspe = Uq

Gesamte Lösung: uC(t) 
 uChom � uCspe 
 c1�e 	t/T
� Uq

Anfangsbedingung auswerten: uC(t=0) = c1 + Uq = uC0

c1 = uC0 - Uq

uC(t) = (uC0 - Uq)*e-t/T + Uq

i(t) 
 C
duc

dt

 C

uC0 	 Uq

	T
�e 	t/T


 C
Uq 	 uC0

R�C
�e 	t/T

i(t) 


Uq 	 uC0

R
�e 	t/T

uR(t) 
 R�i(t) 
 (Uq 	 uC0)�e 	t/T



158    10. Ausgleichsvorgänge, Schaltvorgänge

Version 1.2             21. Dezember 2000

Zusammenfassung: Aufladung Kondensator

T = R*C

uC(t) 
 Uq 	 (Uq 	 uC0)�e 	t/T

uR(t) 
 (Uq 	 uC0)�e 	t/T

i(t) 


Uq 	 uC0

R
�e 	t/T

Lösung a: Aufladen eines ungeladenen Kondensators (uC0 = 0)

uC = Uq(1-e-t/T)

uR = Uq*e-t/T

i(t) 


Uq

R
�e 	t/T

Bild EG1022B Bild EG1022C

Lösung b: Aufladen eines geladenen Kondensators (uC0 gg 0)

Uq = 10 V, uC0 = 3 V, R = 50 k6, C = 10 nF

Uq - uC0 = 7 V

Uq 	 uC0

R



7 V
50 k6


 0.14 mA

T 
 R�C 
 50�103 V
A
�10�10	9 As

V

 0.5 ms

Bild EG1022D Bild EG1022E
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Kommentar zu den Ergebnissen der Bilder EG1022B bis EG1022E

Jede dargestellte Größe verläuft in Form einer e-Funktion mit der gleichen Zeitkonstanten von einem Anfangs-
wert zu einem Endwert. Jede e-Funktion läßt sich leicht mit Hilfe der Tangente aus Anfangswert, Endwert und
Zeitkonstante skizzieren. Die Zeitkonstante beträgt T = R*C. Anfangswerte und Endwerte lassen sich auch aus
physikalischen Überlegungen heraus bestimmen. Da eine Energie sich nicht sprungfömig ändern kann (W =
½Cu2), ist der Verlauf der Spannung am Kondensator stetig.

Beim ungeladenen Kondensator (uC0 = 0, Bild EG1022B und EG1022C) ist der Anfangswert der Kondensator-
spannung Null. Der Endwert ist der Wert im aufgeladenen Zustand. Der Kondensator lädt sich nach Bild
EG1022A auf die Quellspannung Uq auf. Die Differenz der Spannung Uq und der Spannung uc fällt am Wider-
stand ab. Am Anfang fällt die gesamte Quellenspannung an uR ab, während uR am Ende des Ladevorgangs Null
ist.  Der Strom i ist nach dem ohmschen Gesetz proportional zu uR. Der Maximalwert bei t = 0 beträgt Uq/R. Am
Ende des Ladevorganges wird der Strom Null.

Beim Laden eines schon etwas geladenen Kondensators (uC0 g 0, Bilder EG1022D und EG1022E) verändert
sich die Kondensatorspannung von am Anfang uC0 auf den Wert der Quellspannung am Ende des Ladevorgangs.
Damit verändert sich die Differenz uR = Uq - uC von am Anfang Uq - uC0 auf Null am Ende des Ladevorgangs. Der
Strom ist wieder proportional uR mit der (Uq - uC0)/R am Anfang und Null am Ende.

10.2.3. Einschalten einer Induktivität

gegeben: Anordnung nach Bild EG1023A
Uq = 220 V
L = 0.3 H
 R= 50 6

gesucht: uL(t), uR(t), i(t)

Bild EG1023A

Lösung:
Maschenumlauf: Uq = uR + uL (A)
DGL für Variable: i
uR  ersetzen durch i: uR   = R*i

uL ersetzen durch i: uL 
 L� di
dt

Einsetzen in (A): Uq 
 R�i � L� di
dt

DGL: L
R
�

di
dt

� i 

Uq

R

Homogene Lösung:
Aus dem Vergleich des homogenen Teils der oberen DGL:

L
R

di
dt
� i 
 0

mit (10.5)

=>T dy
dt

� y 
 0 yhom 
 c1�e 	t/T

ergibt sich:

mit ihom 
 c1�e 	t/T T 


L
R



160    10. Ausgleichsvorgänge, Schaltvorgänge

Version 1.2             21. Dezember 2000

Spezielle Lösung:
Für t � � tritt an der Induktivität keine Spannung mehr auf, weil keine Änderung des Stromes mehr vorhanden
ist, die gesamte Spannung Uq fällt für t � �  nach Bild EG1023A am Widerstand R ab. Damit ergibt sich die
spezielle Lösung zu:

ispe 


Uq

R

Gesamte Lösung: i(t) 
 ihom � ispe 
 c1�e 	t/T
�

Uq

R

Anfangsbedingung auswerten:
Für den Bereich t < 0 ergibt sich aus Bild EG1023A, daß der Strom i = 0 ist. Da die Energie einer Induktivität
(W = ½Li2) sich nicht sprungförmig ändern kann, ist der Anfangswert des Stromes Null:

=>i(t
0) 
 0 
 c1 �
Uq

R
c1 
 	

Uq

R

i(t) 


Uq

R
�(1 	 e 	t/T)

uR(t) 
 R�i(t) 
 Uq 1 	 �e 	t/T

uL(t) 
 L� di
dt


 Uq 	 uR 
 Uq�e 	t/T

Zusammenfassung: Einschalten  Induktivität

T = L/R

i(t) 


Uq

R
1 	 e 	t/T

uR(t) 
 Uq 1 	 e 	t/T

uL(t) 
 Uq�e 	t/T

Zahlenwerte: T 


L
R




0.3 As
V

50 V
A


 6 ms
Uq

R



220 V
50 6


 4.4 A

Bild EG1023B Bild EG1023C

Kommentar zu den Ergebnissen der Bild EG1022B bis EG1022C
Auch hier verändert sich jede Größe in Form einer e-Funktion mit der Zeitkonstante T = L/R von einem Anfangs-
wert zu einem Endwert. Der Anfangswert des Stromes ist Null. Für t � � tritt keine zeitlich Änderung mehr auf,
die Spannung an L ist Null. Damit ist der Endwert des Stromes durch Uq und R nach dem ohmschen Gesetz be-
stimmt. Da am Anfang kein Strom fließt, ist der Anfangswert uR auch Null. Zum Schuß liegt die gesamte Span-
nung Uq an R. Die Spannung uL übernimmt am Anfang die gesamte Quellspannung, am Ende ist uL Null.



10.2. Schalten von Gleichspannungsquellen    161

Version 1.2             21. Dezember 2000

10.2.4. Ausschalten einer Induktivität

gegeben: Anordnung nach Bild EG1024A
Uq = 12 V
L = 0.12 H
 R1 = 40 6
 R= 10 6

gesucht: uL(t), uR(t), i(t), uR1(t)

Bild EG1024A

Lösung:
Maschenumlauf: uR1 = uR + uL (A)
DGL für Variable: i
uR  ersetzen durch i: uR  = R*i (B)

uL ersetzen durch i: (C)uL 
 L� di
dt

uR1  ersetzen durch i1: uR1 = R1*i1 (D)
i1 durch i ersetzen: i1 = -i (E)
uR1  ersetzen durch i: uR1 =  -R1*i (F)

(B), (C) und (F) in (A) einsetzen: 	R1�i 
 R�i � L� di
dt

(R � R1)i � L� di
dt


 0

DGL: (G)di
dt

�

R � R1

L
i 
 0

Anfangsbedingung:
Der Strom einer Induktivität kann sich nicht sprungförmig ändern. Aus Bild EG1024A ergibt sich für t < 0 (Mit
uL = 0 weil keine Änderung des Stromes):

i(t
0) 
 i0 


Uq

R

Laplace-Tranformation der DGL (G):

p�I(p) 	 i0 �
R � R1

L
�I(p) 
 0

Umformen:

I(p) p �
R � R1

L

 i0 


Uq

R

I(p) 


Uq

R
�

1

p �
R � R1

L
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Zurücktranformieren:

i(t) 


Uq

R
�e

	
R � R1

L
t




Uq

R
�e

	
t

L/(R � R1)

T 


L
R � R1

i(t) 


Uq

R
�e 	t/T

uR = R*i = Uq*e-t/T

uL 
 L� di
dt


 L�
Uq

R
� 	

1
T

�e 	t/T

 L�

Uq

R

R � R1

	L
�e 	t/T


 	Uq 1 �

R1

R
�e 	t/T

uR1 
 uR � uL 
 Uq�e 	t/T
	 Uq 1 �

R1

R
�e 	t/T


 	

R1

R
�Uq�e 	t/T

Zusammenfassung: Ausschalten Induktivität

T 


L
R � R1

i(t) 


Uq

R
�e 	t/T

uR(t) 
 Uq � e 	t/T

uL(t) 
 	Uq� 1 �
R1

R
�e 	t/T

uR1 
 	

R1

R
�Uq�e 	t/T

Zahlenwerte: T 


L
R � R1




0.12 H
10 6 � 50 6


 2 ms uR 
 12 V�e 	t/2ms

Uq

R



12 V
10 6


 1.2 A i(t) 
 1.2 A�e 	t/2ms

R1

R

 4 uR1 
 	4�12 V�e 	t/2ms

1 �
R1

R

 5 uL 
 	5�12 V�e 	t/2ms

Bild EG1024B Bild EG1024C
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Kommentar zu den Ergebnissen

Spannungsüberhöhung:

Obwohl die Batteriespannung nur 12 V beträgt, treten beim Beispiel betragsmäßige Spannungen bis 60 V auf.
Dieses ist bedingt durch den stetigen Verlauf des Stromes in der Induktivität. Wird der Schalter nach Bild
EG1024A geöffnet, fließt der Strom i0 = Uq/R auch kurz nach Öffnen des Schalters weiter. Dieses Weiterfließen
des Stromes ist aber nur durch R1 möglich. Kurz nach Öffnen des Schalters tritt an  die Spannungsspitze von R1 	R1�i0 
 	(R1/R)�Uq

mit der Zeitkonstanten T = L/(R + R1) auf. Wird der Widerstand R1 erhöht, wird die Spannungsspitze betrags-
mäßig immer größer und die Zeitkonstante immer kleiner (Impulsfunktion). Ist kein Widerstand vorhanden (R1

� �), wird theoretisch die Spannung uR1 unendlich. Da dieses physikalisch nicht möglich ist, ergibt sich ein
Lichtbogen. Deswegen wird ein Gleichstrom einer Induktivität mit Hilfe einer Freilaufdiode ausgeschaltet, siehe
Bild EG1024D. Während der Schalter eingeschaltet ist, weist im Sperrbereich der Widerstand der Diode
R1 = u1/i1 sehr hohe Werte auf, der Strom i1 ist fast Null. Wird der Schalter geöffnet, wird die Spannung u1 nega-
tiv, die Diode geht in den Durchlaßbereich über mit kleinen R1 Werten.

Bild EG1024D

Physikalische Erklärung der Verläufe in den Bildern EG1024B und EG1024C:

Auch hier verläuft jede physikalische Größe mit Hilfe einer e-Funktion von einem Anfangswert zu einem End-
wert. Am besten ist als erstes der Anfangswert der sich stetig änderenden Größe (hier i zu betrachten). Aus dem
Zeitpunkt kurz vor Öffnen des Schalters ergibt sich i0 = Uq/R = 1.2 A. Die Anfangswerte an den Widerständen
lassen sich mit Hilfe des ohmschen Gesetzes berechnen:

uR(t=0) = R*i0 = 10 6*1.2 A = 12 V

uR1(t=+0) = -R1*i0 = -40 6*1.2 A = -48 V

Die Spannung uL0 ergibt sich aus der Differenz:

uL0 = uL(t=+0) = uR1(t=0) - uR(t=+0) = -48 V - 12 V  =  -60 V

Da nach Öffnen des Schalters keine Spannungsquelle mehr im Kreis vorhanden ist, erfolgt keine Energiezufuhr.
Damit verschwinden alle Größen für t � �. 

Nach Öffnen des Schalters ergibt sich eine Reihenschaltung R, R1 und L. Zur Bestimmung der Zeitkonstanten

T 


L

R �



L
R � R1

werden die Widerstände der Reihenschaltung R, R1 zusammengefaßt.
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10.2.5. Einschalten eines Netzwerkes mit mehreren R und einem Energiespeicher (L oder
C)

Anhand der Beispiele A und B sollen verschiedene Methoden zur Berechnung des Einschaltvorgangs einer
Gleichquelle an einem Netzwerk mit einem Energiespeicher (L oder C) aufgezeigt werden:

Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

Beispiel B:

gegeben: R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 310 mH
Uq = 15.5 V

gesucht:  iL(t) = i(t), i1(t)

Bild EG1025B

10.2.5.1. Maschen- und Knotenanalyse

Verfahren:
gegeben: Netzwerk mit z Zweigen und  k Knoten

gesucht: 2z Unbekannte: z Zweigströme z Zweigspannungen

benötigt: 2z Gleichungen

z - Gleichungen ergeben sich aus dem Zusammenhang zwischen Strom und Spannung je nach Zweigelement:

R => uR = R*iR

L => uL 
 L�
diL

dt

C => iC 
 C�
duC

dt
k-1 Knotengleichungen müssen ausgewertet werden.

Der Rest muß sich aus Maschenumläufen ergeben: 2z - (z-k-1) = z-(k-1) Maschengleichungen müssen aufge-
stellt werden.

Lösung: Aus den 2z Gleichungen müssen alle Variable bis auf eine eliminiert (z.B. durch Einsetzen) werden.
Dieses ergibt eine DGL für eine Variable.
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Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

Anzahl der Zweige: 3 (1, 2, C)
Anzahl der Unbekannten: 6
Unbekannte: i1, u1, i2, u2, iC, uC

Anzahl der benötigten Gleichungen: 6

Drei Gleichungen ergeben sich aus dem Zusammenhang zwischen Strom und Spannung

u1 = R1*i1 (A1)
u2 = R2*i2 (A2)

(A3)iC 
 C�
duC

dt

Bei zwei Knoten kann eine Knotengleichung ausgewertet werden:

i1 = i2 + iC (A4)

Um sechs Gleichungen zu bekommen, müssen noch zwei Maschen ausgewertet werden:

Uq = u1 + u2 (A5)
u2 = uC (A6)

Nun wird eine Variable nach der anderen eliminiert. Zum Eliminieren von u2 wird (A6) in (A5) und (A2) einge-
setzt, die anderen Gleichungen werden übernommen:

u1 = R1*i1 (B1)
uC = R2*i2 (B2)

(B3)iC 
 C�
duC

dt
i1 = i2 + iC (B4)
Uq = u1 + uC (B5)

u1 wird durch Einsetzen von (B1) in (B5) eliminiert

uC = R2*i2 (C1)

(C2)iC 
 C�
duC

dt
i1 = i2 + iC (C3)
Uq = R1*i1 + uC (C4)

i1 wird eliminiert, indem (C3) in (C4) eingesetzt wird:

uC = R2*i2 (D1)

(D2)iC 
 C�
duC

dt
Uq = R1*(i2 + iC) + uC = R1*i2 + R1 *iC + uc (D3)
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Zum Eleminieren von i2 wird (D1) umgestellt

i2 = uC/R2

und in (D3) eingesetzt:

(E1)iC 
 C�
duC

dt

(E2)Uq 
 R1

uC

R2

� R1�iC � uC

iC wird eliminiert durch Einsetzen von (E1) in (E2):

Uq 
 uC 1 �

R1

R2

� R1�C�
duC

dt

Damit ergibt sich die gesuchte DGL für uC:

duC

dt
�

R1 � R2

R1�R2�C
uC 


Uq

R1�C

(DGL A)
R1�R2

R1 � R2

�C�
duc

dt
� uc 


R2

R1 � R2

�Uq

Kommentar zum Verfahren:
Das Aufstellen und Eliminieren der Gleichungen ist sehr sehr aufwendig, aber nach bestimmten Regeln abzuar-
beiten. Die obere DGL muß noch gelöst werden. Dieses Verfahren eignet sich auch bei Vorhandensein mehrerer
Energiespeicher (L oder C) im Kreis. Dabei müssen dann aber zum Einsetzen der Gleichungen noch ganze Glei-
chungen differenziert werden, siehe Kap. 10.5.

Kommentar zur oberen DGL

Die Lösung der DGL

T dy
dt

� y 
 A

ergibt mit y0 = 0

y(t) = A(1 - e-t/T)

Vergleicht man die DGL in y mit (DGL A) stellt man fest:

=> R* = R1 

 R2T 


R1�R2

R1 � R2

�C 
 R �
�C

=> Spannungsteiler R2, R1 an R2A 


R2

R1 � R2

�Uq
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10.2.5.2. Vereinfachtes Aufstellen der DGL

Prinzip: Alle Größen eines Netzwerks werden durch eine Variable ersetzt. Diese Variable muß mit dem Element
im Netzwerk in Zusammenhang stehen, mit dem man bei der Methode “Ersatzwiderstand bilden” beginnen wür-
de.

Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

Begonnen wird mit Variable: uc

iC 
 C�
duC

dt
u2 = uC

i2 


u2

R2




uC

R2

i1 
 i2 � iC 


uC

R2

� C�
duC

dt

u1 
 R1�i1 


R1

R2

uC � R1�C�
duC

dt

Uq 
 u1 � uC 


R1

R2

�uC � R1�C�
duC

dt
� uC

R1

R2

� 1 �uC � R1�C�
duC

dt

 Uq

R1 � R2

R2

uc � R1 C
duc

dt

 Uq

R1�R2

R1 � R2

C
duc

dt
� uc 


R2

R1 � R2

Uq

Kommentar: Das Aufstellen der DGL ist schon etwas einfacher.
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Beispiel B:

gegeben: R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 310 mH
Uq = 15.5 V

gesucht:  iL(t) = i(t), i1(t)

Bild EG1025B

Begonnen wird mit Variable: i

uL 
 L� di
dt

u3 = R3*i

u2 
 u3 � uL 
 R3�i � L di
dt

i2 


u2

R2




R3

R2

�i � L
R2

di
dt

i1 
 i2 � i 

R3

R2

�i � L
R2

�

di
dt

� i 

R3

R2

� 1 i � L
R2

�

di
dt

u1 
 R1�i1 
 R1

R3

R2

� 1 i �
R1

R2

L di
dt

Uq 
 u1 � u2 


R1�R3

R2

� R1 i �
R1

R2

L �

di
dt

� R3�i � L di
dt

Uq 


R1�R3

R2

� R1 � R3 i �
R1

R2

� 1 L di
dt

i � L�

R1

R2

� 1

R1�R3

R2

� R1 � R3

di
dt




Uq

R1�R3

R2

� R1 � R3

Aus dem Vergleich der oberen DGL mit (10.5)

=>T dy
dt

� y 
 0 yhom 
 c1�e 	t/T

ergibt sich:

T 


R1

R2

� 1

R1�R3

R2

� R1 � R3

�L 


L

R �
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R �



R1�R3

R2

� R1 � R3

R1

R2

� 1




R1�R3 � R1�R2 � R3�R2

R1 � R2




(R1 � R2)�R3 � R1�R2

R1 � R2

R �

 R3 �

R1�R2

R1 � R2


 R3 � (R1 

 R2)

Fazit: Zur Bestimmung der Zeitkonstanten T = L/ R* muß der obere Widerstand R* benutzt werden.

10.2.5.3. Laplace-transformierte Widerstände

Prinzip: Wie bei der komplexen Rechnung wird der Kreis mit der Laplace Variablen p anstatt mit j7 be-
rechnet. Auch die eingeschalteten Quellen werden Laplace transformiert.

Z(p) = R

Z(p) = pL

Z(p) 


1
pC

Voraussetzung:
Alle Energiespeicher sind zum Einschaltzeitpunkt entladen: uC0 = 0, iL0 = 0

Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

Laplace-Tranformation der Widerstände und der Spannungsquelle

Z2(p) = R2 Z1(p) = R1ZC(p) 


1
pC

Uq(p) 


Uq

p

Berechnung der Parallschaltung:

Z2C 


Z2�ZC

Z2 � ZC




R2�
1

pC

R2 �
1

pC




R2

1 � R2�Cp
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Anwendung des Laplace tranformierten Spannungsteilers:

UC(p)

Uq(P)



Z2C(p)

Z1(p) � Z2C(p)



R2

1 � R2Cp

R1 �
R2

1 � R2Cp




R2

R1 � R1�R2Cp � R2




R2

R1 � R2

1

1 �
R1�R2

R1 � R2

Cp

T 


R1�R2

R1 � R2

�C

UC(p)

Uq(p)



R2

R1 � R2

1
1 � Tp

UC(p) 


Uq

p
�

R2

R1 � R2

1
1 � Tp

Uq(p) 
 Uq�
R2

R1 � R2

1
p(1 � Tp)

Rücktranformation:

uC(t) 
 Uq�
R2

R1 � R2

1 	 e 	t/T

u1(t) 
 Uq 	 uC(t) 
 Uq 	 Uq�
R2

R1 � R2

1 	 e 	t/T

 Uq 1 	

R2

R1 � R2

�

R2

R1 � R2

e 	t/T

u1(t) 
 Uq

R1 � R2 	 R2

R1 � R2

�

R2

R1 � R2

e 	t/T

u1(t) 
 Uq

R1

R1 � R2

�

R2

R1 � R2

e 	t/T

Zahlenwerte:

R1 

 R2 


R1�R2

R1 � R2




20 k6�30 k6
20 k6 � 30 k6


 12 k6

T = C*(R1 

 R2) = 50 nF*12 k6 = 0.6 ms

uc(t) 
 10 V 30 k6
20 k6 � 30 k6

1 	 e 	t/T

u1(t) 
 10 V 20 k6
20 k6 � 30 k6

�

30 k6
20 k6 � 30 k6

�e 	t/T

uc(t) 
 6 V 1 	 e 	t/0.6ms

u1(t) 
 4 V � 6 V�e 	t/0.6ms

Die grafische Darstellung der Ergebnisse erfolgt im nächsten Abschnitt.
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Beispiel B:

gegeben: R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 310 mH
Uq = 15.5 V

gesucht:  iL(t) = i(t), i1(t)

Bild EG1025B

Laplace-Tranformation der Widerstände und der Spannungsquelle

Z1(p) = R1   Z2(p) = R2 Z3L(p) = R3 + pL

Uq(p) 


Uq

p

Berechnung der Parallschaltung:

Z23L 


Z2�Z3L

Z2 � Z3L




R2�(R3 � pL)

R2 � R3 � pL



R2�R3 � R2Lp

R2 � R3 � pL

Berechnung des Gesamtwiderstandes:

Zges(p) 
 Z1(p) � Z23L(p) 
 R1 �
R2�R3 � R2 Lp

R2 � R3 � pL



R1�R2 � R1�R3 � R1Lp � R2�R3 � R2Lp

R2 � R3 � pL

Zges(p) 


(R1�R2 � R1�R3 � R2�R3) � (R1 � R2)Lp

(R2 � R3) � pL

I1(p) 


Uq(p)

Zges




Uq

p
�

R2 � R3 � Lp

R1�R2 � R1�R3 � R2�R3 � (R1 � R2)Lp

Einsetzen von Zahlenwerten:

R2 + R3 = 30 6 + 50 6 = 80 6

R1 + R2 = 50 6

L = 0. 31 H = 0.31 6s

R1*R2 + R1*R3 + R2*R3 = 20 6 *30 6 + 20 6 *50 6 + 30 6 *50 6 = 3100 62

(R1 + R2)*L = 50 6*0.31 6s = 15.5 62s

I1(p) 
 15.5 V 80 6 � 0.31 6 sp

p�(3100 62
� 15.5 62 sp)

I1(p) 
 1 A
s

80 � 0.31 sp

p� p � 200 1
s
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I1(p) 


A1

p
�

A2

p � 200 1
s

Berechnung von A1 und A2 nach der Zuhaltemethode:

p = 0 => A1 
 1 A
s
�

80

200 1
s


 0.4 A

p = -200 1/s => A2 
 1 A
s
�

80 	 0.31 s�200 1
s

	200 1
s


 	0.09 A

I1(p) 


0.4 A
p

	

0.09 A

p � 200 1
s

i1(t) 
 0.4 A 	 0.09 A�e 	200t/s

i1(t) 
 0.4 A 	 0.09 A�e 	t/5ms

Der Strom I(p) wäre aus I1(p) mit Hilfe des Ansatzes eines Laplace tranformierten Stromteilers möglich. Schnel-
ler ist aber in diesem Beispiel die zahlenwertmäßige Berechnung im Zeitbereich.

u1(t) 
 R1�i1(t) 
 20 6�i1(t) 
 8 V 	 1.8 V� e 	t/5ms

u2(t) 
 Uq 	 u1(t) 
 15.5 V 	 8 V � 1.8 V�e 	t/5ms

 7.5 V � 1.8 V� e 	t/5ms

i2(t) 


u2(t)

R2




u2(t)

30 6

 0.25 A � 0.06 A�e 	t/5ms

i(t) 
 i1(t) 	 i2(t) 
 0.4 A 	 0.09 A�e 	t/5ms
	 0.25 A � 0.06 Ae 	t/5ms

i(t) 
 0.15 A 	 0.15 A�e 	t/5ms

i(t) 
 0.15 A 1 	 e 	t/5ms

Die Darstellung der Ergebnisse erfolgt im  nächsten Abschnitt.
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10.2.5.4. Darstellung und Diskussion der Ergebnisse von Beispiel A und B

Die in den letzten Abschnitten berechneten Ergebnissen für die Beispiele A und B sind in den Bildern EG10254A
und EG10254B dargestellt.

Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

Ergebnis: uc(t) 
 6 V 1 	 e 	t/0.6ms

u1(t) 
 4 V � 6 V�e 	t/0.6ms

Bild EG10254A

Beispiel B:

gegeben: R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 310 mH
Uq = 15.5 V

gesucht:  iL(t) = i(t), i1(t)

Bild EG1025B

Ergebnis: i1(t) 
 0.4 A 	 0.09 A�e 	t/5ms

i(t) 
 0.15 A 1 	 e 	t/5ms

Bild EG10254B
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Bei allen bisher untersuchten Einschaltvorgängen bei einem Energiespeicher im Netz
1] Entladen Kondensator
2] Aufladen Kondensator 
3] Einschalten Induktivität
4] Ausschalten Induktivität
5] Beispiel A
6] Beispiel B

verlaufen die physikalischen Größen nach einer e-Funktion von einem Anfangs- nach einem Endwert. Dabei ist
für alle Größen in einem Netzwerk die Zeitkonstante T gleich. Die Zeitkonstante ergab sich:

1]und 2] Entladen und Aufladen eines Kondensators (Bildern EG1021A und EG1022A)
T = R**C R* = R

3] Einschalten einer Induktivität (Bild EG1023A) R* = RT 


L

R �

4] Ausschalten einer Induktivität (Bild EG1024A) R* = R1 + RT 


L

R �

5] Beispiel A (Bild EG1025A) T = R**C R* = R1 

 R2 

6] Beispiel B (Bild EG1025B) R* = R3 +  (R1 

 R2)T 


L

R �

Die Zeitkonstante ergibt sich immer mit Hilfe eines Widerstandes R*. Wie läßt sich dieser bestimmen? Die Zeit-
konstante berücksichtigt die homogene Lösung. Auch wenn keine Quelle im Kreis ist, würde die Entladung mit
der Zeitkonstanten stattfinden. Eine Entladung aber findet mit der Zeitkonstanten des Widerstandes statt, den der
Energiespeicher an seinen Klemmen “sieht”. Bei allen oberen sechs Fällen ergibt sich der Widerstand R* durch
die Ermittlung des Widerstandes an den Klemmen des Energiespeichers, wobei eine ideale Spannungsquelle
kurzgeschlossen werden muß und eine ideale Stromquelle offengelassen wurden muß. Die Ermittlung des Wider-
standes erfolgt in gleicher Weise wie bei der Netzwerks-Berechnungs-Methode Ersatzquelle (Kap. 3.6, erstes
Semester und  Kap. 6.8.10, zweites Semester).

10.2.5.5. Anfangswert, Endwert, Zeitkonstante
Aus den Betrachtungen des letzten Abschnitts ergaben sich: Ein Einschaltvorgang einer Gleichquelle an einem
Netzwert mit nur einem Energiespeicher kann beschrieben werden durch Anfangswert, Endwert und Zeitkon-
stante.

Schema:

gegeben: Netzwerk, Gleichquelle(n), ein Energiespeicher (L oder C)

1. Anfangswert yANF bestimmen

2. Endwert yEND bestimmen

3. Zeitkonstante bestimmen

T = R**CT 


L

R �

R* an den Klemmen des Energiespeichers (Uq kurzschließen, Iq offen)

4: Größe angeben

y(t) = yEND - (yEND - yANF)*e-t/T
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5. Konstruktion e-Funktion mit Hilfe der Tangente 

Hinweis: Bei umfangreicheren Netzwerken ist es ratsam, für die Punkte 1 bis 3 jeweils ein ESB zu skizzieren.

Zur Berechnung des Anfangswert kann ersetzt werden:

ESB Element ersetzbar durch

ungeladener Kondensator Kurzschluß

geladener Kondensator Spannungsquelle

Induktivität entladen offene Klemmen

Induktivität geladen Stromquelle

Tabelle: Ersatzelement für t = 0

Zur Berechnung des Endwertes kann ersetzt werden:

ESB Element ersetzbar durch

Kondensator offene Klemmen

Induktivität Kurzschluß

Tabelle: Ersatzelement für t � �
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Beispiel A:

gegeben: R1 = 20 k6
R2 = 30 k6
C = 50 nF
Uq = 10 V

gesucht: uC(t), u1(t)

Bild EG1025A

1. Anfangswert berechnen:

uCANF = 0
u1ANF = Uq = 10 V

Bild EG10255A: ESB für den Anfangswert

2. Endwert berechnen:

uCEND 


R2

R1 � R2

Uq 


30 k6
20 k6 � 30 k6

�10 V 
 6 V

u1END = Uq - uCEND = 10 V - 6 V = 4 V

Bild EG10255B: ESB für den Endwert

3. Zeitkonstante bestimmen:

R �

 R1 

R2 


20 k6 � 30 k6
20 k6 � 30 k6


 12 k6

 
T = C*R* = 50 nF*12 k6 = 0.6 ms

Bild EG10255C: ESB für die Zeitkonstante

4. Ergebnis angeben:

uC(t) = uCEND - (uCEND - uCANF)*e-t/T = 6 V - (6 V - 0)*e-t/T = 6 V(1 - e-t/T)

u1(t) = u1END - (u1END - u1ANF)*e-t/T = 4 V - (4 V - 10 V)*e-t/T = 4 V + 6 V e-t/T

5. Ergebnis darstellen: siehe Kap. 10.2.5.4
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Uq

iiANF

iLANF

R1

R2 R3

Uq

iiEND

iLEND

R1

R2 R3

Beispiel B:

gegeben: R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 310 mH
Uq = 15.5 V

gesucht:  iL(t) = i(t), i1(t)

Bild EG1025B

1.Anfangswert bestimmen:

iiANF 


Uq

R1 � R2




15.5 V
20 6 � 30 6


 0.31 A

iLANF = 0

Bild EG10255D: ESB für den Anfangswer

2. Endwert bestimmen:

i1END 


Uq

R1 �
R2�R3

R2 � R3




15.5 V

20 6 �

30 6�50 6
30 6 � 50 6


 0.4 A

iLEND 
 I1END

R2

R2 � R3


 0.4 A 30 6
30 6 � 50 6


 0.15 A

Bild EG10255E: ESB für Endwert

3. Zeitkonstante bestimmen:

R �

 R3 �

R1�R2

R2 � R2


 50 6 �

20 6�30 6
20 6 � 30 6


 62 6

T 


L

R �



310 mH
62 6


 5 ms

Bild EG10255F: ESB für die Zeitkonstante

4. Ergebnis angeben:

iL(t) = iLEND - (iLEND - iLANF)*e-t/T = 0.15 A - (0.15 A - 0)*e-t/T = 0.15 A(1 - e-t/T)

i1(t) = i1END - (i1END - i1ANF)*e-t/T = 0.4 A - (0.4 A - 0.31 A)*e-t/5sm = 0.4 A - 0.09 A*e-t/5ms

5. Ergebnis darstellen: siehe Kap. 10.2.5.4
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10.2.6. Einschalten von R, L, C (Reihenschwingkreis)

gegeben: Anordnung nach Bild EG1026A
Uq = 10 V
L = 1 H 
C = 1µF
a) R = 2.5 k6
b) R = 600 6

Bild EG1026A

Ziel: Der Einfluß des Widerstandes R auf das Einschaltverhalten eines Reihenschwingkreises soll untersucht
werden. Dazu soll für zwei Werte von R der Kreis berechnet werden.

Allgemeine Berechnung für Teilaufgabe a und b

Laplace-Transformation von Quelle und Widerstand:

Uq(p) 


Uq

p
Z(p) 
 R � pL �

1
pC




p 2LC � pCR � 1
pC

Ohmsches Gesetz anwenden und umformen:

I(p) 


Uq(p)

Z(p)



Uq

p
pC

p 2LC � pCR � 1

(A)I(p) 


Uq

L
1

p 2
�

R
L

p �

1
LC

Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind entweder

- konjungiert komplex => periodischer Fall
- verschieden reell => aperiodischer Fall
- doppelt reell => aperiodischer Grenzfall

und ergeben sich zu:

(B)p01,02 
 	

R
2L

± R
2L

2

	

1
LC


 	

R
2L

± j 1
LC

	

R
2L

2

Mit den Daten für Reihenschwingkreise (Kap. 6.7.6.3, 2. Semester)

- GüteQ 


X0

R



L/C
R

- Resonanzkreisfrequenz70 


1
LC

lassen sich die Nullstellen auch angeben:

p01,02 
 	

1
2Q

± j 1 	 1
2Q

2

70

Für eine große Güte (R klein) ergibt sich ein kleiner negativer Realteil (kleine Dämpfung) und die Frequenz des
Einschwingvorgangs ist nahe der Resonanzfrequenz.
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Teilaufgabe a) R = 2.5 k66

Zahlenwertmäßige Berechnung der Nullstellen (B):

1
LC




1

1 Vs
A
�10	6 As

V


 106 s 	2

R
2L




2.5�103 V
A

2�1 Vs
A


 1250 s 	1

p01,02 
 	1250 s 	1 ± 1250 s 	1 2
	 106 s 	2


 	1250 s 	1 ± 750 s 	1

p01 
 	500 s 	1 p02 
 	2000 s 	1

Gleichung (A) kann durch die Nullstellen ausdrückt werden:

I(p) 


Uq

L
1

p 2
�

R
L

p �

1
LC




Uq

L
1

(p 	 p01)(p 	 p02)



10 V

1 Vs
A

1

(p � 500 s 	1) (p � 2000 s 	1)

Partialbruchzerlegung nach Zuhaltemethode:

I(p) 
 10 As 	1 1

(p � 500 s 	1) (p � 2000 s 	1)



A1

p � 500 s 	1
�

A2

p � 2000 s 	1

p = p01 = -500 s-1  => A1 


10 As 	1

	500 s 	1
� 2000 s 	1


 6.67 mA

p = p01 = -2000 s-1 => A2 


10 As 	1

	2000 s 	1
� 500 s 	1


 	6.67 mA

I(p) 
 6.67 mA 1

p � 500 s 	1
	

1

p � 2000 s 	1

Rücktransformation:

i(t) 
 6.67 mA e 	500s 	1
�t
	 e 	2000 s 	1

�t

(C)i(t) 
 6.67 mA e 	t/2ms
	 e t/0.5ms
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5

4

3

2

1

0
0 1 2

7

6

i in A

3 4 5 6
t in ms

6.66 mA*e-t/2ms

Die Konstruktion des oberen Zeitverlaufes (C) kann mit Hilfe einer Tangenten und einer Asymptoten erfolgen,
siehe Bild EG1026B. Aus dem Ergebnis erhält man durch Differenzieren und Einsetzen für t = 0 die Steigung der
Tangenten bei t = 0.

di
dt

(t
0) 
 6.67 mA 	

1
2 ms

�

1
0.5 ms


 10 A
s

Gleiches Ergebnis erhält man schneller durch physikalische Betrachtung. Nach Bild EG1026A ergibt sich t = 0
kein Strom. Die Spannungen uC(t=0) = 0 und uR(t=0) = 0 führen dazu, daß für t = 0 die volle Spannung Uq an L
liegt. Somit gilt

=>Uq 
 uL(t
0) 
 L� di
dt

(t
0) di
dt

(t
0) 


Uq

L



10 V

1 A
s


 10 A
s

�i
�t




5 mA
0.5 ms

Gleichung (C) beinhaltet zwei e-Funktionen mit unterschiedlichen Zeitkonstanten. Für t � � ist die Funktion mit
der größeren Zeitkonstant T = 2 ms die Asymptote. Aus Steigung und Asymptote kann der Zeitverlauf i(t) nach
(C) skizziert werden, siehe Bild EG1026B.

Bild EG1026B: Lösung Teilaufgabe a, R = 2500 6

Weitere Ergebnisse für verschiedene R sind später im diesem Abschnitt dargestellt.
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Teilaufgabe b) R = 600 66

Zahlenwertmäßige Berechnung der Nullstellen (B):

1
LC




1

1 Vs
A
�10	6 As

V


 106 s 	2

R
2L




600 V
A

2 Vs
A


 300 s 	1

p01,02 
 	

R
2L

± j 1
LC

	

R
2L

2


 	300 s 1 ± j 106 s 	2
	 300 1

s

2


 	300 1
s

± j 953.9 s 	1

Die Gleichung (A) mit Hilfe der konjungiert komplexen Nullstellen umgeformt ergibt:

(p - p0re + jp0im)(p - p0re - jp0im) = (p - p0re)
2 + (p0im)2

I(p) 


Uq

L
1

p � 300 s 	1 2
� 953.9 s 	1 2




10 V

1 Vs
A
�953.9 s 	1

953.9 s 	1

p � 300 s 	1 2
� 953.9 s 	1 2

I(p) 
 10.5 mA 953.9 s 	1

(p � 300 s 	1)2
� (953.9 s 	1)2

Rücktransformation:

i(t) 
 10.5 mA �e 	300s 	1
�t
�sin(953.9s 	1t) 
 10.5 mA �e 	t/3.33ms

�sin[2%t/(2%/953.9s 	1)]

i(t) 
 10.5 mA �e 	300s 	1
�t
�sin(2%t/6.59 ms)

Die Lösung stellt eine mit 3.33 ms gedämpfte Schwingung der Amplitude 10.5 mA und der Periodendauer von
6.59 ms dar, siehe Bild EG1026C.

Bild EG1026C: Lösung Teilaufgabe b, R = 600 6
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Einfluß des Widerstandes R

Bild EG1026D: Einschalten eines Reihenschwingkreises an einer Gleichspannungsquelle
Uq = 10 V, L = 1 H, C = 1µF, R = (2.002, 4, 8, 20) k6

Bild EG1026E: Einschalten eines Reihenschwingkreises an einer Gleichspannungsquelle
Uq = 10 V, L = 1 H, C = 1µF, R = (1998, 1000, 200, 20) 6
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10.3. Schalten von Wechselspannungsquellen

10.3.1. Prinzip

Das Prinzip zur Behandlung von Wechselquellen soll am Beispiel (Bild EG1031A) entwickelt werden. Die Lö-
sung der vollständigen DGL ist immer möglich, aber aufwendig. Es wird eine praktische Methode zur Bestim-
mung der Schaltvorgänge an Wechselquellen entwickelt. Für das untere Beispiel soll erstmal die Lösung der
vollständigen DGL durchgeführt werden. Anschließend soll das Ergebnis analysiert werden, ob dieses nicht ein-
facher zu bestimmen ist. 

uq(t) = ûA*cos(7t) - ûB*sin(7t)

Bild EG1031A

Aus dem Maschenumlauf in Bild EG1031A ergibt sich die DGL:

uq(t) 
 R�i � L di
dt


 ûA�cos(7t) 	 ûB�sin(7t)

A] homogene Lösung:

ihom = C*e-t/T T = L/R

B] spezielle Lösung:

Ansatz: isp = A*cos(7t) - B*sin(7t)

Ableitung:
disp

dt

 	A�7�sin(7t) 	 B�7�cos(7t)

Einsetzen in die DGL: R*A*cos(7t) - R*B*sin(7t)- L*A7*sin(7t) - L*B7*cos(7t) = ûacos(7t) - ûBsin(7t)

Die obere Gleichung ist nur erfüllt, wenn die Gleichung für Sinus- und Kosinusfunktion einzeln erfüllt ist. Durch
Koeffizientenvergleich ergibt sich:

R*A - L*B*7 = ûA

7*L*A + R*B = ûB 7L = X

Überführen in Matrix-Schreibweise und Lösung:

R -X A
=

ûA

X R B ûB

A
=

1 R X ûA
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B R2 + X2 -X R ûB

A 


R�ûA � X�ûB

R 2
� X 2

B 


	X�ûA � R�ûB

R 2
� X 2

Einsetzen von A und B in den Ansatz ergibt die spezielle Lösung:

isp 


R�ûA � X�ûB

R 2
� X 2

cos(7t) 	
	X�ûA � R�ûB

R 2
� X 2

sin(7t)

isp(t) wird mit Hilfe der komplexen Rechnung in einem ruhenden Scheitelwertzeiger gewandelt:

î*cos(7t)  ) -------0 î� 0°

-î*sin(7t)  ) -------0 -î� -90° = î� 90° 

(A)î
sp



R�ûA � X�ûB

R 2
� X 2

� j
	X�ûA � R�ûB

R 2
� X 2

Transformation von uq(t) und R, L ergibt 

ûq = ûA + jûA Z = R + j 7L = R + jX x = 7L

Der ruhende Scheitelwertzeiger läßt sich mit Hilfe der komplexen Rechnung angeben:

î 

û

q

Z



ûA � jûB

R � jX
�

R 	 jX
R 	 jX




ûA�R � jûB�R 	 jûA�X � ûB�X

R 2
� X 2

(B)î 

ûA�R � ûB�X

R 2
� X 2

� j
ûB�R 	 ûA�X

R 2
� X 2

Ein Vergleich der Gleichungen (A) und (B) zeigt, daß der Zeitverlauf, der mit Hilfe der komplexen
Wechselstrom-Methode berechnet wird, die spezielle Lösung ergibt.
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10.3.2. Schema

A] Homogene Lösung:

Die Anregung (Wechselquelle) liefert nach Aufstellen der DGL den inhomogenen Teil der DGL und hat somit
auf die homogene DGL keinen Einfluß. Die homogene Lösung kann wie beim Schalten von Gleichquellen be-
stimmt werden. Bei nur einem Energiespeicher im Kreis ergibt sich eine DGL 1. Ordnung mit der homogenen
Lösung

yhom = C1*e-t/T

Die Zeitkonstante kann wie in Abschnitt 10.2.5.5 (Punkt 3) beschrieben, durch Bestimmung des Widerstandes an
den Klemmen des Energiespeichers bestimmt werden:

T = R**C oder  T 


L

R �

Sind n Energiespeicher im Kreis, muß die DGL aufgestellt werden, siehe Abschnitt 10.5.

B] Spezielle Lösung:

Die spezielle Lösung, wird mit Hilfe der ruhenden Scheitelwertzeiger und der komplexen Rechnung bestimmt.

C] Addieren von spezieller und homogener Lösung

D] Integrations-Konstante(n) mit Hilfe der Anfangsbedingung(en) bestimmen
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10.3.3. Beispiel: Einschalten R, L

R = 10 6
X = 200 6

Bild EG1033A

a) f = 50 Hz Einschalten im  Nulldurchgang der Spannunguq(t) 
 2�220 V�sin(7t)

b) f = 50 Hz Einschalten im Maximum der Spannunguq(t) 
 2�220 V�cos(7t)

Teilaufgabe a

A] homogene Lösung:

ihom(t) = c1*e-t/T

T 


L
R




X
7�R




200 6

2%�50 s 	1
�10 6


 63.66 ms

B] spezielle Lösung:

sin(7t) )----0 -jî
sp



u
q

Z

Z = R + jX = (10 + j200) 6û
q

 2 220 V(	j) û

q

 	j 2 220 V

î
sp



û
q

Z



	j 2 220 V
(10 � j200)6


 	1.552 A 	 j0.0776 A

isp(t) = -1.552 A*cos(7t) + 0.0776 A*sin(7t)

C] gesamte Lösung:

i(t) = ihom + isp = C1*e-t/T -1.552 A*cos(7t) + 0.0776 A*sin(7t)

D] Integrationskonstanten bestimmen 

i(t=0) = 0 = C1 - 1.552 A => C1 = 1.552A

i(t) = 1.552 A*e-t/t -1.552 A*cos(7t) + 0.0776 A*sin(7t)

Die Ergebnisse sind in den Bildern EG1033B bis EG1033D dargestellt.
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-2 eingeschwungene (spezielle) Lösung

homogene Lösung

0 20 40 60 80

gesamt Lösung

2

4 i in A

160100 120 140 180 200

t in ms

Bild EG1033B: Einschalten im Nulldurchgang der Spannung

Bild EG1033C: Einschalten im Nulldurchgang der Spannung

Bild EG1033D: Einschalten im Nulldurchgang der Spannung
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Teilaufgabe b

A] homogene Lösung:

ihom(t) = c1*e-t/T T = 63.66 ms (kein Unterschied zu a)

B] Spezielle Lösung:

uq(t) 
 2�220 V�cos(7t)

cos(7t) )----0 1î
sp



u
q

Z

Z = R + jX = (10 + j200) 6û
q

 2 � 220 V

î
sp



u
q

Z



2 220 V
10 � j200 6


 0.0776 A 	 j1.552 A

isp(t) =  0.0776 A*cos(7t) + 1.552 A*sin(7t) 

C] gesamte Lösung

i(t) = ihom + isp = C1*e-t/T + 0.0776 A*cos(7t) + 1.552 A*sin(7t)

D] Integrationskonstanten bestimmen

i(t=0) = 0 = C1 + 0.0776 A => C1 = -0.0776 A

i(t) = -0.0776 A*e-t/t + 0.0776 A*cos(7t) + 1.552 A*sin(7t)

Bild EG1033E:  Einschalten im Maximum der Spannung

Fazit aus oberen Beispiel:
Das Einschalten einer Induktivität im Spannungsmaximum (Beispiel, Teil b) ist unproblematisch und führt zu
keinen erhöhten Strömen.

Das Einschalten einer linearen Induktivität im Spannungsnulldurchgang (Beispiel, Teil a) führt im ungünstigsten
Fall zum doppelten Einschaltstrom. Der doppelte Strom wäre über kurze Zeit zu verkraften. Da aber gut ausge-
nutzte Geräte bei Flußdichten von 1 T betrieben werden, befindet man sich bei doppelter Flußdichte im stark
nichtlinearen Bereich der MKL. Hier ohne Nachweis: Aufgrund der nichtlinearen DGL können Einschaltströme
bis zum 20 fachen des Nennstromes für kurze Zeit auftreten.
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10.3.4. Beispiel: Einschalten R, C

gegeben: f = 50 Hz
C = 10 µF
X = -318.5 6
R = 1 6

a) uq(t) 
 2�220V�cos(7t)

b) uq(t) 
 2�220V�sin(7t)

Bild EG1035A

Teillösung a

A] homogene Lösung:

ihom = C1*e-t/T T 
 R�C 
 1 V
A
�10�10	6 As

V

 10µs

B] spezielle Lösung:

uq(t) 
 2 220 V cos(7t)

û
q

 2 220 V

î
sp



û
q

Z



2 220 V
1 6 	 j318.3 6


 0.0031 A � j0.9775 A

isp =  0.0031 A*cos(7t) - 0.9775 A*sin(7t) 

C] gesamte Lösung:

i(t) = ihom + isp = C1*e-t/T + 0.0031 A*cos(7t) - 0.9775 A*sin(7t) 

D] Integrationskonstanten bestimmen 

i(t
0) 


uq(t
0)

R



2�220 V
1 6


 C1 � 0.0031 A

=> C1 = 311.1 A

i(t) 
 311.1 A�e 	t/10µs
� 0.0031 A�cos 2% t

20 ms
	 0.9775 A�sin 2% t

20 ms
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Teillösung b

A] homogene Lösung:

ihom = C1*e-t/T T 
 R�C 
 1 V
A
�10�10	6 As

V

 10µs

B] spezielle Lösung:

uq(t) 
 2 220 V sin(7t)

û
q

 	j 2 220 V

î
sp



	j220 V 2
1 6 	 j318.3 6


 0.9775 A 	 j0.0031 A

isp =  0.9775 A*cos(7t) + 0.0031 A*sin(7t) 

C] gesamte Lösung:

i(t) = ihom + isp = C1*e-t/T + 0.9775 A*cos(7t) + 0.0031 A*sin(7t) 

D] Integrationskonstanten bestimmen: 

i(t
0) 


uq(t
0)

R

 0 
 C1 � 0.9775 A

C1 = 0.9775 A

i(t) 
 	0.9775 A�e 	t/10µs
� 0.9775 A�cos 2% t

20 ms
� 0.0031 A�sin 2% t

20 ms

Kommentar:
Das Einschalten einer Kapazität im Spannungsmaximum ergibt nach Teillösung a einen kurzen hohen Strom-
impuls. Dieses ist im Spannungnulldurchgang nach Teillösung b nicht der Fall.

10.3.5. Optimales Einschalten

im Spannungsmaximum

im Spannungsnulldurchgang
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R1

R2 R3

10.4. Mehrere Quellen im Kreis

Schema

A] homogene Lösung:

Da die Anregung nur den inhomogenen Teil der DGL betrifft, besteht kein Unterschied zu den bisher Erwähnten.

B] spezielle Lösung:

Bei einem linearen Netzwerk können die Wirkungen jeder Quelle überlagert werden, somit können auch die spe-
ziellen Lösungen jeder Quelle einzeln berechnet werden und anschließend zur vollständigen speziellen Lösung
addiert werden.

Wechselstrom: komplexe Methode anwenden
Gleichstrom: Zustand für t � � auswerten

C] homogene und vollständige spezielle Lösung addieren

D] Anfangsbedingung(en) zur Bestimmung der  Integrations-Konstante(n)  auswerten.

Beispiel

gegeben: Anordnung nach Bild EG1042A
R1 = 20 6
R2 = 30 6
R3 = 50 6
L = 0.31 H
Uq1 = 155 V
uq2(t) = 200 V*cos(7t)
f = 50 Hz

gesucht:  i1(t)

Bild EG1042A

homogene Lösung:

R �

 R3 � R1 

 R2 
 50 6 �

20 6�30 6
20 6 � 30 6


 62 6

T 


L

R �



0.31 H

62 6

 5 ms

ihom = c1*e-t/T = c1*e-t/5ms

EG1042B: ESB für Zeitkonstante
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Spezielle Lösung von Uq1

Für t� � hat L keinen Einfluß mehr (uL = 0 ).  Für t� � wirkt L für die Gleichquelle wie ein Kurzschluß.

isp1 


Uq1

R1 � R2 

 R3




155 V

20 6 �

30 6�50 6
30 6 � 50 6


 4 A

Spezielle Lösung von uq2(t)

Z
3

 R3 � j7L 
 50 6 � j2%�50 s 	1

�0.31 Vs
A


 50 6 � j97.39 6

Z
23



Z
3
�R2

Z
3
� R2




Z
3
�30 6

Z
3
� 30 6


 (25.47 � j5.52) 6

Zges = R1 + Z23 = 20 6 + Z23 ( 45.47 + j 5.52)6

ûq2 = 200 V

î
sp2




û
q2

Z
ges




200 V
Z

ges


 4.33 A 	 j0.53 A

isp2(t) = 4.33 A*cos(7t) + 0.53 A*sin(7t)

Gesamte Lösung

i1(t) = ihom + isp1 + isp2 = c1*e-t/5ms + 4 A + 4.33 A*cos(7t) + 0.53 A*sin(7t)

Anfangsbedingung auswerten

Für t = 0 gilt: i3(t=0). Somit kann für t = 0 der Zweig 3 als offen angesehen werden:

i1(t
0) 


Uq1 � uq2(t
0)

R1 � R2




155 V � 200 V
20 6 � 30 6


 7.1 A

i1(t=0) = c1 + 4 A*4.33 A = 7.1

c1 = 7.1 A + 4 A - 4.33 A = -1.23 A

i(t) = -1.23 A*e-t/5ms + 4 A + 4.33 A*cos(7t) + 0.53 A*sin(7t)
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10.5. Netzwerke mit mehreren L und C

Bei entladenen Energiespeichern kann mit Laplace tranformierten Widerständen gerechnet werden, siehe u.a.
Abschnitt 10.2.5.3.

Im Zeitbereich kann die spezielle Lösung nach den schon bekannten Verfahren bestimmt werden:

Gleichstrom: Zustand für t � � auswerten
Wechselstrom: komplexe Methode anwenden

 
Die homogen Lösung muß durch Aufstellen der DGL ermittelt werden. Zwei Möglichkeiten bieten sich an:

- Maschen- und Knotenanalyse (siehe Kap. 10.2.5.1)
- rekursives Einsetzen der gewählten Variable (siehe unteres Beispiel und Kap. 10.2.5.2)

Beispiel:

gesucht: DGL für i3(t)

Bild EG105A

u3 
 L3

di3

dt
� R3�i3

i2 
 C2�
du2

dt

 C2�

du3

dt

du3

dt

 L3�

d 2i3

dt 2
� R3�

di3

dt

i2 
 C2�L3�
d 2i3

dt 2
� C2�R3�

di3

dt

i1 
 i2 � i3 
 C2�L3�
d 2i3

dt 2
� C2�R3�

di3

dt
� i3

u1 
 R1�i1 � L1

di1

dt

di1

dt

 C2�L3

d 3i3

dt 3
� C2�R3�

d 2i3

dt 2
�

di3

dt

u1 
 R1� C2�L3�
d 2i3

dt 2
� C2�R3�

di3

dt
� i3 � L1� C2�L3�

d 3i3

dt 3
� C2�R3

d 2i3

dt 2
�

di3

dt

u1 
 R1�C2�L3�
d 2i3

dt 2
� R1�C2�R3�

di3

dt
� R1�i3 � L1�C2�L3�

d 3i3

dt 3
� L1�C2�R3

d 2i3

dt 2
� L1�

di3

dt

Uq = u1 + u3

Uq 
 R1�C2�L3�
d 2i3

dt 2
�R1�C2�R3�

di3
dt

�R1�i3�L1�C2�L3�
d 3i3

dt 3
�L1�C2�R3

d 2i3

dt 2
�L1�

di3
dt

�L3

di3
dt

�R3�i3

Uq 
 L1�C2�L3�
d 3i3

dt 3
� (R1�C2�L3 � L1�C2�R3)

d 2i3

dt 2
� (R1�C2�R3 � L1 � L3)

di3

dt
� (R3 � R1)i3
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Anhang

Aufgaben

Aufgabe 9.1
Zeichnen Sie bei den folgenden Anordnungen die Richtung der Feldlinien ein.

Bild EG91B

Bild EG_A91

Aufgabe 9.2
A] gleiche Stromrichtung B] entgegengesetzte Stromrichtung

Bild EG_A92A Bild EG_A92B

Bestimmen Sie die Richtung der Kraft-Wirkung zweier paralleler Leiter mit Hilfe der Lorentz-Kraft.
a) Zeichnen Sie die Magnetfeld-Richtung  des einen Leiters am Ort des anderen in die Skizze mit ein.3B
b) Zeichnen Sie die gedachte Richtung der Bewegung der positiven Ladungsträger ein.
c) Bestimmen Sie die Kraft-Richtung mit Hilfe der Lorentz-Kraft.

Aufgabe 9.3
Das Magnetfeld einer Kreisringspule in Luft soll bestimmt werden. Folgende Größen sind gegeben:

N = 5000 Windungszahl
rw = 1 cm Radius der Wicklungen
rr = 8 cm Radius des Kreisringes
I = 0.5 A Spulenstrom

Gesucht sind die magnetischen Größen: �, �, Rm, 0, B, H

Aufgabe 9.4
Mit Hilfe einer Kreisringspule aus Luft soll ein Magnetfeld von B = 100 mT erzeugt werden. Kreisringdurch-
messer und Ringdurchmesser sind vorgegeben: dw = 1 cm, dr = 20 cm. Verwendet wird ein Draht von
dd = 0.1 mm Durchmesser. Die maximale Stromdichte beträgt Jmax = 10 A/mm2. Wie groß ist die Windungszahl
N der Spule zu wählen?
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Aufgabe 9.5

Bild EG_A95

Zeichnen Sie in das obere Bild ein:
a) Achsenbeschriftung mit Einheiten
b) weichmagnetisch und hartmagnetisch
c) Remanenz-Flußdichte
d) Koerzitif-Feldstärke

Aufgabe 9.6

gegeben:
d = 2 cm
µrFe = 2000
a = 12 cm
N = 5000
lLuft = 0.5 cm
I = 0.4 A
c = 2 cm = Tiefe der Anordnung

Bild EG_A96

Für die obere Anordnung ist die magnetische Flußdichte im Luftspalt zu bestimmen. Berechnen Sie den magneti-
schen Spannungsabfall im Luftspalt und im Eisen.

Aufgabe 9.7

gegeben:

I1 = 0.3 A
I2 = 0.1 A
N1 = 800
N2 = 900
d = 2 cm
h = 10 cm
b = 18 cm
µr = 2000
c = 2 cm

Bild EG_A97

gesucht: , V1, V2, V3
3B1, 3B2, 3B3
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Aufgabe 9.8

gegeben:
I1 = 0.3 A
I2 = 0.1 A
N1 = 800
N2 = 900
d = 2 cm
h = 10 cm
b = 18 cm
µr = 2000
c = 2 cm 

Bild EG_A98

gesucht: 3B1, 3B2, 3B3

Hinweis: - Für die Flüsse 01 und 02 ergibt sich ein lineares Gleichungssystem
- Teilergebnisse können aus 9.7 übernommen werden

Aufgabe 9.9
gegeben:

d = 2 cm Dynamoblech
a = 12 cm N = 5000
lLuft = 0.5 cm B = 1.7 T
c = 2 cm = Tiefe der Anordnung

Bild EG_A96

Für die obere Anordnung ist die Flußdichte im Luftspalt gegeben. Bestimmen Sie die erforderliche Stromstärke
I.

Aufgabe 9.10

gegeben:

d = 2 cm Dynamoblech
a = 12 cm N = 5000
lLuft = 0.5 cm B = 0.8 T
c = 2 cm = Tiefe der Anordnung

Bild EG_A910

Für die obere Anordnung ist die Flußdichte im Luftspalt gegeben. Bestimmen Sie die erforderliche Stromstärke
I.
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Aufgabe 9.11

gegeben:

d = 2 cm Dynamoblech
a = 12 cm N = 5000
lLuft = 0.5 cm I = 1.2 A
c = 2 cm = Tiefe der Anordnung

Bild EG_A96

Für die obere Anordnung ist die Flußdichte im Luftspalt iterativ zu bestimmen.

Aufgabe 9.12

gegeben:

d = 2 cm
a = 12 cm N = 5000
lLuft = 0.5 cm I = 1.2 A
c = 2 cm = Tiefe der Anordnung

Bild EG_A96

Für die obere Anordnung ist die Flußdichte im Luftspalt durch Scherung der MKL zu bestimmen. 

Aufgabe 9.13

I = 1 kA
a = 20 cm
b = 10 cm

Bild EG_AU913

Der Vektor der Feldstärke  soll für verschiedene Punkte Pi nach Betrag und Winkel bestimme werden.3B

a) P1 = (x = 30 cm, y = 20 cm) b) P2 = (x = 10 cm, y = 10 cm)
c) P3 = (x = -30 cm, y = 50 cm) d) P4 = (x = -10 cm, y = 30 cm)
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Aufgabe 9.14
Eine Spule mit N = 1500 Windungen wird im einem Magnetfeld von B = 1.2 T gedreht. Folgende Werte sind
gegeben:

A = 100 cm 2 - Spulenfläche
n = 4200 U/min - Drehzahl

Berechnen Sie den Zeitverlauf der induzierten Spannung uind(t), wenn der Spulenfluß bei t = 0 maximal ist. Wie
groß ist der Effektivwert Uind.

Aufgabe 9.15

gegeben: 0(t) 
 0̂�sin(7t)
N

gesucht: u(t) Beweisen Sie das Vorzeichen

Bild EG_A915

Aufgabe 9.16
Für ein Kupferrohr von 15 mm Durchmesser, 1 mm Wanddicke und 2 m Länge ist der Gleichstromwiderstand
und der Wechselstromwiderstand bei f = 100  kHz zu bestimmen. Lcu = 56 m/(6mm2)

Aufgabe 9.17

Für einen bewegten Leiter im Magnetfeld sind die Richtungen der
Induktionswirkungen in der Skizze zu ergänzen.

Bild EG_A917

Aufgabe 9.18
Die Induktivitäten L1 = 20 H und L2 = 0.1 H werden ohne magnetische Koppelung in Reihe geschaltet. Wie groß
ist die Induktivität der Reihenschaltung?

Aufgabe 9.19
Die Induktivitäten L1 = 8 H und L2 = 2 H werden ohne magnetische Koppelung parallel geschaltet. Wie groß ist
die Induktivität der Parallelschaltung?

Aufgabe 9.20
Die Induktivitäten L1 = 0.3 H und L2 = 0.2 H mit der magnetischen Koppelung M = 0.1 H werden verschaltet.
Berechnen Sie die Gesamtinduktivität.

a) Reihenschaltung mit positiver magnetischer Koppelung
b) Reihenschaltung mit negativer magnetischer Koppelung
c) Parallelschaltung mit positiver magnetischer Koppelung
d) Parallelschaltung mit negativer magnetischer Koppelung

Aufgabe 9.21
Zwei Induktivitäten in Reihenschaltung sind magnetisch gekoppelt. Die Messung der Gesamtinduktivität ergibt
L' = 400 mH. Wird eine Spule umgeklemmt ergibt die Messung L'' = 50 mH. Wie groß ist die magnetische
Koppelung M der beiden Spulen?



  Aufgaben     199 

Version 1.2             21. Dezember 2000

Aufgabe 9.22
gegeben: i1(t) = 40 mA*sin(7t) lFe = 20 cm

Afe = 4 cm2 µr = 4000
N1 = 1000 N2 = 200
f = 50

Bei der oberen Anordnung ist der Strom i1 gegeben. Zu
berechnen ist die Spannung u2. Der Streufluß ist zu ver-
nachlässigen (�01� = �02�). Achten Sie auf die Richtung.

Bild EG_A922

Aufgabe 9.23
gegeben:

N1 = 800
N2 = 900
d = 2 cm
h = 10 cm
b = 18 cm
i1 = 0.1 A*cos(7t)
f = 50 Hz
i2 = 0
c = 2 cm

Bild EG_A923

Hinweis: Teilergebnisse sind aus Aufgabe 9.7 zu entnehmen.
gesucht: u2(t)
a) Berechnung der magnetischen Leitwerte (siehe Aufgabe 9.7).
b) Bestimmung der magnetischen Flüsse 01, 02.
c) Ermittlung der Spannung u2 nach den Induktionsgesetz.
d) Ermittlung von L1, L2 und M.
e) Wie groß ist die Spannung u1?

Aufgabe 9.24 (in einigen Teilen gleiche Aufgabe als 9.7, aber andere Vorgehensweise)

gegeben:
N1 = 800
N2 = 900
d = 2 cm
h = 10 cm
b = 18 cm
µr = 2000
c = 2 cm

Bild EG_A923
Hinweis: Teilergebnisse sind aus Aufgabe 9.7 zu entnehmen.

a) Bei der oberen Anordnung sind die Induktivitäten L1 und L2 und die Gegeninduktivität M zu bestimmen.
Hinweis: Zur Bestimmung von M kann die folgende Stromverteilung angenommen werden: i2 = 0, i1 g

0. M kann dann aus  bestimmt werden. Achten Sie auf die Richtungen.u2 
 N2�
d02

dt

 N1�N2��12

di2

dt
b) Die Spannung U1 = 100 V�0( U2 = 20 V�0(

werden vorgegeben. Berechnen Sie mit Hilfe der komplexen Wechselstrom-Rechnung und dem
Maschenstrom-Verfahren die Ströme I1 und I2.
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Aufgabe 9.25

gegeben:

R1 = 160 6 R2 = 5 6
Rk = 0.1 6 Xh = �
Xk = 1 6 Rh = � 
UN1/UN2 = 20 Uq = 220 V

Bild EG_A925

In der oberen Schaltung sollen der Strom I1 und die Spannung  bestimmt werden. Der Trafo kann als T-ESBU2

dargestellt werden. Die unten angegebenen Widerstandswerte sind auf die Unterspannugsseite bezogen.

Aufgabe 9.26
Zwei gekoppelte Spulen mit den Daten:

7L1 = 100 6 7L2 = 10 6 7M = 30 6

werden eingangsseitig mit U1 = 100 V*cos(7t), U1 = 70.7 V*�0( angeschlossen und ausgangsseitig mit einem
Widerstand R = 400 6 belastet.

gesucht: I1, U2, I2

Aufgabe 9.27
Bestimmen Sie die Selbstinduktivität einer Doppelleitung mit dem Daten:

gegeben:

l = 5 m
a = 5 cm
r0 = 1 mm

Bild EG_A927

Aufgabe 9.28
In einer Induktivität von L = 150 mH fließt ein Strom I = 1.5 A. Wie groß ist die gespeicherte Energie?

Aufgabe 9.29

Bild EG_A929
Der oben dargestellte magnetische Kreis hat eine sehr vereinfachte MKL. Berechnen Sie für verschiedene Ströme
die gespeicherte magnetische Energie.

gegeben: N = 900 lFe = 20 cm AFe = 4 cm2

gesucht: Wm

a) I = 0.5 A b) I = 2 A
c) I = 5 A d) I = 10 
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Aufgabe 9.30
Bei einem Versuch an der Anordnung von Aufgabe 9.29 wird folgende sehr vereinfachte Hysterese-Kennlinie
aufgenommen.

Wie groß sind die Hystereseverluste PVH bei f = 50 Hz?

Bild EG_A930

Aufgabe 9.31

gegeben: I = 800 A
a = 5 cm
l = 0.5 m

Bild EG9132A

Wie groß ist die Kraft zwischen dem Leitern der oberen Anordnung

Aufgabe 9.32

gegeben: B = 1.5 T
I = 100 A
l = 0.5 m

Bild EG_A932

Wie groß ist die Kraft auf den dargestellten Leiter und in welcher Richtung wirkt diese?

Aufgabe 9.33

gegeben: A = 10 cm2 N = 1500
I = 2 A lFe = 40 cm
s = 0.2 cm µrFe = 800

gesucht: F

Bild EG9133A
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Aufgabe 9.34
Ein Dauermagnetkreis soll dimensioniert werden.

gegeben: AL = AF = 2 cm2 BL = 1.4 T
lF = 15 cm lL =0.2 cm
Br = 0.8 T BD = 0.6 T
0D = 0L µrF = 2000

gesucht: AD, lD

Bild EG_A934

Aufgabe 10.1
Bei den folgenden Schaltvorgängen wird der Schalter zur Zeit t0 = 0 geschlossen und zur Zeit t = t1 wieder
geöffnet. Der Verlauf der gesuchten elektrischen Größe ist abschnittsweise zu berechnen und zu skizzieren.
Welchen Wert hat die gesuchte Größe zur Zeit t = 2t1?
a) b)

Bild EG_A101A Bild EG_A101B

c) d)

Bild EG_A101C Bild EG_A101D

Aufgabe 10.2
Berechnen Sie die Spannung uC(t).

Bild EG_A102
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Aufgabe 10.3
Berechnen Sie den Strom i(t).

Bild EG_A103

Aufgabe 10.4
Der Strom i1(t) ist zu berechnen.

R1 = 13.5 6
R2 = 45 6
R3 = 5 6
X =  20 6

uq(t) 
 220 V� 2�cos(7t�30()

f = 50 Hz

Bild EG_A104

Aufgabe 10.5
Für das dargestellte Netzwerk soll der Strom i(t) berechnet werden.

Uq1 = 150 V

Uq2 
 220 V� 2�cos(7t)

R1 = 50 6
R2 = 100 6
XL = 120 6
f = 50 Hz

Bild EG_A105

Aufgabe 10.6

Eine Kreisringspule aus Luft wird mit Cu-Draht  von AD = 0.1 mm2 Querschnitt gewickelt.L 
 56 m

6mm 2

Der Durchmesser der Spule beträgt DS = 50 cm. Die Wicklungen sollen einen Raum ausfüllen zwischen ri = 2 cm
und ra = 3 cm. Der Wicklungsquerschnitt ist zu 70 % mit Cu ausgefüllt. Die Spule wird zur Zeit t = 0 an eine
Gleichstromquelle Uq = 10 V geschaltet. Berechnen Sie den Stromverlauf. Vereinfachung: Für den magnetischen
Querschnitt soll mit ri gerechnet werden.
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Ergebnisse

Aufgabe 9.3
� = 2500 A H = 4974 A/m � = 0.785*10-9 Vs/A
Rm = 1.274*109 A/Vs 0 = 1.963*10-6 Vs B = 6.248 mT

Aufgabe 9.4 N = 636943

Aufgabe 9.6 B = 0.4833 Vs/m2

Aufgabe 9.7
V1 = 120 A V2 = V3 = 30 A

B1 
 1.256 Vs

m 2
B2 
 0.314 Vs

m 2
B3 
 0.942 Vs

m 2

Aufgabe 9.8
B = 1.821 T B = 0.2513 T B = 2.072 T

Aufgabe 9.9 I = 1.907 A

Aufgabe 9.10 I = 0.7488 A

Aufgabe 9.11
B(3) = 1.38 T B(4) = 1.40 T

Aufgabe 9.12 B = 1.38 T

Aufgabe 9.13

a) 
B
 = 1.444 mT QB = 158.84(
Bx

By




	1.3459
0.5210

mT

b) 
B
 = 3.561 mT QB = 262.06(
Bx

By




	0.4921
	3.526

mT

c) 
B
 = 0.467 mT QB = -30.36(
Bx

By




0.4029
	0.2360

mT

d) 
B
 = 1.378 mT QB = -62.20(
Bx

By




0.6426
	1.2186

mT

Aufgabe 9.14
ûind = 7916 V Uind = 5598 V

Aufgabe 9.15 u(t) 
 � 0̂7�cos(7t)

Aufgabe 9.16
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R- = 0.812 m6 R100kHz = 3.61 m6

Aufgabe 9.18 L = 120 mH

Aufgabe 9.19 L = 1.6 mH

Aufgabe 9.20
a) L = 700 mH b) L = 300 mH
c) L = 166.7 mH d) L = 71.4 mH

Aufgabe 9.21 M = 87.5 mH

Aufgabe 9.22
û2 = 25.25 V u2 = +25.25 V*cos(7t)

Aufgabe 9.23

Aufgabe 9.24

Aufgabe 9.25
I1 = 98.4 mA U2 = 9.84 I2 = 1.968 mA

Aufgabe 9.26
I1 = 0.7072 A�-88.71( I2 = 0.0530 A�179.9(

Aufgabe 9.27 L = 8.320 µH

Aufgabe 9.28 W = 0.1688 Ws

Aufgabe 9.29
a) Wm = 0.0405 Ws b) Wm = 0.648 Ws
c) Wm = 0.8 Ws d) Wm = 0.8 Ws

Aufgabe 9.30 PVH = 32 W

Aufgabe 9.31 F = 1.279 N

Aufgabe 9.32 F = 75 N

Aufgabe 9.33 F = 558 N

Aufgabe 9.34
AD = 4.667 cm2 lD = 1.45 cm
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i(t) 
 0.735 A�e 	t/2.55ms
� 1 A � 1.265 A�cos(7t) � 1.012 A�sin(7t)

Aufgabe 10.1
a) Abschnitt 1:  0< t < 4 ms uL(t) = 110 V*e-t/5ms

Abschnitt 2:  t > 4 ms uL(t) = -181.7 V*exp[-(t-4 ms)/1.667 ms]
uL(2t1) = -16.48 V

b) Abschnitt 1:  0< t < 0.8 ms uR(t) = 30 V*e-t/0.5ms

Abschnitt 2:  t > 0.8 ms uR(t) = -7.980 V*exp[-(t-0.8 ms)/1.5 ms]
uR(2t1) = -4.681 V

c) Abschnitt 1:  0� t � 0.25 s iL(t) = 200 mA*(1 - e-t/0.127s)
Abschnitt 2:  t � 0.25 s iL(t) = 172.1 mA*exp[-(t-0.25 s)/0.111 s]

iL(2t1) = 18.14 mA

d) Abschnitt 1:  0� t � 200 µs uC(t) = 5.556 V*(1 - e-t/94.44µs)
Abschnitt 2:  t � 200 µs uC(t) = 4.888 V*exp[-(t-200 µs)/150 µs]

uC(2t1) = 1.288 V
Aufgabe 10.2

a) uC(t) 
 10 V 1 	 e 	t�105s 	1
� cos(0.5�105s 	1t) � 2sin(0.5�105s 	1t)

uC(t) 
 10 V 1 	 e 	t/10µs
� cos 2% t

125 µs
� 2sin 2% t

125 µs

Aufgabe 10.3
i(t) = 1.5625 mA[exp(-t/2.5 ms) - exp(-t/0.277 ms)]

Aufgabe 10.4
i1(t) = -6.75 A*exp(-t/4.139 ms) + 11.36 A*cos(7t) + 0.130 A*sin(7t)

Aufgabe 10.5

Aufgabe 10.6
N = 109900 L = 12.14 H RD = 3.082 k6
T = 3.939 ms i(t) 
 3.245 mA(1 	 e 	t/3.939ms)
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