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���Au�age

Dieses Skript entstand aus meinen Vorlesungen an der FH Regensburg� Es hat das Ziel� den Studenten das

m�uhevolle Mitschreiben und Abzeichnen in der Vorlesung zu erleichtern� Es ist unvollst�andig und durch eigene

Eintragungen zu erg�anzen� Das Skript kann das Lesen von B�uchern und
oder den Besuch der Vorlesungen nicht

ersetzen�

Das vorliegende Skript wurde zum vierzehnten Mal mit emTEX gesetzt und redaktionell �uberarbeitet� Es ist

immer noch vorstellbar� da� noch nicht alle Fehler eliminiert wurden� bzw� sich neue Fehler wieder eingeschlichen

haben� F�ur entsprechende Hinweise bin ich dankbar�
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Kapitel �

Elektrostatisches Feld

Werden zwei elektrische Ladungen Q� und Q� in eine r�aumliche N�ahe �Abstand r voneinander� gebracht� so ist

die Tendenz zu beobachten� da� die beiden Ladungen sich aufeinander zu bewegen wollen� bzw� voneinander

wegstreben wollen� Bewegung bedeutet Kraftein�u��

� r �

� Q� � Q�

Durch Versuche wurde ermittelt� da� die Kraft F zwischen diesen beiden Ladungen proportional der Gr�o�e der

beiden Ladungen� sowie umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes der beiden Ladungen ist�

F � Q� � Q�

r�

Dieser Zusammenhang erinnert an das Gravitationsgesetz von Newton

F � � � m� � m�

r�

Um f�ur die elektrische Kraft eine Gr�o�engleichung schreiben zu k�onnen� braucht man eine Proportionalit�ats


konstante�

Die Proportionalit�atskonstante ergibt sich zu
�

	 � � � � �

Die Konstante � wird als Dielektrizit�atskonstante �Permittivit�at� bezeichnet�

Die elektrische Kraftgleichung lautet dann

F �
�

	 � � � � �
Q� � Q�

r�

Die Dielektrizit�atskonstante � setzt sich zusammen aus � � �� � �r
�r � Dielektrizit�atszahl� dimensionslos

�� � Dielektrizit�atskonstante des materiefreien Raumes

Gr�o�e und Einheit von �� �� � ����	������ � ����� F
m � ����

�� � � As
Vm

Mit obiger Formel ist die Kraft betragsm�a�ig berechenbar� Zus�atzlich zur Gr�o�e ist die Wirkungsrichtung der

Kraft wichtig� Kraft hat Vektorcharakter�

Zeichnet man einen Vektor auf der Verbindungslinie der beiden Ladungen ein� normiert diesen auf die Gr�o�e ��

so erh�alt man den Einheitsvektor �er f�ur die Kraftrichtung�
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� r �

� Q� � Q�
��er

�F �
�

	 � � � � �
Q� �Q�

r�
� �er

Entfernt man die Ladung Q� aus der unmittelbaren Umgebung von Q�� so besteht weiterhin die M�oglichkeit der

Ladung Q� auf eine andere Ladung Kraft auszu�uben� das hei�t um die Ladung herum herrscht ein Kraftfeld�

Dieses Kraftfeld l�a�t sich beschreiben zu

�E �
�F

Q�

Kraft

Ladung

Das Vektorfeld �E wird als elektrische Feldst�arke bezeichnet und l�a�t sich f�ur eine Punktladung Q berechnen

mit

�E �
�

	 � � � � �
Q

r�
� �er Punktladung

Anschaulich kann man die Wirkungen dieses Vektorfeldes durch Feldlinien �fr�uher auch Kraftlinien� darstellen�

Wie konstruiert man diese Feldlinien �

Am Beispiel einer Punktladung soll dies im folgenden gezeigt werden�

Man nimmt einen beliebigen Ortspunkt P �x� y� z� und berechnet dort die Feldst�arke und Richtung der Feldst�arke

verursacht durch die Punktladung� Dann kann man diesen Feldst�arkevektor am Punkt P einzeichnen� Be


wegt man sich ein kleines Wegelement ds in Richtung des Feldst�arkevektors� erreicht man einen neuen Punkt

P ��x�� y�� z��� In diesem Punkt kann man wieder einen Feldst�arkevektor berechnen� diesen anzeichnen� ein We


gelement ds in der Richtung des Feldst�arkevektors weitergehen� usw�

Abbildung ���� Feldlinien einer Punktladung

Auf diese Weise konstruiert man punktweise

bzw� abschnittsweise die Wirkung der Kraft des

elektrischen Feldes� Es ergibt sich in diesem

einfachen Fall das bekannte Feldlinienbild der

Punktladung�

Merke�

Feldlinien sind keine physikalische Realit�at� sondern gedachte Linien�

Sie vermitteln als Hilfsvorstellung ein anschauliches Bild der Richtung des Feldes in jedem Punkt eines feld


erf�ullten Raumes�

Feldlinien sind richtungsorientiert �haben also Pfeile��
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Am n�achsten Beispiel soll das Feldlinienbild zweier Punktladungen unterschiedlicher Polarit�at� aber gleicher

Ladung konstruiert werden�

Man beginnt wieder mit einem Punkt P �x� y� z� und berechnet den Kraftvektor aufgrund der Ladung � und

aufgrund der Ladung �� Dann superponiert ��uberlagert� man die beiden Ein��usse� das hei�t man addiert die

Feldst�arkevektoren �Vektorielle Addition ���� Durch punktweises Verbinden ergibt sich das Feldlinienbild der

beiden Ladungen�

Abbildung ���� Feldlinienbild zweier Punktladungen

Zwei wichtige Tatsachen kann man aus dem Bild entnehmen�

��� Feldlinien verlaufen von positiver Ladung zu negativer Ladung�

��� Feldlinien stehen senkrecht auf der Ober��ache der Ladungen�

Einheit der Feldst�arke�

E � Q

� � r�
Einheiten�

V �m �A � s

A � s �m� �
V

m

Die Einheit V
m deutet auf einen Zusammenhang mit der elektrischen Spannung hin�

Anhand eines Plattenkondensators soll der Zusammenhang Spannung � Feldst�arke n�aher untersucht werden�


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

�E

Ua

Ub
�

�

d

�

Uab � Ua � Ub

Platte a

Platte b

aus der Physik bzw� GE ist bekannt �oder sollte bekannt sein� �

E �
Uab
d

Um eine Ladung von Platte a nach b zu bringen� wird Arbeit verrichtet bzw� frei� je nach Polarit�at� Die Arbeit

berechnet sich im Innern des Plattenkondensators �homogener Bereich� zu Wab � F � d � E � q � d �

Im Randfeld ergibt sich die Arbeit aus Kraft mal Wegst�uck� aufsummiert �uber den gesamten Weg�

Wab �

bZ
a

�F d�s � q �
bZ
a

�E d�s
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Die potentielle Energie eines Elektrons berechnet sich zu W � q�U mit der Spannung U als Potentialdi�erenz�

Wab � q �
bZ
a

�E d�s und daraus

bZ
a

�E d�s � Uab

Zwischen zwei Punkten a und b in einem elektrischen Feld herrscht eine Potentialdi�erenz� also eine elektrische

Spannung� F�ur das Potential hat sich bei der Beschreibung der Felder die Bezeichnung � eingeb�urgert� Die

Spannung ergibt sich als Di�erenz der Potentiale Uab � �a��b� Berechnet man das Potential einer Punktladung

aus der elektrischen Feldst�arke� so ergibt sich

�ab �

bZ
a

�E d�s �

bZ
a

Q

	 � � � � � r� � �er � d�s �
Q

	 � � � � �
bZ

a

dr

r�
�

Q

	 � � � � �
�
� �

rb
�

�

ra

�

�
Q

	 � � � � �
�

�

ra
� �

rb

�
� �a � �b

Aus Zweckm�a�igkeitsgr�unden legt man das Bezugspotential �b � � nach � � damit wird dann rb � � und

daraus folgt �
rb
� � � Das Potential der Punktladung berechnet sich deshalb zu

�a� �
Q

	 � � � � � ra bzw� � �
Q

	 � � � � � r
Damit ergibt sich� neben der vektoriellen Beschreibung� eine zweite Beschreibungsm�oglichkeit f�ur das elektrische

Feld�

Abbildung ���� Feldlinien und �Aquipotentiallinien �H�ohenlinien� zweier Punktladungen

Das elektrische Feld kann einmal durch die Kraftwirkung� die Feldlinien� und zum anderen mit Linien gleichen

Potentials� den �Aquipotentiallinien� eindeutig beschrieben werden�

Auf jeder dieser Linie herrscht die gleiche Arbeitsf�ahigkeit� entsprechend der De�nition der potentiellen Energie�

Das bedeutet� da� ein Umeinanderrutschen auf einer solchen Linie keinen Energieverbrauch oder Energiegewinn

erm�oglicht�

In Abb� ��� auf S�� sind die zwei Beschreibungsm�oglichkeiten noch einmal dargestellt�

� �Aquidistante H�ohenlinien nach innen zur Ladung immer dichter� deshalb ganz innen nicht mehr darstellbar ��

H�au�g ist es aber auch so� da� die Potentialverteilung bekannt ist und nach der Feldst�arke gesucht wird�
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d�h�
Z

�E d�s � � mu� nach E aufgel�ost werden

Z
�E d�s � � j � d

d�s
ergibt

d

d�s
�
Z

�E d�s �
d�

d�s

�E �
d�

d�s

Das Potential mu� nach einem Vektor abgeleitet werden�

Aus der Vektoranalysis gibt es daf�ur die Rechenvorschrift Gradient�

Gradient �E � � grad�

Die Rechenvorschrift Gradient besagt�

Ordnet man jedem Ort im Raum einen skalaren Wert zu� dann kann man an beliebigen Orten die Richtung

angeben� in der dieser Wert am st�arksten zunimmt�

Weil aber die elektrische Feldst�arke �E immer vom h�oheren zum niedrigeren Potential zeigt� mu� vor dem

Gradient ein Minuszeichen stehen� um die Richtung umzukehren�

Dies l�a�t sich am Potentialgebirge anschaulich darstellen�

Gradient� der k�urzeste Weg nach oben� aber der anstrengenste�

Feldlinie� entsprechend Fallinie� der schnellste Weg nach unten�

Potentialfeld � ist ein Skalarfeld�

Elektrisches Feld �E ist ein Vektorfeld�

Gradient macht aus Skalarfeld ein Vektorfeld�
�Aquipotentiallinien stehen auf Feldlinien senkrecht und umgekehrt�

Abbildung ��	� �Potentialgebirge�

Eine andere Art der Veranschaulichung ist die Dar


stellung als Potentialgebirge� Die �Aquipotentiallinien

sind dann H�ohenlinien und die Feldlinien entsprechen

den Fallinien� Salopp ausgedr�uckt herrscht nahe bei

der Ladung ein gr�o�eres Potential als weiter weg�

Eine besondere Bedeutung gewinnt der Potentialbegri� f�ur die Untersuchung des resultierenden Feldes von

Ladungsverteilungen�

Das resultierende Potential in einem Raumpunkt ist gleich der Summe der Einzelpotentiale

� � �� � �� � �� � � � �� �n

Dies ist in den meisten F�allen leichter zu berechnen� als die vektorielle Addition der Feldst�arken�
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Am Beispiel der Punktladungen von Seite � soll eine weitere Eigenschaft des elektrostatischen Feldes untersucht

werden�

Abbildung ���� Feldlinien und �Aquipotentiallinien zweier Punktladungen

Spaziert man in diesem Feld von einem Punkt a nach Punkt b� von dort weiter nach c� und schlie�lich �uber

d zum Ausgangspunkt a zur�uck� so stellt sich am Schlu� die Frage� welche Arbeit auf diesem Weg verrichtet

wurde �

Wabcda

q
�

bZ
a

�E d�s �

cZ
b

�E d�s �

dZ
c

�E d�s �

aZ
d

�E d�s �
I

�Ed�s

� Uab � � � Ucd � � � Uab � Uab � �

F�ur diesen geschlossenen Umlauf in einem Vektorfeld gibt es auch eine Rechenvorschrift� den Rotor

Rotor rot �E � �en � lim
A��

�

A

I
�Ed�s

Wenn wie in diesem Fall ein geschlossener Umlauf als Ergebnis Null �rotE � �� ergibt� dann nennt man ein

solches Feld ein wirbelfreies Feld� oder auch ein konservatives Feld�

Die Rechenvorschrift Rotor�

Aussage �uber die �Anderung eines Vektorfeldes quer zu seiner Str�omungsrichtung�

Diese Eigenschaft nennt man Wirbel�

Wenn rot ungleich Null spricht man von Wirbelfeld�

Rotor auf ein Vektorfeld angewandt� ergibt wieder ein Vektorfeld�

Mit einem geschlossenen Umlauf wird eine Fl�ache eingeschlossen� Wenn f�ur jeden Raumpunkt ein Wert berechen


bar sein soll� dann wird �uber den Grenz�ubergang A� � die Fl�ache zum Punkt entarten� Der Vektor �en steht

auf dieser Fl�ache senkrecht und gibt die Richtung des entstehenden Vektorfeldes an�

Salopp ausgedr�uckt bedeutet die Rechenvorschrift Rotor�

Aussage dar�uber� ob man auf einem Umlauf etwas �gewinnen� oder �verlieren� kann�
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Bei der Behandlung der Durchschlagfestigkeit von Kondensatoren ergab sich folgender Sachverhalt�
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Dielektrikum ��

Dielektrikum �� d�

d�

�
�

�

Uc

F�ur die Spannung Uab ergab sich

Uab � Uac � Ucb � E� � d� � E� � d� � E� �
�
d� �

E�

E�
� d�

�
� E� �

�
d� �

�r�
�r�

� d�

�

wegen E � �

�
und

E�

E�
�
�r�
�r�

Die elektrische Feldst�arke �E ist wegen �r eine materialabh�angige Feldgr�o�e�

Deshalb ist h�au�g der Begri� der elektrischen Verschiebungsdichte� g�unstiger�

�D � � � �E

Die elektrische Verschiebungsdichte �D ist eine materialunabh�angige Feldgr�o�e�

Abbildung ���� Quelle����

Einheit von D� F
m � V

m � As �V
Vm �m � As

m� letztendlich Ladung
Fl�ache

�auch� Flussdichte oder elektrische Erregung
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F�ur die Punktladung gilt � �D �
Q

	 � � � r� � �er

unabh�angig vom Material� abh�angig nur noch von der erregenden Ursache� der Ladung�

Aus der Einheit Ladung pro Fl�ache dr�angt sich die Idee auf� aus der Verschiebungsdichte �uber eine geschlosse


ne Fl�ache �also ein Volumen�� die darin enthaltene Ladung zu berechnen� Dazu spannt man eine geschlossene

H�ull��ache auf �z�B� eine Kugelober��ache�� Innerhalb dieser Kugel soll sich die Ladung Q be�nden� Teilt man

jetzt die Kugelober��ache in kleine Fl�achenelemente dA � ds� � ds� auf und bildet die Summe aus Verschie


bungsdichte mal Fl�achenelement� so erh�alt man als Ergebnis die Ladung Q� die sich in diesem Volumen aufh�alt�

Abbildung ���� geschlossene H�ull��ache

Behauptung�
P �D � d �A � Q

Beweis�
H
�Dd �A �

H Q
����r� � ds� � ds�

H�ullkurve ist Kugelober��ache damit
H
ds� � ds� �

�R
�

��R
�
r � sin � � d� � r � d� � 	 � � � r�

eingesetzt ergibt
H
�Dd �A � Q

����r� � 	 � � � r� � Q q�e�d�

Bei gegebener Feldverteilung f�ur �D sollte es also m�oglich sein� aus dieser Feldverteilung auf die Ladungsver


teilung r�uckzuschlie�en� Um dies f�ur jeden Raumpunkt berechnen zu k�onnen� gibt es die Rechenvorschrift

Divergenz

Divergenz div �D � lim
V��

�

V

I
�Dd �A
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Rechenvorschrift Divergenz�

Die Divergenz ist ein Ma� f�ur die Ergiebigkeit eines Vektorfeldes� Sie gibt an� wieviel Flu� je Volumen in jedem

Punkt des betrachteten Feldbereichs entsteht oder verschwindet�

Verschwindet in einem Vektorfeld innerhalb eines Bereiches die Divergenz� so liegen weder Quellen noch Senken

vor� Das Vektorfeld ist in diesem Bereich quellenfrei� anderenfalls ist es ein Quellenfeld�

Bei Quellenfreiheit besitzen die Feldlinien weder Anfang noch Ende entweder sie verlaufen in sich geschlossen

oder sie treten durch das betrachtete Volumen hindurch�

In einem Quellenfeld entspringen dagegen an Quellen neue Feldlinien �Vektorlinien�� die an den Senken wieder

m�unden�

Divergenz ist ein Skalar und gibt die Quellenst�arke pro Volumeneinheit an�

Salopp� Aussage �uber den Quellencharakter eines Vektorfeldes�

F�ur das elektrostatische Feld gilt�

div �D �
Q

dV
� � mit � als Raumladungsdichte

Beispiele�

�Uber die �Anzahl Feldlinien� rein in ein Volumen und raus aus einem Volumen kann man anschaulich die

unterschiedlichen Divergenzm�oglichkeiten darstellen�

Senken
im

Volumen�

�
� �

Quellen
im

Volumen

�
�

�
���������

Volumen�
�

�

�
�
�

div � �

div 	 �

div 
 �

Das elektrostatische Feld wird beschrieben mit

rot �E � � wirbelfrei� daraus ergibt sich die Beschreibungsm�oglichkeit mit einem Potentialfeld

�E � � grad �

div �D � � Quellen des Feldes sind elektrische Ladungen

�D � � � �E Materialgleichung
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Kapitel �

Magnetostatisches Feld

Aus der Physikvorlesung sollte man �uber die Feldlinien eines Magneten wissen� da� die magnetischen Feldlinien

in sich geschlossen sind� weil man Nord� und S�udpol nicht trennen kann� Es gibt keine magnetischen Monopole�

Ursachen eines solchen Magnetfeldes sind Permanentmagnete�

Analog zum elektrischen Feld wurde f�ur das magnetische Feld

de�niert�

magnetische Feldst�arke �H Einheit� A
m

magnetische Flu�dichte �B Einheit� Vs
m�

Abbildung ���� Feldlinien eines Permanentmagneten

Die Materialeigenschaften sind in der magnetischen Feldkonstanten � �Permeabilit�at� � � �� � �r enthalten�

�� � ����� � ����
H

m
� 	 � � � ����

Vs

Am

B und H sind �uber � verkn�upft �analog zum elektrischen Feld��

�B � � � �H

Weil die Feldlinien in sich geschlossen sind� kann an keiner Stelle etwas entstehen oder verschwinden�� Es gilt�

div �B � � immer

rot �H � � wirbelloses Feld

Das magnetostatische Feld wird beschrieben mit

rot �H � � wirbelfrei

div �B � � quellenfreies Feld� geschlossene Feldlinien

�B � � � �H

�Makroskopische Betrachtung
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Kapitel �

Gleichstrom �Station�ares Str�omungsfeld�

�

Jeder Strompfad ist von einem Magnetfeld umgeben� Nach dem Durch�utungsgesetz erh�alt man auf einem

geschlossenen Umlauf durch das Magnetfeld und Aufaddieren der magnetischen Feldst�arkekomponenten den

Gesamtstrom durch die eingeschlossene Fl�ache�I
�Hd�s � I dieses Gesetz bezieht sich auf Gleichstrom

Gleichstrom bedeutet I � konst �
dQ

dt

In der Elektrostatik gilt� Q �
R R

�Dd �A aus div �D � �

Bei Gleichstrom ergibt Integration Q � D � A wegen gleichf�ormiger Bewegung �uber dem Leiterquer


schnitt A

Somit kann man f�ur den Gleichstrom ansetzen

I � konst �
dQ

dt
�
dD

dt
�A umgeformt zu

I

A
�
dD

dt

D ist aber eine Funktion des Ortes und der Zeit also D � f�s� t�

damit wird

dD �
�D

�t
� dt �

�D

�s
� ds

erweitert mit �
dt ergibt

dD

dt
�
�D

�t
�
�D

�s
� ds
dt

�
�D

�t
�
�D

�s
� v

somit
I

A
�
�D

�t
�
�D

�s
� v diese Gleichung wird im Kapitel 	 auf Seite �� gebraucht ����

Im station�aren Str�omungsfeld ist �D
�t � � � �keine Zeitabh�angigkeit��

Damit kann man dann �D
�s � dD

ds setzen und erh�alt f�ur den Strom pro Fl�ache

I

A
� � � v also Ladungstr�agerdichte mal Geschwindigkeit
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F�ur den Ausdruck Strom pro Fl�ache f�uhrt man den Begri� der elektrischen Stromdichte J ein� Geschwindigkeit

hat eine Richtung� so da� man gleich eine vektorielle Gr�o�engleichung schreiben kann�

�J � � � �v Einheit �
As �m

m� � s
�

A

m�

Die integrale Aussage Strom ist damit f�ur jeden Raumpunkt als Stromdichte �J de�niert�

Der Gesamtstrom I ergibt sich aus der Integration der Stromdichte �uber die durch�ossene Fl�ache

I �
Z Z

�Jd �A

Das Durch�utungsgesetz schreibt sich damitI
�Hd�s � I �

Z Z
�Jd �A

Die Rechenvorschrift Rotor auf das Vektorfeld �H angewandt� ergibt

rot �H � �en � lim
A��

�

A

I
�Hd�s � �en � lim

A��

�

A

Z Z
�Jd �A � �J

rot �H � �J

Dies ist allgemein die Beziehung zwischen elektrischer Stromdichte und magnetischer Feldst�arke�

Als n�achstes interessiert der Zusammenhang der Feldgr�o�e �J mit der Feldgr�o�e �E�

Das ohmsche Gesetz in allgemeiner Form

I �
U

R
ist eine integrale Aussage�

Ersetzt man die integralen Gr�o�en I und U mit

I �

Z Z
�Jd �A und U �

Z
�E d�s

und R �
�



� �

A
mit 
 � spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit Am

Vm� � �
!m � S

m

ergibt sich

U � R � IZ
�E d�s �

�



� �

A

Z Z
�Jd �A


 � �

�
�
Z

�E d�s �
�

A
�
Z Z

�Jd �A


 � �E � �J di�erentielles ohmsches Gesetz

Elektrische Stromdichte ergibt sich aus elektrischer Leitf�ahigkeit mal elektrischer Feldst�arke�

Das Gleichstromfeld �Station�ares Str�omungsfeld� wird beschrieben mit

rot �E � � rot �H � �J � 
 � �E

div �D � � div �B � �

�D � � � �E �B � � � �H
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Kapitel �

Wechselstrom

�zeitlich ver�anderliche Felder�

Beim Wechselstrom ist die Stromst�arke I eine Funktion der Zeit� also ist dQ
dt nicht mehr konstant� Damit mu�

sich auch das mit dem Strom verkn�upfte Magnetfeld zeitlich �andern�

Nach dem Induktionsgesetz gilt� da� durch magnetische Induktion eine Spannung entsteht� die der verur


sachenden Wirkung entgegengesetzt ist�

uind � �d"

dt
� � d

dt

Z Z
�Bd �A mit magnetischer Flu� " �

Z Z
�Bd �A

Spannung als Potentialdi�erenz h�angt mit der elektrischen Feldst�arke zusammen�

uind �

I
�Ed�s � � d

dt

Z Z
�Bd �A � �d"

dt

das bedeutet� ein sich zeitlich �anderndes Magnetfeld erzeugt ein elektrisches Feld�

Wie wirken sich diese Beziehungen auf die Felder in einem Leiter aus �

Es gelten folgende � Gleichungen�

di�erentielles ohmsches Gesetz �J � 
 � �E

Durch�utungsgesetz rot �H � �J

Induktionsgesetz

I
�Ed�s � � d

dt

Z Z
�Bd �A

Die Behandlung eines realen runden Leiters f�uhrt zu Besselfunktionen� deshalb soll der Ein�u� an einem

quaderf�ormigen Leiter� der nach allen Richtungen unendlich ausgedehnt ist� untersucht werden�
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�

��
�
�
���

x

z

y
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
���

Jy

Die x�Achse soll dabei ins Leiterinnere zeigen und die y�Achse in Richtung des Strom�usses� Im allgemeinen

Fall ist Wechselstrom eine cosinusf�ormige Gr�o�e� deshalb werden f�ur die verwendeten Feldgr�o�en komplexe

Ans�atze gemacht�

j �J j � J � ej�t mit J � J � ej�

F�ur die folgende Ableitung wird der Faktor ej�t weggelassen� um die Schreibweise zu vereinfachen�

Die vollst�andige Schreibweise der Vektorgr�o�e in kartesischen Koordinaten ergibt�

�J � �J �x� y� z� t� � Jx �x� y� z� t� � �ex � Jy �x� y� z� t� � �ey � Jz �x� y� z� t� � �ez

Der Strom soll ausschlie�lich in y�Richtung �ie�en� damit wird Jx � � und Jz � ��

Untersucht werden soll die Feldverteilung in Abh�angigkeit von der Leitertiefe x�

Aufgrund dieser Einschr�ankungen ergeben sich folgende einfache Feldkomponenten�

�J � Jy �x� t� � �ey �H � Hz �x� t� � �ez �E � Ey �x� t� �ey

In jeder Tiefe x mu� f�ur ein Fl�achenelement #x �#z gelten
H
�Hd�s � I �

xjJy
�
�

�
�

�

�

�x
�

x
�

�

#x

�� #z

Hz�x�

Hz�x� #x�

�

�

xl
z

x

y

Jy�x� �x
� �

�

�

Hz�x� �#z �Hz �x � #x� �#z � Jy
�
x � �x

�

�
�#x �#z j � �

#x �#z

Hz�x��Hz �x � #x�

#x
� Jy

�
x � �x

�

�

�Hz �x � #x��Hz�x�

#x
� Jy

�
x � �x

�

�
Im Grenz�ubergang #x� � wird aus der Di�erenzengleichung eine DGL�

Jy�x� � �dHz�x�

dx
� 
 �Ey�x�

Durch�utungsgesetz und Ohmsches Gesetz sind somit ausgewertet�
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Um das Induktionsgesetz auswerten zu k�onnen� betrachtet man ein Fl�achenelement #x�#y in der Leitertiefe x�I
�Ed�s � � d

dt

Z Z
�Bd �A

jHz

�
�

�
�

�

�

�x
�

x
�

�

#x

�� #y

Ey�x�

Ey�x � #x�

�

�

l
y

x

z

Hz�x � �x
� �

�

�

u

u

Substituiert �B � � � �H und d�B
dt � j� � � � �H ergibt

�Ey�x� �#y � Ey �x � #x� �#y � �j� � � �Hz

�
x � �x

�

�
�#x �#y j � �

#x �#y

Ey �x � #x�� Ey�x�

#x
� �j� � � �Hz

�
x � �x

�

�
Im Grenz�ubergang #x� � wird aus der Di�erenzengleichung wieder eine DGL�

Es ergeben sich zwei DGL ��Ordnung mit zwei Unbekannten Hz�x� und Ey�x��

aus Induktionsgesetz
dEy�x�

dx
� �j� � � �Hz�x�

aus Durch�utungsgesetz � dHz�x�

dx
� 
 �Ey�x�

Ineinander Einsetzen ergibt jeweils eine DGL ��Ordnung f�ur Ey�x� bzw Hz�x��

d�Ey�x�

dx�
� �j�� � dHz�x�

dx
� j�� � 
 �Ey�x�

aufgel�ost nach E
d�Ey�x�

dx�
� j��
 �Ey�x�

aufgel�ost nach H
d�Hz�x�

dx�
� j��
 �Hz�x�

Formal erkennt man daran schon� da� E und H in gleicher Weise von x abh�angen m�ussen�

Die Mathematik stellt f�ur solche DGL ��Ordnung folgenden allgemeinen L�osungsansatz zur Verf�ugung �

E�x� � E� � e��x � E� � e	�x

Durch zweimaliges Di�erenzieren wird dieser L�osungsansatz in eine ad�aquate Form gebracht�

dEy�x�

dx
� �� �E� � e��x � � �Es � e	�x

d�Ey�x�

dx�
� �� �E� � e��x � �� �E� � e	�x � �� �Ey�x�

Durch Koe$zientenvergleich ergibt sich �� � j��
�

� �
p
j��
 �

p
��
 � ej �� �

p
��
 �

�
�p
�

� j � �p
�

�
�
q

���
� � �� � j�
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In der Leitungstheorie wird � als Fortp�anzungskonstante bezeichnet und in einen Realteil und einen Ima


gin�arteil aufgespalten

� � � � j� �

r
��


�
� �� � j�

Die mathematische L�osung f�ur die orts
 und zeitabh�angigen Feldst�arken lautet damit

Ey �x� t� � �E� � e��x � E� � e	�x�ej�t

Physikalische Experimente zeigen� da� die Feldst�arken in x�Richtung abnehmen m�ussen� somit mu� E� � �

sein�

F�ur die physikalisch reale Feldst�arkeverteilung gilt �

Ey �x� t� � �
��
�E� � e

�
q

���
� � x � e�j

q
���
� � x � ej�t

��
	

�
r
��


�
� x beschreibt die Amplitudenabnahme in x�Richtung� in diesem Fall in Leitertiefe

�j
r
��


�
� x beschreibt die Phasendrehung in x�Richtung

j�t beschreibt die zeitliche Abh�angigkeit

Bei exponentiell abklingenden Werten ist eine charakteristische Gr�o�e der Wert bei �
e �Abklingkonstante��

e�� � e
�
q

���
� � �

Die Gr�o�e � hat die Bedeutung der x�Tiefe �Leitertiefe�� in der die Amplitude auf �
e abgefallen ist�

� �

s
�

��


Einheit � �

vuut �
�
s � Vs

Am � A
Vm

�

s
s % A % V % m�

V % s % A
� m

Die Gr�o�e � nennt man �aquivalente Leitschichtdicke oder �physikalisch weniger zutre�end � Eindringtiefe�

Mit dieser De�nition der �aquivalenten Leitschichtdicke ergibt sich die Feldverteilung im Leiter zu

Ey �x� t� � �
n
E� � e�

x
� � e�j x� � ej�t

o
Ey �x� t� � jE�je�

x
� � cos��t� x

� � ��
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Abbildung 	��� Amplitudenverteilung f�ur unterschiedliche Zeitpunkte t � n � T
�� mit n � � � � ���

Abbildung 	��� wie Abb�	��� zus�atzlich D�ampfungsanteil und Phasenanteil
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Abbildung 	��� Amplitudenverteilung f�ur t � �� D�ampfungsanteil� Phasenanteil� Gesamt

Welche Auswirkungen ergeben sich aus den Feldverteilungen auf den Gesamtwiderstand eines Leitungsst�ucks�

Bei einem quaderf�ormigen Leitungsst�uck der Breite b� der Dicke d und der L�ange � ergibt sich der Gleichstrom


widerstand zu

R
 �
�


 � b � d

F�ur den Wechselstromwiderstand mu� der Gesamtstrom erst errechnet werden �uber die lokale Stromdichte �J

bis in eine unendliche Tiefe des b�breiten Quaderst�ucks�

I �

Z Z
�Jd �A � b �

�Z
�

Jy�x�dx � b �
�Z
�


 �Ey�x�dx

I � b � 

�Z
�

E� � e�
x
� � �� � j�dx � b � 




� �

� � j
E� � e�

x
� � �� � j�

��
�

I � b � 
 � �

� � j
E�

F�ur die Spannung an der Leiterober��ache gilt U � E� � ��

Z �
U

I
�

E� � �
b � 
 � � �E�

� �� � j� �
�

b � 
 � � � �� � j� � R� � jXi

Der Wechselstromwiderstand besteht aus einem Realteil und einem Imagin�arteil� die beide betragsm�a�ig gleich

gro� sind� Xi � �Li wird auch als innere Induktivit�at bezeichnet�
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Ein Vergleich von Realteil des Widerstandes bei Wechselstrom mit dem Widerstand bei Gleichstrom

R
 �
�


 � b � d R� �
�

b � 
 � �
erg�abe eine formale Gleichsetzung d � ��

Der Widerstand eines Leitungsst�uckes unendlicher Dicke ist bei Wechselstrom genauso gro� wie der Widerstand

eines leitenden Bereichs der Dicke � bei Gleichstrom� Deshalb auch der Begri� �aquivalente Leitschichtdicke�

Diesen E�ekt der Stromverdr�angung auf die H�ulle des Leiters nennt man Skine�ekt �Haute�ekt��

Abbildung 	�	� Quelle� ���

Aus der Bestimmungsgleichung f�ur die �aquivalente Leitschichtdicke ergeben sich die zu beachtenden Abh�angig


keiten�

� �

s
�

��


Die �aquivalente Leitschichtdicke ist

� � �p
f

frequenzabh�angig

� � �p
�

abh�angig von den magnetischen Eigenschaften des Materials

� � �p



abh�angig von den elektrischen Eigenschaften des Materials

Die �aquivalente Leitschichtdicke ist frequenz� und materialabh�angig�

Bei stark ausgepr�agtem Skine�ekt ist wegen der kleinen Leitschichtdicke besonders auf die Materialeigen


schaften der Ober��achenschicht zu achten� Vorsicht ist aber bei Ober��achenverg�utungen angebracht� damit

durch eine wohlmeinende Ober��achenverg�utung� wegen unzureichender Technologie keine Verschlechterung

eintritt�

Bei ausgepr�agtem Skine�ekt f�uhrt man formal den Begri� des Ober��achenwiderstands ein� den ein quadra


tisches Fl�achenelement hat� das an gegen�uberliegenden Seiten kontaktiert ist�

RF �
�


 � �
� R�

damit ergibt sich der Gesamtwiderstand einfach zu

R� �
�

b
� RF

Ober��achenwiderstand mal Ober��achenabmessungen�
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N�aherungsformeln f�ur runde Leiter beziehen sich auf den Gleichstromwiderstand Ro und dem Verh�altnis

aus Leitschichtdicke zu Durchmesser des Drahtes�

Ro �
	 � �


 � d� � �
d � Drahtdurchmesser � � Drahtl�ange

Im Bereich

d 
 � � � R� � Ro

� � � 
 d 
 	 � � R� � Ro �
�
� �



d

��� � �
��


	 � � 
 d 
 �� � � R� � Ro �



d

	 � � � ����

�

�� � � 
 d R� � Ro � d

	 � �

Bis jetzt wurde nur der Strom durch einen Leiter� also bewegte Ladungstr�ager beachtet� Am Beispiel eines

Wechselstromkreises mit R und C soll der Begri� des Verschiebungsstroms veranschaulicht werden�

�����

R
�i

C

�� ��
iC

�
iR

�� ��
iC

Der Strom durch den Widerstand R wird beschrieben zu iR � u
R und der Strom durch den Kondensator mit

iC � u � � � C� Im geschlossenen Wechselstromkreis mu� gelten iR � iC � i �Weil durch den Kondensator

keine Ladungstr�ager hindurch�ie�en� mu� dieses ic eine andere Ursache als bewegte Ladungstr�ager haben� Beim

Kondensator �ndet eine andauernde Umpolung des elektrischen Feldes statt�

In Kapitel � ergab sich f�ur den Gesamtstrom

I

A
�
�D

�t
�
�D

�s
� v

Der Ausdruck �D
�t ist die fehlende Komponente� n�amlich die Verschiebungsstromdichte� Anschaulich kann man

den Verschiebungsstrom als Fortsetzung des Leitungsstroms durch ein Dielektrikum deuten�

Damit ergibt sich der Gesamtstrom I bei Wechselstrom zu

I �
Z Z

�Jd �A �
Z Z

�V d �A

mit der Verschiebungsstromstromdichte �V �
� �D

�t

und der Leitungsstromdichte �Konvektionsstromdichte� �J � � � �v
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Das Wechselstromfeld wird beschrieben mit den

Maxwellschen Feldgleichungen�

��� rot �H � �J � �V � 
 � �E �
� �D

�t
� 
 � �E � � � �

�E

�t

Ein zeitlich ver�anderliches elektrisches Feld erzeugt ein Magnetfeld�

��� rot �E � ��
�B

�t
� �� � �

�H

�t

Ein zeitlich ver�anderliches magnetisches Feld erzeugt ein elektrisches Feld�

Aus Maxwell � und � folgt�

Elektrisches und magnetisches Feld sind miteinander verkettet
 Eine �Anderung eines der beiden

Felder f�ur sich allein ist� ohne gleichzeitige �Anderung des anderen Feldes� nicht m�oglich


au�erdem gelten die Gleichungen �uber den Quellencharakter

div �D � � �Ladungen sind Quellen�

div �B � � �geschlossene Feldlinien� keine Quellen�

div �J � ���
�t

�Kontinuit�atsgleichung�

sowie die Gleichungen f�ur die Materialeigenschaften

�D � � � �E

�B � � � �H

�J � 
 � �E
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�� Teilen Sie die folgenden Felder in Skalar
 und Vektorfelder ein�

a� Temperaturverteilung

b� Windgeschwindigkeiten

c� Feldst�arkeverteilung

d� Ladungsverteilung

e� Energieverteilung

f� Kraftverteilung

�� Welche Koordinatensysteme gibt es � Wie rechnet man von einem ins andere um�

�� Welche Quellen der magnetischen und elektrischen Feldst�arke gibt es �

	� Was ist Skalarprodukt� Kreuzprodukt� Spatprodukt �

�� Was bedeuten die vektoranalytischen Begri�e r und # �

�� Was bedeutet �E �x� y� z� t� � �	x� � �xy� � �ex � ��xz � �yt� � �ey�

�� Welche M�oglichkeiten der Darstellung einer komplexen Gr�o�e gibt es �

�� Gegeben sind die folgenden zwei Feldverteilungen�

Feld A � T �x� y� z� �
�
x� � �x� y� � �y � ��

�� �

�

Feld B � E �x� y� z� �
�x� ��p

�x� � 	x � y� � �y � ���
� � �ex �

�y � ��p
�x� � 	x� y� � �y � ���

� � �ey

a� Um welche Feldarten handelt es sich �

b� Stellen Sie die Felder durch Schnitte in den drei Koordinatenebenen x � �� y � � und z � �

dar� Fertigen Sie eine r�aumliche Skizze an�

c� Vereinfachen Sie die Gleichungen durch schrittweise Anpassung des Koordinatensystems� �Ver


schieben und Darstellen in Zylinderkoordinaten��

d� Berechnen Sie rot �E in kartesischen Koordinaten und in Zylinderkoordinaten�

�� Berechnen Sie rot und div f�ur folgendes Feld�

�A �x� y� z� � x� � y� � �ex � y� � z� � �ey � x� � y� � �ez
��� Gleichstrom �ie�t durch ein Koaxialkabel� Bestimmen sie die magnetische Feldst�arke in Abh�angigkeit

vom Abstand r von der Mittelleiterachse�

��� Was sind eigentlich Feldlinien �

��� Gegeben sind zwei verschiedene Felder durch die Gleichungen�

�E �x� y� z� � E � �ex � � � E � �ey und �H �x� y� z� � H � �ex �H � �ey
a� Zeichnen Sie die Feldlinien in der xy
Ebene �

b� Welchen Winkel schlie�en die Feldlinien des E� und des H� Feldes miteinander ein �

c� Berechnen Sie die Feldst�arken f�ur jeden Raumpunkt�

d� Welches Skalarprodukt ergibt sich aus E und H �

e� Welches Vektorprodukt ergibt sich aus E und H �

��� In einem kartesischen Koordinatensystem be�nden sich an den Orten P���� �� 	� und P����� �� �� zwei

Punktladungen� �Uber die Polarit�at der Ladungen ist nichts bekannt� Die Ladung Q� ist doppelt so gro�

wie die Ladung Q�� Ein Elektron betritt dieses kartesische Koordinatensystem im Punkt E����� �� � ��

Welchen Weg wird das Elektron einschlagen und wo wird es ankommen � �Fallunterscheidung�

�	� Existieren in einem elektrostatischen Feld in sich geschlossene elektrische Feldlinien �
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��� Warum sind magnetische Feldlinien immer in sich geschlossen �

��� Welche Aussage steckt im Durch�utungsgesetz �

��� Wie lautet das di�erentielle ohmsche Gesetz �

��� Welche Aussage steckt im Induktionsgesetz �

��� Was ist Skine�ekt �

��� In welcher Tiefe � in Einheiten der �aquivalenten Leitschichtdicke � � ist die elektrische Feldst�arke um

�� dB bzw �� dB abgefallen � Welche Phasenbeziehung herrscht dort in Bezug auf die Ober��ache �

��� Wie gross ist die magnetische Feldst�arke in einer Tiefe von ��� Wie gross ist die elektrische Feldst�arke

in einer Tiefe von ���� Wie gross ist jeweils bei �� und ��� die elektromagnetische Leistung� Geben Sie

die Werte auch in dB an�

��� Berechnen Sie den Widerstand eines runden Platinleiters � x � �� � ��� �m� mit einem Durchmesser von

� mm bei � kHz und � GHz �

��� Wie gro� ist die �aquivalente Leitschichtdicke f�ur Kupfer bei f � � kHz� � MHz� � GHz� �� GHz � Wie

gro� ist jeweils der Ober��achenwiderstand bei diesen Frequenzen� � Cu� �� m
��mm� �

�	� Berechnen Sie alle Feldgr�o�en einer Punktladung Q � �E� � q im Abstand von

� nm� � �m� � mm� � cm� � m� � km�

��� Zeichnen Sie folgende Funktionen

�uber t von � bis �T f�ur z � �� z � ���� z � ��	� und

�uber z von � bis �� f�ur t � �� t � T
� � t � T
	�

�� � �E� �
s� � � � rad
m �

a� cos ��t � �z�

b� cos ��t � �z�

c� cos ��z � �t�

d� cos ��z � �t�
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Hilfsblatt Kartesische Koordinaten

Variablen� x� y� z

Einheitsvektoren� �ex� �ey � �ez Rechtssystem� �ex 	 �ey � �ez

Linienelemente� ds �
p
dx� � dy� � dz�

Volumenelemente� dv � dx dy dz

Nabla Operator� r �
�

�x
�ex �

�

�y
�ey �

�

�z
�ez

Gradient� grad � 
 r� �
��

�x
�ex �

��

�y
�ey �

��

�z
�ez

Divergenz� div �D 
 r �D �
�Dx

�x
�
�Dy

�y
�
�Dz

�z

Rotation� rot �E 
 r	 �E �



�Ez

�y
� �Ey

�z

�
�ex �



�Ex

�z
� �Ez

�x

�
�ey �



�Ey

�x
� �Ex

�y

�
�ez

Laplace Operator� # �
�����

�x�
�
�����

�y�
�
�����

�z�

# �E � grad div �E � rot rot �E � #Ex �ex � #Ey �ey � #Ez �ez �



��Ex

�x�
�
��Ex

�y�
�
��Ex

�z�

�
�ex �



��Ey

�x�
�
��Ey

�y�
�
��Ey

�z�

�
�ey �



��Ez

�x�
�
��Ez

�y�
�
��Ez

�z�

�
�ez
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Hilfsblatt Zylinderkoordinaten
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���

�er

�e	

�ez

x

y

z

r

d�

dv

dz

dr
rd�

�

Variablen� r� �� z

Einheitsvektoren� �er � �e	� �ez Rechtssystem� �er 	 �e	 � �ez

Zusammenhang mit rechtwinkligen Koordinaten�

x � r cos� r �
p
x� � y� dr � dx cos� � dy sin�

y � r sin � � � arctan
y

x
rd� � dy cos�� dx sin�

z � z z � z dz � dz

Linienelemente� ds �
p
dr� � r�d�� � dz�

Volumenelemente� dv � r dr d� dz

Nabla Operator� r �
�

�r
�er �

�

r

�

��
�e	 �

�

�z
�ez

Gradient� grad � 
 r� �
��

�r
�er �

�

r

��

��
�e	 �

��

�z
�ez

Divergenz� div �D 
 r �D �
�

r

��r �Dr�

�r
�

�

r

� �D	

��
�
� �Dz

�z

Rotation� rot �E 
 r	 �E �



�

r

�Ez

��
� �E	

�z

�
�er �



�Er

�z
� �Ez

�r

�
�e	 �



�

r

��rE	�

�r
� �

r

�Er

��

�
�ez

Laplace Operator� # �
�

r

��r �

�r �

�r
�

�

r�
�����

���
�
�����

�z�

# �E �



#Er � �

r�
�E	

��
� Er
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�Er
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������������������������������������������������������������������

����
�����
�����
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������
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�����
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Variablen� r� �� �

Einheitsvektoren� �er � �e�� �e� Rechtssystem� �er � �e� � �e�

Zusammenhang mit rechtwinkligen Koordinaten�

x � r sin� cos� r �
p
x� � y� � z� dr � dx sin� cos�� dy sin� sin�� dz cos�

y � r sin� sin� � � arctan
y

x
r sin�d� � dy cos�� dx sin�

z � r cos � � � arctan
p

x��y�

z
rd� � dx cos� cos�� dy cos � sin�� dz sin�

Linienelement� ds �
p
dr� � r� sin� �d��� r�d��

Volumenelement� dv � r� sin�dr d� d�

Nabla Operator� r �
�

�r
�er �

�

r

�

��
�e� �

�

r sin�

�

��
�e�

Gradient� grad � � r� �
��

�r
�er �

�

r

��

��
�e� �

�

r sin�

��

��
�e�

Divergenz� div �D � r�D �
�

r�
��r�Dr�

�r
�

�

r sin�

��sin � �D��

��
�

�

r sin�

�D�

��

Rotation� rot �E � r� �E �

�

r sin�



��sin � �E��

��
� �E�

��

�
�er �

�

r



�

sin�

�Er

��
� �r E�

�r

�
�e� �

�

r



��r E��

�r
� �Er

��

�
�e�

Laplace Operator� � �
�

r�
��r� ���

�r
�

�r
�

�

r� sin�

��sin ����
��
�

��
�

�

r� sin� �

����

���

Laplace Operator in Kugelkoordinaten� angewandt auf einen Vektor�

��E �



�Er � �

r�
Er � �

r� sin�

��sin� �E��

��
� �

r� sin�

�E�

��

�
�er

�



�E� � E�

r� sin��
�

�

r�
�Er

��
� � cot�

r� sin�

�E�

��

�
�e�

�



�E� �

E�

r� sin� �
�

�

r� sin�

�Er

��
�

� cot�

r� sin�

�E�

��

�
�e�
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Kapitel �

Elektromagnetische Wellen

��� Allgemeine Wellengleichung

Nach den Maxwellschen Gleichungen hat der Abbau eines magnetischen Feldes den gleichzeitigen Aufbau eines

elektrischen Feldes zur Folge und umgekehrt� Diesen sich mit endlicher Geschwindigkeit im Raum ausbreitenden

Auf
 und Abbau des elektrischen und magnetischen Feldes bezeichnet man als elektromagnetische Welle


Jede Ausbreitung eines elektrischen oder magnetischen Feldes stellt somit eine elektromagnetische Welle dar

und bedeutet als raumzeitlicher Vorgang sich schwingend ausbreitende elektromagnetische Energie

ohne gleichzeitigen Transport von Materie�

Wellengleichung

Sollen die beiden Feldvektoren �E und �H aus den Maxwellgleichungen berechnet werden� so mu� man versuchen�

aus beiden Feldgleichungen f�ur jeden Feldvektor eine eigene DGL zu erhalten�

Um den Einstieg zu erleichtern geht man von folgenden Annahmen aus�

�� �� 
 sollen konstante�Materialwerte sein

� �� � Raumladungsdichte vorhanden

Damit schreiben sich die beiden Maxwellgleichungen

rot �H � 
 � �E � � � �
�E

�t
und rot �E � �� � �

�H

�t

Erweiterung der ��Maxwellgleichung mit rot ergibt

rot rot �H � 
 � rot �E � � � rot
� �E

�t

eingesetzt rot �E � �� � �
�H

�t

rot rot �H � 
 �
�
�� � �

�H

�t

�
� � �

�
�� � �

�H

�t

�
�

�t

rot rot �H � �
 � � � �
�H

�t
� � � � � �

� �H

�t�

�im allgemeinen Fall Tensoren
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In der Vektoranalysis gilt rot rot �H � grad div �H �# �H

F�ur den Quellencharakter des magnetischen Feldes gilt div �B � �

unter der Voraussetzung � � konstant ergibt sich div �B � div �� � �H� � � � div �H � �

in obige Gleichung eingesetzt ergibt das

rot rot �H � �# �H � �
 � � � �
�H

�t
� � � � � �

� �H

�t�

etwas umgeschrieben f�uhrt das zu den

Allgemeinen Wellengleichungen im Zeitbereich oder den d&Alembertschen Gleichungen�

# �H � 
 � � � �
�H

�t
� � � � � �

� �H

�t�
� �

# �E � 
 � � � �
�E

�t
� � � � � �

� �E

�t�
� grad

�

�

Abh�angig von 
 �also den Materialeigenschaften� lassen sich die Gleichungen vereinfachen�

Fall �� 
 � � Isolator� ideales Dielektrikum� Nichtleiter

# �H � � � � � �
� �H

�t�

# �E � � � � � �
� �E

�t�
� grad

�

�

Fall �� 
 sehr gro� elektrisch �sehr guter� Leiter

# �H � 
 � � � �
�H

�t

# �E � 
 � � � �
�E

�t
� grad

�

�

Wellengleichung im Frequenzbereich

Beschreibt man die zeitliche Abh�angigkeit als harmonische Schwingung� so ergibt sich j �H j� H ej�t und die

d&Alembertschen Gleichungen werden zu den Helmholtz Gleichungen�

#H � 
 � � � j�H � � � � � �j��� � H � �

#E � 
 � � � j�E � � � � � �j��� � E � grad
�

�

bzw #H � �
 � � � j� � � � � � ��� � H � �

#E � �
 � � � j� � � � � � ��� � E � grad
�

�
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��� Ebene Welle im idealen Dielektrikum

Unter einer ebenen Welle versteht man allgemein die Ausbreitung eines elektromagnetischen Vorgangs in einer

bestimmten Richtung� wobei die Fl�achen konstanter Phase der die Welle beschreibenden Feldvektoren Ebenen

sind�

Voraussetzungen und Annahmen�

�� Die Feldst�arkevektoren �E und �H stehen senkrecht aufeinander und sind gleichphasig�

�� Die durch beide Vektoren gebildete Fl�ache �Ebene� steht senkrecht zur Ausbreitungrichtung�

�� aus �� und �� folgt� Die Fl�achen gleicher Phasen von �E und �H stehen deshalb ebenfalls senkrecht zur

Ausbreitungsrichtung�

	� Es gibt keine Feldst�arkekomponenten in Ausbreitungsrichtung�

Einfachstes Beispiel�

Annahme � �E � Ex�z� � �ex keine Komponenten von �E in y� und z�Richtung

senkrecht zur x�Richtung stehen sowohl y� als auch z�Richtung� wir w�ahlen y�Richtung f�ur H

�H � Hy�z� � �ey keine Komponenten von �H in x� und z�Richtung

damit ist dann auch die Ausbreitungsrichtung festgelegt� n�amlich die z�Richtung

Abbildung ���� Ebene Welle Quelle� ��� S���

Eine derartige Welle nennt man TEM
Welle �TransversalElektro
Magnetische�� weil E und H nur transversaley

Komponenten zur Ausbreitungsrichtung besitzen�

Zeigen die Feldst�arkekomponenten keine Abh�angigkeit in x� und y�Richtung� spricht man von einer

homogenen ebenen Welle�

Wie beschreibt man diese elektromagnetische Welle� Die entsprechenden Gr�o�en sollen in der Folge hergeleitet

werden� Ausgangspunkt aller Betrachtungen sind nat�urlich die Maxwellgleichungen� Weil jeder Feldvektor nur

durch eine Komponente repr�asentiert ist� geht man von den Helmholtzgleichungen aus�

#H � �
 � � � j� � � � � � ��� � H � �

#E � �
 � � � j� � � � � � ��� � E � grad
�

�

Voraussetzung � � � und �� �� 
 konstante Materialwerte

#H � j�� � �
 � j��� �H � �

#E � j�� � �
 � j��� �E � �

ytransversal� querlaufend� senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehend� schr�ag

longitudinal� in der L�angsrichtung verlaufend� l�angsgerichtet� l�angs
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Nach Voraussetzung nur Abh�angigkeit in z�Richtung� damit �
�x � �

�y � �

vereinfacht sich #H �
��H

�x�
�
��H

�y�
�
��H

�z�
�
��H

�z�

und #E �
��E

�z�

Die vereinfachten Helmholtzgleichungen schreiben sich nun folgenderma�en

��H

�z�
� j�� � �
 � j��� �H � �

��E

�z�
� j�� � �
 � j��� �E � �

L�osungsansatz wie beim Skin
E�ekt auf Seite ��

d�E

dx�
� �� �E � � mit E � E� � e��x � E� � e	�x

damit nach Komponentenvergleich

� �
q
j�� � �
 � j��� � � � j�

� � Fortp�anzungskonstante der Welle

� � D�ampfungskonstante der Welle

� � Phasenkonstante der Welle

Damit ist f�ur die Welle an jedem Ort und zu jedem Zeitpunkt Amplitude und Phase der Feldvektoren bestimm


bar�

Allgemein aufgel�ost ergibt sich � � � �

vuuut��

�
�
�
�
s

� �

�

�� � ��
� �

�
A

� � � �

vuuut��

�
�
�
�
s

� �

�

�� � ��
� �

�
A

F�ur ideales Dielektrikum mit 
 � � vereinfachen sich die Gleichungen zu

� � � keine D�ampfung der Welle� also keine Verluste

� � � � p�� � � � p���r���r

Phasenkonstante abh�angig von Frequenz und elektrischen
magnetischen Materialeigenschaften�
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Wellenl�ange

F�ur den materiefreien Raum gilt� Lichtgeschwindigkeit c� � �p
����

� damit l�a�t sich � ausdr�ucken zu

� �
�

c�
� p�r�r � �� � �r

�Uber die Phasenkonstante als Winkeldrehung pro Wegst�uck l�a�t sich die Wellenl�ange bestimmen

� �
� � �
�

�
� � �

�
c�
� p�r�r �

c�
f
� �p

�r�r

Die Gr�o�e Wellenl�ange ist eine materialabh�angige Gr�o�e�

F�ur den materiefreien Raum gilt � � c�
f � was als Freiraumwellenl�ange bezeichnet wird und oft den Index �

erh�alt�

� � �� � �p
�r�r

�� �
c�
f

Im allgemeinen sind die Werte f�ur �r und �r gr�o�er �� deshalb ist die Wellenl�ange in Materialien immer kleiner

als im freien Raum�

Wie schnell breitet sich die Welle im Raum aus �

Phasengeschwindigkeit

Geschwindigkeit einer Phasenfront ist Weg
Zeit � vph

vph �
�

T
� � � f �

� � �
�

� f �
�

�
�

c�p
�r�r

F�ur den materiefreien Raum � �r � �r � �� ergibt sich

vph � c�

Phasengeschwindigkeit � Lichtgeschwindigkeit

Gruppengeschwindigkeit

Die f�ur die Informations�ubertragung bzw Energie�ubertragung wichtige Geschwindigkeit ist die Gruppenge


schwindigkeit� Die Gruppengeschwindigkeit ist de�niert als Geschwindigkeit� mit der sich eine Wellengruppe

�Frequenzgruppe� vorw�artsbewegt�

vg �
Wegst�uck Wellengruppe

Laufzeit Wellengruppe

Ist die Phasengeschwindigkeit unabh�angig von der Frequenz� so ergibt sich f�ur die Laufzeit einer Wellengruppe

aus unterschiedlichen Frequenzen ein frequenzunabh�angiger konstanter Quotient zu Wegst�uck
vph

und somit durch

Einsetzen in obige Gleichung vg � vph

Im idealen Dielektrikum gilt f�ur die ebene Welle vg � vph

Im materiefreien Raum gilt f�ur die ebene Welle vg � vph � c�

Allgemein gilt f�ur die Gruppengeschwindigkeit vg �
�
d�
d�

�
vph

�� f
vph

� dvph
df

Die Gruppengeschwindigkeit ist ungleich der Phasengeschwindigkeit� falls diese frequenzabh�angig ist� Man

spricht dann von Dispersion�
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Feldst�arkekomponenten einer ebenen Welle

F�ur die einfachste ebene Welle wurde auf Seite �� der Ansatz gemacht mit

�E � Ex�z� � �ex und �H � Hy�z� � �ey

Ob dieser Ansatz physikalisch richtig war und welche anderen Darstellungen m�oglich sind� soll in der Folge

untersucht werden�

Die allgemeine L�osung ergibt sich aus den Maxwellschen Gleichungen in Vektorform

rot �H � 
 � �E � � � �
�E

�t
und rot �E � �� � �

�H

�t

Im kartesischen Koordinatensystem gilt�

rot �H �

�������
�ex �ey �ez
�
�x

�
�y

�
�z

Hx Hy Hz

������� � �ex �
�
�Hz

�y
� �Hy

�z

�
� �ey �

�
�Hx

�z
� �Hz

�x

�
� �ez �

�
�Hy

�x
� �Hx

�y

�


 � �E � � � �
�E

�t
� �ex � �
 � j��� �Ex � �ey � �
 � j��� �Ey � �ez � �
 � j��� �Ez

Durch Komponentenvergleich ergeben sich allgemein folgende Beziehungen aus Maxwell � �

�ex �

�
�Hz

�y
� �Hy

�z

�
� �
 � j��� �Ex

�ey �

�
�Hx

�z
� �Hz

�x

�
� �
 � j��� �Ey

�ez �

�
�Hy

�x
� �Hx

�y

�
� �
 � j��� �Ez

aus Maxwell � �

�ex �

�
�Ez

�y
� �Ey

�z

�
� �j�� �Hx

�ey �

�
�Ex

�z
� �Ez

�x

�
� �j�� �Hy

�ez �

�
�Ey

�x
� �Ex

�y

�
� �j�� �Hz

Homogene ebene Welle in z
Richtung bedeutet �
�x � �

�y � �� damit ergibt sich

��Hy

�z
� �
 � j��� �Ex

�Hx

�z
� �
 � j��� �Ey

� � �
 � j��� �Ez

und � �Ey

�z
� �j�� �Hx

�Ex

�z
� �j�� �Hy

� � �j�� �Hz

Eine ebene Welle kann sich zusammensetzen aus den Komponenten Ex und Hy �so wie angenommen�� aber

auch aus Ey und Hx� oder aus einer Kombination von beiden�
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Polarisation einer Welle

Die Polarisation �Ausrichtung� einer Welle bezieht sich immer auf den E�Vektor�

Lineare Polarisation liegt dann vor� wenn der Endpunkt des E�Vektors bei fortschreitender Welle eine

Gerade �Linie� beschreibt�

Elliptische Polarisation liegt dann vor� wenn der Endpunkt des E�Vektors bei fortschreitender Welle eine

Ellipse beschreibt�

Bei linearer Polarisation unterscheidet man noch zwischen horizontaler und vertikaler Polarisation� je

nachdem ob der E�Vektor parallel zum Horizont schwingt oder senkrecht dazu�

Lineare Polarisation ergibt sich f�ur folgende Feldst�arkekomponenten z

� nur Ex und Hy � oder

� nur Ey und Hx� oder

� beide� aber Phasenverschiebung Null zwischen Ex und Ey�

Welle aus Ex� Hy und Ey� Hx ergibt elliptische Polarisation� wenn Phasenverschiebung ungleich Null zwischen

Ex und Ey �

Zirkulare Polarisation� als Sonderfall der elliptischen Polarisation� wenn gilt jExj � jEyj und Phasenverschie


bung ��� zwischen Ex und Ey�

Bei elliptischer Polarisation unterscheidet man zwischen rechts
 und linksdrehend� je nachdem in welcher Rich


tung der resultierende E
Vektor uml�auft �dabei in Ausbreitungsrichtung schauen��

Abbildung ���� Polarisationsarten Quelle� ��� S��	 und ���

zbezogen auf das Beispiel
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Feldwellenwiderstand

Der Feldwellenwiderstand verkn�upft die Feldst�arkekomponenten einer Welle� und ist de�niert als

ZF �
Etransversal

Htransversal

Allgemein berechnet f�ur das einfachste Beispiel einer Welle�

ZF �
Ex

Hy

mit
�Ex

�z
� �j�� �Hy und � �Hy

�z
� �
 � j��� �Ex ergibt

ZF �
�j�� �Hy

��
 � j��� �Ex

�
j�� �Hy

�
 � j��� �Hy � ZF

damit

ZF �

s
j��

�
 � j���

Der Feldwellenwiderstand ist im allgemeinen ein komplexer Widerstand� das bedeutet� da� Phasenverschiebung

zwischen E und H m�oglich ist�

Im idealen Dielektrikum 
 � � ergibt sich �

ZF �

s
j��

j��
�

r
�

�

Der Feldwellenwiderstand im idealen Dielektrikum ist rein reell� E und H sind in Phase�

Im materiefreien Raum gilt �r � �r � � und somit

Feldwellenwiderstand des freien Raums ZF� �
q

��
�� � ���� ! � ��� !

Allgemein gilt damit f�ur Dielektrika� ZF � ZF� �
q

�r
�r



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite ��

Elektromagnetische Feldenergie

Im zeitlich ver�anderlichen Feld ist der felderf�ullte Raum in jedem Augenblick Tr�ager elektrischer und magne


tischer Energie� Diese Energie kann man als Energiedichte beschreiben�

w �
Energie

Volumen
�
W

V

Im Plattenkondensatorfeld gilt�

We �
�

�
� C � U�

mit C � � � A
d

also Material und Geometrie und U � E � d

We �
�

�
� � � A

d
� �E � d�� �

�

�
� � � E� � A � d �

�

�
� � � E� �Volumen

Damit ergibt sich die elektrische Energiedichte zu

we �
�

�
� � � E�

Die magnetische Energiedichte ergibt sich aufgrund analoger �Uberlegung zu

wm �
�

�
� � � H�

Allgemein gilt f�ur die elektromagnetische Energiedichte

w � we � wm �

DZ
�

�E � d�D �

BZ
�

�H � d�B

Betrachtet man die zeitliche �Anderung der r�aumlichen Energiedichte

�w

�t
� �E � �

�D

�t
� �H � �

�B

�t

und ersetzt die zeitlichen Ableitungen mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen

rot �H � 
 � �E �
� �D

�t
und rot �E � ��

�B

�t

�w

�t
� �E � �rot �H � 
 � �E� � �H � ��rot �E�

�w

�t
� �E � rot �H � �H � rot �E � 
 � �E�

In der Vektoranalysis gilt �E � rot �H � �H � rot �E � �div � �E 	 �H�

damit wird
�w

�t
� �div � �E 	 �H�� 
 � �E�

Die entstandene vektorielle Gr�o�e �S � �E 	 �H nennt man Poynting
Vektor�

Die Dimension dieses Vektors ergibt V
m � A

m � VA
m� � W

m� eine Leistungsdichte



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite ��

Gebr�auchliche Bezeichnungen sind auch Vektor der Energiestr�omung oder Strahlungsvektor�

Der Poynting�Vektor zeigt die Richtung der Energiestr�omung an� beschreibt also an jeder Stelle des felderf�ullten

Raumes die Str�omung der elektromagnetischen Energie�

Sein Betrag ergibt die Leistung durch eine Fl�ache senkrecht zur Ausbreitungsrichtung des Feldes� Wenn der

Poynting�Vektor Leistung pro Fl�ache angibt� so m�u�te sich doch aus der Integration der Leistungsdichte

�uber eine geschlossene H�ull��ache eine Aussage tre�en lassen �uber den Leistungsinhalt dieses eingeschlossenen

Volumens�

Ausgehend von der abgeleiteten Beziehung f�ur die �Anderung der Energiedichte ergibt sich

�w

�t
� �div � �E 	 �H�� 
 � E�

�
I
�S � d �A �

�

�t

Z
�we � wm� dV �

Z

 � E� dV

Diese Beziehung nennt man den Poyntingschen Satz�

Die durch die Ober��ache eines Raumteils eindringende Energiestr�omung eines elektromagnetischen Feldes

�Poynting Vektor� ist gleich der zeitlichen �Anderung der eindringenden elektromagnetischen Energie �Blind


leistung we und wm� vermehrt um die zur W�armeentwicklung ben�otigte Wirkleistung aufgrund der Leitungs


verluste � 
 � E���

Schreibt man den Poyntingschen Satz etwas um� so ergibt sich der Erhaltungssatz f�ur die Energie des elektro


magnetischen Feldes�

Z

 � E� dV �

I
�S � d �A � � �

�t

Z
�we � wm� dV

Die Abnahme der Feldenergie innerhalb eines felderf�ullten Raums ist die Folge der Energieumwandlung in

W�arme innerhalb eines Leiters� Diese W�arme wird nach au�en abgestrahlt und mu� als Feldenergie von au�en

wieder nachgeliefert werden� Jeder elektrische Leiter bildet f�ur die elektromagnetische Energiestr�omung eine

Senke�
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��� Ebene Welle im verlustbehafteten Dielektrikum


 ungleich Null� aber 
 

 � � �

allgemein gilt

� � � �
s

��
� �

�q
� � ��

�� � �� � �

�
und � � � �

s
��
� �

�q
� � ��

�� � �� � �

�

Diese Gleichungen vereinfachen sich mit der N�aherung
p

�� x � �� x
� f�ur x 

 � zu

� � � �
q

��
� � ��

�� � �� � � � �
� � 
 �

q
�
�

� � � �
s

��
� �

�q
� � ��

�� � �� � �

�
� � � p�� �

q
� � ��

�� � �� � �

� � � � p�� � �� � ��

�� � �� � �
�

��� Ebene Welle im Leiter


 sehr gut� also 
 		 � � �

In Kapitel 	 �Skine�ekt� ergab sich

� �
p
j��
 �

r
��


�
� �� � j� � � � j�

damit wird � � � �

r
��


�

ZF ergibt sich zu ZF �

s
j��

�
 � j���
�

s
j��



�

r
��

�

� �� � j�

Im Leiter ist der Feldwellenwiderstand komplex� E und H sind um 	�� phasenverschoben zueinander�

Die Wellenl�ange im Leiter ergibt sich zu

� �
��

�
� ��

s
�

��

� �� � �

Faustformel� Wellenl�ange ist gleich �� mal Leitschichtdicke�

F�ur die Feldst�arkebetr�age gilt �

H � H� � �
n
e�
�	j�	 z � ej�t

o
E � H� � �

n
ZF � e�
�	j�	 z � ej�t

o

Es ergibt sich f�ur die �ortliche und zeitliche Abh�angigkeit

H � H� � e�	 z � cos��t� �z�

mit E� �

r
��



� H� E � E� � e�	 z � cos��t� �z � �

� �
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Wie stark die Welle ins Leiterinnere ged�ampft wird� zeigt die Berechnung f�ur eine Wellenl�ange Leitschichtdicke�

e�	
 � e��� � ����� also nur noch � Promille der Feldst�arke an der Leiterober��ache�

Daraus ergibt sich eine gute Absch�atzung f�ur eine wirksame Abschirmung �

Schirmdicke d 	 � � 	 �� �

Forderungen an eine gute Abschirmung f�ur elektromagnetische Wellen�


 m�oglichst hohes 



 m�oglichst hohes �


 entsprechend der zu schirmenden Frequenz angepa�te Dicke der Schirmung

�bei hohen Frequenzen d�unnere Abschirmung ausreichend�

Abbildung ���� Freiraumwelle und Welle im Leiter� vergleiche auch Abb�	��

Wellenl�angenvergleich Kupfer zu freier Raum

f �cu ��
�� Hz �� cm �� ��� km

�� Hz ��� cm � ��� km

�� MHz ��� �m �� m

� GHz �� �m �� cm
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��� Bedingungen an Grenz��achen f�ur E� D� H� B

����� Dielektrikum � zu Dielektrikum �

F�ur die Herleitung werden die einzelnen Komponenten aufgeteilt in Normal
 und Tangentialkomponenten zur

Grenz��ache�

Normalkomponenten � En Dn Bn Hn

Tangentialkomponenten � Et Dt Bt Ht

Abbildung ��	� Bedingungen an Grenz��achen Quelle���� S����

Normalkomponente Dn �

Es gilt
H
�D � d �A � Q� Anschaulich geht man folgenderma�en vor� Man legt um die Grenz��ache eine kleine

Dose� deren Dicke man sp�ater gegen Null gehen l�a�t� Au�erdem fordert man � � � an der Grenz��ache� damit

div �D � � gilt� Damit ergibt sich das H�ull��achenintegral zuH
�D � d �A � � � Dn� � dA�Dn� � dA �	 Dn� � Dn�

Tangentialkomponente Et �

Es gilt �E � d�s � � � Betrachtet man einen geschlossenen Weg� der die Grenz��ache einschlie�t� so ergibt sich

�E � d�s � � � Et� � ��Et� � � �	 Et� � Et�

�Uber die Materialgleichung D � � �E ergibt sich f�ur die jeweils andere Komponente des elektrischen Feldes

Et� �
Dt�

��
�
Dt�

��
� Et�

Dt�

Dt�
�
��
��

Dn� � �� �En� � �� �En� � Dn�
En�

En�
�
��
��

Analoge �Uberlegungen f�ur die magnetischen Gr�o�en f�uhren zu folgenden Bedingungen

wegen div B � � Bn� � Bn�

wegen rot H � � bei stromloser Grenz��ache Ht� � Ht�

�uber die Materialgleichung B � � �H ergeben sich
Bt�

Bt�
�
��
��

Hn�

Hn�
�
��
��
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An einer dielektrischen Grenz��ache gilt�

Die tangentialen Komponenten der Feldst�arken E und H sind gleich gro��

Die Normalkomponenten der Feldst�arken E und H verhalten sich umgekehrt proportional zu den Material


eigenschaften � und ��

�

�

Et�

Et�

�

�

En�

En� � ��
��
�En�

�

�

Ht�

Ht�

�

�

Hn�

Hn� � ��
��
�Hn�

Dielektrikum �

Dielektrikum �

����� Dielektrikum zu Metall

F�ur die folgenden �Uberlegungen soll ein �
 � �� angenommen werden�

Wenn �
 � ��� dann ergibt sich daraus� da� im Metall keine E�Feldst�arken vorhanden sein k�onnen� weil bei

einem Potentialunterschied sofort Ladungstr�ager in Bewegung gesetzt werden w�urden� die diesen Potential


unterschied unendlich schnell ausgleichen w�urden�

Damit gilt f�ur den unendlich guten Leiter En � � � Et � � � � � woraus sich anschaulich f�ur die Komponenten im

angrenzenden Dielektrikum ergeben mu� Etd � � und End � Feldst�arke im Dielektrikum� die anschaulich auf

Ladungen endet�

Wenn im Metall keine elektrischen Feldst�arken vorhanden sind� gibt es auch keine magnetischen Feldst�arken�

also Hn � � � Ht � � � �� Magnetische Feldlinien k�onnen nicht auf Leiterober��achen senkrecht stehen� so da�

gelten mu� Hnd � �� Deshalb kann nur eine tangentiale Komponente im Dielektrikum vor der Grenz��ache

vorhanden sein�

F�ur die Randbedingungen zu einer leitf�ahigen Ober��ache gilt�

Es existiert nur eine elektrische Normalkomponente und

eine magnetische Tangentialkomponente im Dielektrikum vor der Grenz��ache�

Alle anderen Komponenten sind Null�

�

End �
Htd

ideales Dielektrikum 
 � �

idealer Leiter �
 � ��
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��	 Ebene Wellen an Grenz��achen

����� Senkrechtes Auftre�en aus Dielektrikum auf leitende Ebene

Grenz��ache � Dielektrikum zu Leiter

Im idealen Leiter k�onnen keine Feldst�arken existieren� damit wird die Welle an der Grenz��ache vollst�andig

re�ektiert� Aus der L�osung Wellengleichung ergab sich

E � E� � cos��t � �z� � E� � cos��t � �z�

also eine Addition zweier Komponenten� wobei sich eine in �z�Richtung bewegt und die andere in �z�Richtung�

Dies ergibt den Ansatz hinlaufende Welle �Index h� in �z�Richtung und r�ucklaufende Welle �Index r� in �z�

Richtung� Als Beispiel wieder die einfachste Welle aus Ex und Hy�

Aus der Wellengleichung ergeben sich allgemein folgende Beziehungen�

Ex � Exh � cos��t� �z� � Exr � cos��t � �z�

Hy � Hyh � cos��t� �z� � Hyr � cos��t � �z�

Die Randbedingungen liefern folgende Beziehungen

�Et � � damit �Exh � �Exr � � damit Betr�age Exr � �Exh

�Ht � �Ht damit �Hyh � �Hyr

Somit vereinfachen sich die Wellengleichungen zu

Ex � Exh � cos��t� �z��Exh � cos��t � �z�

Hy � Hyh � cos��t� �z� � Hyh � cos��t � �z�

ausgeklammert ergibt sich

Ex � Exh � �cos��t � �z�� cos��t � �z��

Hy � Hyh � �cos��t � �z� � cos��t � �z��

mit den trigonometrischen Formeln

cos��t� �z�� cos��t � �z� � � � sin �t � sin �z

cos��t� �z� � cos��t � �z� � � � cos�t � cos�z ergibt sich



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite 		

Ex � Exh � � � sin�t � sin �z

Hy � Hyh � � � cos�t � cos�z

Setzt man z � � an der Grenz��ache� dann kann man die Gesamtamplitude in Abh�angigkeit von z auftragen�

Diese Amplitude schwingt zeitlich durch� es entstehen sogenannte Knoten und B�auche� Die H
Feldst�arke ist

am gr�o�ten an der Grenz��ache selbst und im Abstand ��� �n� die elektrische Feldst�arke an der Grenz��ache ist

Null und erreicht ihre maximalen Werte im Abstand von ��	 � ��n� ��� E und H sind sowohl �ortlich als auch

zeitlich um ��� phasenverschoben zueinander� Es baut sich eine stehende Welle vor der leitenden Wand auf�

Die Knoten sind �ortliche Punkte� an denen f�ur jeden Zeitpunkt t die jeweilige Feldst�arke Null ist�

Abbildung ���� Stehende Welle r � �� resultierende H
Feldst�arke f�ur unterschiedliche Zeitpunkte t
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����� Senkrechtes Auftre�en auf dielektrische Grenzschicht

Grenz��ache � Dielektrikum � zu Dielektrikum �

Eine ebene Welle aus Eh und Hh tri�t senkrecht auf eine dielektrische Grenzschicht� Ein Teil der Welle wird

re�ektiert als Welle Er und Hr und ein Teil der Welle l�auft weiter im anderen Dielektrikum als Ed und Hd�

Die Randbedingungen ergeben� da� die Tangentialkomponenten auf beiden Seiten der Grenz��ache gleich gro�

sein m�ussen�
�Eh � �Er � �Ed

�Hh � �Hr � �Hd

Wegen der Richtung des Poynting Vektors weg von der Grenz��ache f�ur die r�ucklaufende Welle wird Er in

umgekehrter Richtung zu Eh aufgetragen� somit ergibt sich f�ur die Betr�age

Eh � Er � Ed

Hh � Hr � Hd

Die Gr�o�en f�ur Er und Ed� bzw Hr und Hd sind aus der hinlaufenden Welle zu berechnen� � Gleichungen� aber

	 Unbekannte� Es sind weitere Beziehungen n�otig� Weitere Information liefert der Feldwellenwiderstand�

ZF� �
Eh

Hh
�

Er

Hr
�

ZF�p
�r�

ZF� �
Ed

Hd
�

ZF�p
�r�

�unter Voraussetzung �r � ��

Damit 	 Gleichungen und 	 Unbekannte� eingesetzt in

Hh � Hr � Hd

ergibt
Eh

ZF�
� p�r� �

Er

ZF�
� p�r� �

Ed

ZF�
� p�r� j �p

�r
�

Eh � Er � Ed �
r
�r�
�r�

dazu andere Gleichung

Eh � Er � Ed

beide Gleichungen addiert

� �Eh � Ed � �� �

r
�r�
�r�

�
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aufgel�ost nach Ed

Ed �
�

� �
q
�r�
�r�

� Eh � te � Eh

f�ur Er ergibt sich

Er � Eh � Ed � Eh � ��� �

� �
q
�r�
�r�

�

damit

Er �

q
�r�
�r� � �q
�r�
�r� ��

� Eh � re � Eh

F�ur die magnetischen Feldst�arken ergibt sich

ZF�p
�r�

� Hh � ZF�p
�r�

� Hr �
ZF�p
�r�

� Hd j p�r�

Hh �Hr �

r
�r�
�r�

� Hd

Hh � Hr � Hd

beide Gleichungen addiert

� �Hh � Hd � �� �

r
�r�
�r�

�

aufgel�ost nach Hd

Hd �
�

� �
q
�r�
�r�

� Hh � tm � Hh

f�ur Hr

Hr � Hd �Hh � Hh � �
�

�� �
q
�r�
�r� �

� ��

damit

Hr �
��

q
�r�
�r�

� �
q
�r�
�r�

� Hh � rm � Hh

Ein Vergleich der Transmissionsfaktoren f�ur E und H ergibt�

te �
�

� �
q
�r�
�r�

und tm �
�

� �
q
�r�
�r�

da� sich im Nenner das Verhalten der Feldst�arkekomponenten an der dielektrischen Grenz��ache wiederspiegelt�

Ein Vergleich der Re�exionsfaktoren ergibt

re �

q
�r�
�r� � �q
�r�
�r� ��

und rm �
��

q
�r�
�r�

� �
q
�r�
�r�

re � rm �

p
�r� �p�r�p
�r� �

p
�r�
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�� Beispiel� Welle soll aus Luft �r� � � auf ein Dielektrikum �r� tre�en�

damit ergibt sich f�ur

re � rm �

p
�r� � �p
�r� � �

	 �

Zusammen mit dem zugrundegelegten Ansatz entstehen folgende Verh�altnisse�

Er entgegengesetzt zu Eh orientiert� und Hr gleich zu Hh orientiert� also eine Wellenkon�guration wie ange


nommen�

�� Beispiel� Welle soll aus Dielektrikum �r� auf Luft �r� � � tre�en�

damit ergibt sich f�ur re � rm � ��p�r�
�	
p
�r�


 �

Jetzt sind beide Feldst�arkekomponenten entgegengesetzt zum Ansatz orientiert�

Ausgehend von der Idee� da� Re�exion und Transmission sich zu � addieren m�u�te� setzt man an

re � te �

q
�r�
�r� � �q
�r�
�r� ��

�
�

� �
q
�r�
�r�

� �

F�ur die die elektrischen Komponenten scheint dies zu stimmen� Aber f�ur die magnetischen ergibt sich

rm � tm �
��

q
�r�
�r�

� �
q
�r�
�r�

�
�

�� �
q
�r�
�r� �

�
��

q
�r�
�r�

� �
q
�r�
�r�

�� ����

Ansatz mit Z�ahlpfeilrichtungen ber�ucksichtigen entsprechend re � te � � und tm � rm � �
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����� Schr�ager Einfall auf dielektrische Grenzschicht

Schr�ag bedeutet� da� nun auch Normalkomponenten der Feldst�arken vorhanden sein m�ussen� Allgemein kann

man davon ausgehen� da� die Welle im Dielektrikum � eine Wellenl�ange �� und im Dielektrikum � eine Wel


lenl�ange �� hat� Damit an der Grenz��ache keine Unstetigkeiten entstehen� mu� wohl Wellental der einen Welle

auf Wellental der anderen Welle an der Grenz��ache sto�en� Entsprechendes gilt f�ur die Wellenberge� Bezeichnet

man den Einfallswinkel mit � und den gebrochenen Winkel mit � so kann man die scheinbare Wellenl�ange an

der Grenz��ache berechnen mit �z� � 
�
sin	 und �z� � 
�

sin� � Damit an der Grenz��ache keine Diskontinuit�aten

�Sprungstellen� Unstetigkeiten� auftreten mu� gelten �z� � �z��

es gilt �z� � �z�

��
sin�

�
��

sin �

mit �� � �� � �p
�r��r� und �� � �� � �p

�r��r�

��
��

�
sin �

sin �
�

p
�r��r�p
�r��r�

Aus dieser Beziehung l�a�t sich der Grenzwinkel �g des gebrochenen Winkels im Dielektrikum � berechnen�

Wenn die Welle aus immer gr�o�eren Winkeln � einf�allt� ist der theoretische Maximalwert ����

sin ���

sin �g
�

p
�r��r�p
�r��r�

Aufgel�ost nach �g ergibt sich der Grenzwinkel zu

�g � arcsin

p
�r��r�p
�r��r�

oder unter der Voraussetzung �r � � in beiden Dielektrika

�g � arcsin

r
�r�
�r�

Der Grenzwinkel gibt an� bis zu welchem Winkel eine Welle aus einem Dielektrikum mit h�oherem �r und �r in

ein anderes Dielektrikum eindringen kann�
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F�ur die Betrachtung der unterschiedlichen Bedingungen bei schr�agem Einfall ist es g�unstig � F�alle zu unter


scheiden� einmal der Fall� in dem es nur E�Komponenten parallel zur Grenz��ache gibt und den anderen Fall�

da� es nur H�Komponenten parallel zur Grenz��ache gibt�

Um die beiden F�alle unterscheiden zu k�onnen f�uhrt man einen er


weiterten Polarisationsbegri� ein�

Man de�niert eine Polarisationsebene aus E und S und ei


ne Einfallsebene aus Fl�achennormaler der Grenz��ache und

Poynting
Vektor�

Steht die Polarisationsebene senkrecht auf der Einfallsebene be


zeichnet man dies als senkrechte Polarisation�

Sind beide Ebenen parallel zueinander� wird dies als parallele

Polarisation bezeichnet�

Die unterschiedlichen Auswirkungen sollen im folgenden untersucht werden�

a� Senkrechte Polarisation

Annahme� �r� 
 �r�
Senkrechte Polarisation bedeutet nur Tangentialkomponenten von E�

Die magnetischen Komponenten sind in tangentiale und normale aufzuspalten�

E soll immer gleiche Richtung beibehalten� also mu� sich die Richtung von Hr umdrehen�

Vektoriell ergibt sich

�Hh � �Hht � �Hhn

Hht � Hh � cos�

�Hd � �Hdt � �Hdn

Hdt � Hd � cos �

�Hr � �Hrt � �Hrn

Hrt � Hr � cos�

Die Tangentialkomponenten m�ussen auf beiden Seiten der Grenz��achen gleich gro� sein�

�Eh � �Er � �Ed und �Hht � �Hrt � �Hdt
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Feldwellenwiderst�ande ZF� � Eh
Hh

� Er
Hr

ZF� � Ed
Hd

Damit ergibt sich unter Ber�ucksichtigung des Ansatzes aus �Hht � �Hrt � �Hdt

Eh

ZF�
� cos�� Er

ZF�
� cos� �

Ed

ZF�
� cos� j � ZF�

cos�

Eh � Er � Ed � ZF�
ZF�

� cos�

cos�

beide Gleichungen addiert � �Eh � Ed �
�

� �
ZF�
ZF�

� cos�

cos�

�

ergibt tes �
Ed

Eh
�

� � ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos �

aus Er � Ed �Eh ergibt sich

Er � Eh �
�

� �ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos �
� �

�
� Eh � � � ZF� � cos�� ZF� � cos�� ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos�

res �
Er

Eh
�
ZF� � cos�� ZF� � cos �

ZF� � cos� � ZF� � cos �

F�ur die magnetischen Komponenten ergibt sich�

tms �
� � ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos�

rms �
ZF� � cos� � ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos�
� res

b� Parallele Polarisation

Folgender Ansatz f�uhrt bei paralleler Polarisation zu den Ergebnissen�

rep �
ZF� � cos�� ZF� � cos �

ZF� � cos� � ZF� � cos �
� rmp

tep �
� � ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos �

tmp �
� � ZF� � cos�

ZF� � cos� � ZF� � cos �
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Abbildung ���� Re�ektions
 und Transmissionsfaktoren in Abh�angigkeit vom Einfallswinkel ��

Zusammenfassend gilt bei beliebigen Einfall auf eine Grenz��ache� entsprechend den zu Grunde gelegten vektor


iellen Ans�atzen�

res � rms

rep � rmp �

� �
Eh

r �Eh � Er

Ed � t �Eh

tes � res � �

tmp � rmp � �

tms � ��� rs� � cos	
cos�

tep � ��� rp� � cos	
cos�

�

�

�
Eh

r �Eh � Er

Ed � t �Eh



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite ��

Beispiele �

a� Einfallswinkel � � �� dielektrische Grenz��ache

nach ����� folgt unter Voraussetzung �r � � mit ZF � ZF� � �� �
p
�r�

res �
ZF� � ZF�
ZF� � ZF�

�

q
�
�r�
�
q

�
�r�q

�
�r�

�
q

�
�r�

�

p
�r� � p�r�p
�r� �

p
�r�

� �re aus ����� Ansatz ����� � � Eh � Er

re � rm �

p
�r� �p�r�p
�r� �

p
�r�

Ansatz ����� � � Eh � Er

b� Einfallswinkel � � �� Grenz��ache zum idealen Leiter 
 � �

ZF� �
q

j��

�	j��� � � damit Ansatz� senkrechtEh �� Er� parallel Eh �� Er

res � �� und rep � �� tes � � und tms � �

c� Einfallswinkel � � �� Grenz��ache zum realen Leiter 
 
�

F�ur diesen Fall ergibt sich � 
 jrj 
 � und ein stehendes Wellenfeld� bei dem allerdings die Knoten nicht mehr

den Wert Null annehmen� Um die Welligkeit zu charakterisieren hat man das Stehwellenverh�altnis de�niert�

s �
Emax

Emin
�
Hmax

Hmin
�
Eh � Er

Eh � Er
�

� � jrj
�� jrj

Gebr�auchlich sind auch die Abk�urzungen SWR Standing Wave Ratio oder� wenn Spannungen gemessen

werden� VSWR Voltage SWR� � � � 
 s 
� � �

Abbildung ���� Amplitudenverteilung der magnetischen Feldst�arke f�ur ein Stehwellenverh�altnis von s � � f�ur

verschiedene Zeitpunkte t�
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Gebr�auchliche Formeln in der Elektrotechnik�

r und t nur noch von �r�� �r� und � abh�angig�

Unter der Voraussetzung �r� � �r� � � ergibt sich durch Einsetzen f�ur

cos � �
q

�� sin� � �

r
�� �r�

�r�
sin� � wegen sin � �

r
�r�
�r�

� sin�

ZF�
ZF�

�

r
�r�
�r�

a� Senkrechte �horizontale� Polarisation �Ehin parallel zur Grenz��ache�

res �
cos� �

q
�r�
�r� � sin� �

cos� �
q
�r�
�r� � sin� �

� rms

tes �
� � cos�

cos� �
q
�r�
�r� � sin� �

tms �
� �

q
�r�
�r� � cos�

cos� �
q
�r�
�r� � sin� �

b� Parallele �vertikale� Polarisation �Hhin parallel zur Grenz��ache�

rep �
�r� � cos��

p
�r� � �r� � �r�� � sin� �

�r� � cos� �
p
�r� � �r� � �r�� � sin� �

� rmp

tep �
� �p�r� � �r� � cos�

�r� � cos� �
p
�r� � �r� � �r�� � sin� �

tmp �
� � �r� � cos�

�r� � cos� �
p
�r� � �r� � �r�� � sin� �
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Brewsterwinkel

Betrachtet man die Gr�o�e des Re�ektionsfaktors abh�angig vom Einfallswinkel �� so ergibt sich� da� der

Re�exionsfaktor f�ur einen bestimmten Winkel � den Wert Null annimmt� was gleichbedeutend mit der Aussage

ist� da� die Welle re�exionsfrei von einem Dielektrikum zum anderen �ubertritt� Dieser Winkel wird Brewster


winkel genannt�

F�ur die Herleitung soll im folgenden gelten �r � � in beiden Dielektrika�

Bei senkrechter Polarisation ergibt sich aus r � �

damit cos� � �
�r�
�r�

� sin� �

umgeformt �� sin� � �
�r�
�r�

� sin� �

Diese Bedingung ist nur erf�ullbar f�ur �r� � �r� � also dann� wenn keine Grenz��ache vorliegt�

Kein Brewsterwinkel bei senkrechter Polarisation f�ur unterschiedliche �r �

Bei paralleler Polarisation ergibt sich aus der Forderung r � �

�r�
� � cos� � � �r� � �r� � �r�

� � sin� �

�r�
� � �r�

� � sin� � � �r� � �r� � �r�
� � sin� �

sin � �

s
�r� � �r� � �r��

�r�� � �r��

� � arcsin

r
�r�

�r� � �r�
� arctan y

r
�r�
�r�

F�ur unterschiedliche �r gibt es einen Brewsterwinkel nur bei paralleler Polarisation�

F�ur unterschiedliche �r gibt es einen Brewsterwinkel nur bei senkrechter Polarisation

ytan� � sin�p
��sin� �
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Abbildung ���� Brewsterwinkel und Grenzwinkel in Abh�angigkeit von �r�
�r�

Leistungsbilanz der Welle an Grenz��achen

Es gilt P �
R
�S � d �A und �S � �E 	 �H

F�ur die Betrachtung des Leistungs�usses von einem Medium zum anderen an der Grenz��ache sind nur die

Komponenten senkrecht zur Grenz��ache ma�gebend�

�Shn � �Srn � �Sdn

Eh �Hh � cos�� Er �Hr � cos� � Ed �Hd � cos �

Eh �Hh � cos� � re �Eh � rm �Hh � cos� � te �Eh � tm �Hh � cos �

��� re � rm�Shn � te � tm � cos�

cos�
Shn

��� r��Shn � te � tm � cos�

cos�
Shn
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�� Was ist eine elektromagnetische Welle �

�� Mit welchen Gr�o�en beschreibt man eine elektromagnetische Welle �

�� Wie ist eine ebene Welle de�niert �

	� �Uber welche Gr�o�e sind E und H bei der elektromagnetischen Welle verkn�upft �

�� Was ist elliptische Polarisation �

�� Berechnen Sie die Blechdicke f�ur ein Schirmblech aus Kupfer� damit die elektrische Feldst�arke um 	�dB

bei f � � GHz ged�ampft wird� 
Cu � �� � ��� Sm

�� Gegeben ist ein Feld durch folgende Gleichung�

�E �x� y� z� � A �



cos�y�

x�
�

cos�y�

jbx

�
� �ex � jB � sin�y�

x
�


� �

�

jbx
� �

x�

�
� �ey

a� Teilen Sie die Gleichung in Komponentengleichungen auf�

b� Erg�anzen Sie die Gleichung zu �E �x� y� z� t� mit harmonischer Zeitabh�angigkeit und zeichnen Sie

das Zeigerdiagramm der einzelnen Teil
Komponenten�

c� Welche Komponenten sind gleichphasig �

d� Skizzieren Sie die x�Abh�angigkeit der vorhandenen Komponenten�

e� Erg�anzen Sie die Gleichung nach b� durch den Faktor e�j�z und erkl�aren Sie die Unterschiede

zwischen der urspr�unglichen Gleichung� der nach b� und der nach e��

�� Von einer ebenen Welle sind folgende Angaben bekannt ��r � ���

E � �	 �


e j� � ��� � t�s � ������	 � j����� � x �

m

�
V

m

a� Welche Frequenz hat die Welle �

b� In welche Richtung l�auft die Welle �

c� Welche Feldst�arkekomponenten hat die Welle �

d� Welche Wellenl�ange hat die Welle �

e� Welche Phasengeschwindigkeit hat die Welle �

f� Wie gro� ist �r �

g� Wie gro� ist die D�ampfungskonstante der Welle� wie gro� ist 
 �

h� Wie gro� sind die E�ektivwerte der Feldst�arke bei x � � und x � �� km �

i� Stellen Sie den Abfall der Feldst�arken in Abh�angigkeit von x� y� z dar�

�� Meerwasser hat ein 
 � � � ���� S
cm und ein �r � ���

a� Finden Sie eine g�unstige Darstellung� aus der man erkennen kann� in welchen Frequenzbereichen

Meerwasser ein guter Leiter oder ein gutes Dielektrikum ist�

b� F�ur welches Frequenzband ist eine �aquivalente Leitschichtdicke von �� m gew�ahrleistet �

c� Berechnen Sie den Feldwellenwiderstand des Meerwassers f�ur jeweils eine Frequenz im

dielektrischen Bereich� im �Ubergangsbereich� im Leiterbereich�

��� Ein Kugelstrahler strahlt elektromagnetische Wellen ab�

Berechnen Sie die Leistungsdichte in dBm
m� in einem Abstand von �� km und �� km bei einer abgestrahlten

Leistung von �� Watt� ��r � �� �r � �� � � ��� Wie gro� sind jeweils die Feldst�arken �

��� Sie sind Funko$zier der Nautilus� Kapit�an Nemo m�ochte gerne die Lottozahlen vom Mittwoch �uber den

Deutschlandfunk bei f � ��� kHz h�oren� In welche Tiefe m�ussen Sie mit dem U�Boot auftauchen� damit

Sie den Sender empfangen k�onnen � �Empf�anger
Emp�ndlichkeit � �V
m � Feldst�arke an der Meeresober


��ache im Wasser �� V
m � Seewasser �r � ��� 
 � � � ����mhO

cm ��
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��� Eine ebene Welle tri�t aus dem Medium Luft unter einem Einfallswinkel von ��� auf ein Dielektrikum

��r � ��� auf� Das Dielektrikum hat eine Dicke von � cm� Daran schlie�t sich ein weiteres Dielektrikum mit

�r � �� an� Berechnen Sie die Feldkomponenten im Dielektrikum � und im Dielektrikum � �f � � GHz�
'E � �� V

m�� Unter welchem Winkel tritt die Welle ins Dielektrikum � ��r � �� � Wie gro� sind die

Leistungen der einzelnen Wellenanteile in dBm�m� �

��� Was bedeuten Grenzwinkel und Brewsterwinkel �

�	� Eine �m�lange Kupferschiene mit einem Querschnitt von � x � cm wird normalerweise zum Stromtrans


port von �� Hz�Wechselstrom benutzt� Berechnen Sie den Widerstand� Ist es sinnvoll� die gleiche Schiene

bei � GHz einzusetzen �

��� Zeichnen Sie die Momentanbilder einer stehenden Welle bei Totalre�exion in einem Dielektrikum vor

einer leitenden Ebene f�ur die Zeitpunkte t � �� t � T
� � t � T

� � t � �T
� � �f � � Ghz� �r � �� Eh � �V

m�

��� Zeichnen Sie die Momentanbilder einer stehenden Welle in einem Dielektrikum vor einer leitenden Ebene

f�ur die Zeitpunkte t � �� t � T
� � t � T

� � t � �T
� � �f � � Ghz� �r � �� Eh � �V

m � s � ��

��� Berechnen Sie die �aquivalenten Leitschichtdicken und Wellenl�angen bei � kHz� � MHz� � GHz f�ur folgende

Materialien

Cu ����� Fe ���� �r � ������ Au ����� Ag ������� Pt ������� �Werte in Klammern mit Einheit
m

! �mm�
��

Berechnen Sie au�erdem den Widerstand eines � m�langen runden Drahts �d � � cm� bei den vorgege


benen Frequenzen und Materialien�

Abbildung ���� Quelle� ��� S�	�
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ZF von Seewasser mit 
 � � � ���� S
cm und �r � ��
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senkrechte Polarisation

�������� �pcx extension dazu wegen ps pdf
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parallele Polarisation
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Kapitel �

Wellenleiter

	�� Koaxialkabel

Eine elektromagnetische Welle soll in einem Koaxialkabel gef�uhrt werden� Bis jetzt ist die TEM
Welle bekannt

und die Grenzbedingungen zu einer unendlich gut leitenden Ebene Et � � und Hn � �� Soll eine TEM
Welle in

einem Koaxialkabel ausbreitungsf�ahig sein� mu� eine Wellenkon�guration gefunden werden� die entsprechend
�S � �E 	 �H Energie in Richtung durch das Kabel transportieren kann und die Randbedingungen erf�ullt�

Abbildung ���� Felder im Koaxkabel Quelle���� S���

Beschreibung der Feldkomponenten in Zylinderkoordinaten�

�Er �
U

r � ln D
d

� �er �H� �
I

�� � r
� �e�

Bei realer Beschreibung� also f�ur 
 
 ��� ist noch die Feldkomponente

�Ez � Er �
r
��



� �ez zu ber�ucksichtigen�
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Zusammenhang Feldwellenwiderstand ZF � E
H und Leitungswellenwiderstand ZL � U

I �

Einsetzen der Feldkomponenten ergibt�

ZF �
E

H
�

U

r � ln D
d

� �� � r

I
�
U

I
� ��

ln D
d

� ZL � ��

ln D
d

aufgel�ost nach ZL

ZL � ZF�

r
�r
�r
� ln D

d

��

�r
�
�

���� !

��
p
�r

ln
D

d
� �� ! � �p

�r
ln
D

d

D�ampfung der Welle im Koaxialkabel setzt sich im wesentlichen aus � Komponenten zusammen�

a� � aufgrund Leiterverluste 


�L �
R�

�ZL
�

s
f � � � �r

� � 

� �

���!
� �

D
� � � D

d

ln D
d



Np
m

�

b� � aufgrund dielektrischer Verluste� also abh�angig vom Verlustfaktor tan � des Dielektrikums�

�D �
� � f

c

p
� � �r �

qp
� � tan� � � �

f�ur tan � 
 ��� vereinfacht sich die Formel zu

�D � � � f

c

p
�r � tan �

Die folgende Gra�k stellt beide Ein��usse f�ur verschiedene Geometrien und Leitermaterialien gegen�uber

Abbildung ���� D�ampfung im Koaxialkabel durch 
 und � �N�aherung��

Man erkennt� da� bei niedrigen Frequenzen der Ein�u� der Leitungsverluste die dielektrischen Verluste �uber


wiegt� und erst im GHz
Bereich die dielektrischen Verluste zum Gesamtverlust nennenswert beitragen�
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Bei vorgegebenem Au�endurchmesser ergibt sich f�ur ein Verh�altnis D�d von ���� ein Minimum f�ur den Ausdruck

�	D�d�
ln
D�d�

� somit auch ein D�ampfungsminimum f�ur die ohmschen Verluste�

Abbildung ���� Ein�u� Geometrie auf D�ampfung bei Koaxialkabeln

Eingesetzt in die Formel f�ur ZL ergibt sich

ZL � �� ! � �p
�r
� ln

D

d
� �� ! � �p

�r
� ���� � �� !

�p
�r

minimale D�ampfung bei ZL � �� ! �p
�r

F�ur PE als Dielektrikum �r � ��� ergibt sich ein ZL � �� !

Weiter ergibt sich bei vorgegebenem Au�endurchmesser und maximaler elektrischer Feldst�arke

gr�o�te Spannungsfestigkeit bei ZL � �� ! �p
�r

maximal �ubertragbare Leistung bei ZL � �� ! �p
�r

Allgemein gilt� da� sich bei ma�st�ablicher Vergr�o�erung des Querschnitts die �Ubertragungseigenschaften ver


bessern� bis zu der Grenze� bei der auch Hohlleiterwellen ausbreitungsf�ahig werden� Dies ist ab

fk � � � c

�
p
�r�D � d�

der Fall�

Standardwerte f�ur Leitungswellenwiderst�ande sind �� ! und �� !�

Gebr�auchliche Werte sind 		 ! �Seekabel�� �� !� �� ! und Werte zwischen ��� bis ��� ! f�ur kapazit�atsarme

Anwendungen�
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Abbildung ��	� Einige typische Werte und Betriebsdaten f�ur Koaxialkabel Quelle���� K
��
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	�� Hohlleiter

Im Hohlleiter mu� ebenfalls gelten� Leistungstransport l�angs des Hohlleiters� also �S � �E 	 �H� und an den

metallischen Wandungen Et � � und Hn � ��

Versucht man mit dem Ansatz einer TEM 
 Wellenausbreitung beide Forderungen miteinander zu vereinbaren�

stellt man fest� da� dies nicht m�oglich ist� Es mu� also eine andere Art Welle im Hohlleiter existieren�

Was passiert mit den Feldst�arkekomponenten� wenn eine Welle schr�ag auf eine leitende Ebene tri�t �

Abbildung ���� Ableitung Feldverteilung vor leitender Ebene bei senkrechter Polarisation

a� senkrechte Polarisation

hinlaufende Welle�

Exh � E� � e�j�y�y � e�j�z�z � ej�t

Hyh � E��ZF � sin� � e�j�y�y � e�j�z�z � ej�t

Hzh � �E��ZF � cos� � e�j�y�y � e�j�z�z � ej�t

�

�

�
�
�
�
���

�

�

HHHHHHHHj

HHHHHHHHj

rj
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re�ektierte Welle�

Exr � �E� � e	j�y�y � e�j�z�z � ej�t

Hyr � �E��ZF � sin� � e	j�y�y � e�j�z�z � ej�t

Hzr � �E��ZF � cos� � e	j�y�y � e�j�z�z � ej�t
�

�

A
A
A
A
AAK

�

�

		
		

		
		�

		
		

		
		�

j	
Summenfeld�

Exg � Exh � Exr � E� � e�j�z�z � ej�t �
�
e�j�y�y � e	j�y�y

�
Exg � �j�E� � sin��y � y� � ej�t � e�j�z�z

Hyg � �j�E��ZF � sin� � sin��y � y� � ej�t � e�j�z�z

Hzg � ��E��ZF � cos� � cos��y � y� � ej�t � e�j�z�z

in Zeigerdarstellung

Exg � �E� � sin��y � y� � ej
�t��z�z�����

Hyg � �E��ZF � sin � � sin��y � y� � ej
�t��z�z�����

Hzg � ��E��ZF � cos� � cos��y � y� � ej
�t��z�z�

Zeigeramplituden sind Funktionen des Ortes y� Ausbreitungsrichtung ist z�

Exg � �E� � sin��y � y� � cos��t � �z � z � ����

Hyg � �E��ZF � sin� � sin��y � y� � cos��t� �z � z � ����

Hzg � ��E��ZF � cos� � cos��y � y� � cos��t� �z � z�

Abbildung ���� Amplitudenverlauf der einzelnen Komponenten und resultierendes Feld H
Welle

Senkrechte Polarisation f�uhrt zu einer

TE � Welle � Transversal Elektrisch� weil nur transversale Komponenten der elektrischen Feldst�arke�

oder auch

H � Welle� weil H(Komponente in Ausbreitungsrichtung�
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Welche resultierende Welle entsteht bei paralleler Polarisation ��

Abbildung ���� Ableitung Feldverteilung vor leitender Ebene bei paralleler Polarisation

b� parallele Polarisation

einfallende Welle�

Exh � E� � sin � � e	j�x�x � e�j�z�z � ej�t

Hyh � E��ZF � e	j�x�x � e�j�z�z � ej�t

Ezh � E� � cos� � e	j�x�x � e�j�z�z � ej�t

�

��
�
�
�
�
��

�

�
Z
Z
Z
Z
Z
Z
ZZ�

Z
Z
Z
Z
Z
Z
ZZ�

rj

re�ektierte Welle�

Exr � E� � sin� � e�j�x�x � e�j�z�z � ej�t

Hyr � E��ZF � e�j�x�x � e�j�z�z � ej�t

Ezr � �E� � cos� � e�j�x�x � e�j�z�z � ej�t

�

� S
S
S
S
S
So �

��
�
�
�
�
�
���

�
�
�
�
�
�
���

rj
Summenfeld�

Exg � Exh � Exr � E� � sin � � e�j�z�z � ej�t �
�
e	j�x�x � e�j�x�x

�
Exg � �E� � sin� � cos��x � x� � ej�t � e�j�z�z

Hyg � �E��ZF � cos��x � x� � ej�t � e�j�z�z

Ezg � j �E� � cos� � sin��x � x� � ej�t � e�j�z�z
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in Zeigerdarstellung

Exg � �E� � sin� � cos��x � x� � ej
�t��z�z�

Hyg � �E��ZF � cos��x � x� � ej
�t��z�z�

Ezg � �E� � cos� � sin��x � x� � ej
�t��z�z	����

Abbildung ���� Amplitudenverlauf der einzelnen Komponenten und resultierendes Feld E
Welle

Parallele Polarisation f�uhrt zu einer

TM � Welle � Transversal Magnetisch� weil nur transversale Komponenten der magnetischen Feldst�arke�

oder auch

E � Welle� weil E�Komponente in Ausbreitungsrichtung�
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Bei beiden Polarisationen ergibt sich eine resultierende Welle� die sich l�angs der leitenden Ebene ausbreitet� Es

f�allt auf� da� in gewissen Abst�anden von der leitenden Ebene Feldst�arkeverh�altnisse auftreten� die denen an

der leitenden Ebene entsprechen� Dementsprechend k�onnte man an diesen Stellen leitende Ebenen einf�ugen�

ohne die Feldverteilung zu st�oren� Um diese Welle zwischen diesen � leitenden Ebenen zu beschreiben� ben�otigt

man die entsprechenden Komponenten der Welle� wie z�B� Wellenl�ange� Ausbreitungskonstante usw�

Hohlleiterwellenl�ange �h

Aus der Herleitung der H
 und E
Wellen und dem kleinstm�oglichen Abstand a der beiden Ebenen ergibt sich

Abbildung ���� Ableitung Hohlleiterwellenl�ange aus Feldverteilung vor leitender Ebene

sin � �
�

�
� �

�H
�

�

�H
cos � �

�

�
� �

�x
�

�

� � a
Gesucht �H als Funktion der einfallenden Wellenl�ange � und dem Abstand a der beiden leitenden Ebenen�

Es gilt

sin� � � cos� � � ��
�

�H

��

�

�
�

� � a
��

� �

Hohlleiterwellenl�ange

�H �
�s

��
�

�

� � a
��

Fortp�anzungskonstante

Ausbreitung in Richtung der Hohlleiterwandungen �in den Beispielen in z
Richtung� mit �H

Allgemein gilt f�ur die Fortp�anzungskonstante

� � � � j�

Mit der Annahme� da� der Raum zwischen den Platten mit Luft gef�ullt ist �
 � ��� ergibt sich

�H � �

�H �
��

�H
�

��

�
�
s

��
�

�

� � a
��

Diskutiert man diesen Ausdruck� dann f�allt auf� da� die Wurzel f�ur Werte
�



��a
��

	 � � also � 	 � � a rein

imagin�ar wird� damit erg�abe sich f�ur diesen Fall rein formal
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� � j� � j�j�H� � ��H � was gleichbedeutend mit einer D�ampfung � ist�

Deshalb bezeichnet man diese Wellenl�ange� ab der die Ausbreitungskonstante in eine D�ampfungskonstan


te �ubergeht als kritische Wellenl�ange� Grenzwellenl�ange oder auch cut
o� Wellenl�ange� �Ublich sind folgende

Indizierungen �k� �g� �c�

Nach DIN ��		 genormt sind die Bezeichnungen �c und die zugeh�orige Frequenz fc � c

c

Damit ergibt sich die Hohlleiterwellenl�ange �H als Funktion von � und �c� �Ubliche Darstellungsformen bei

Hohlleitern sind funktionelle Abh�angigkeit �uber Wellenl�ange oder �uber Frequenz� meistens normiert�

�H �
�s

��
�
�

�c

��

Abbildung ����� Hohlleiterwellenl�ange �uber Wellenl�ange normiert

�H �
�s

��
�
fc
f

��

Abbildung ����� Hohlleiterwellenl�ange �uber Frequenz normiert

Aus dem Verlauf der Fortp�anzungskonstanten ergibt sich� da� der Hohlleiter Hochpa�charakter besitzt�

Durchla�bereich � 
 �c

f 	 fc

� �
��

�
�
s

��
�
�

�c

��
Sperrbereich � 	 �c

f 
 fc

� � j� �
��

�
�
s�

�

�c

��

� � Abbildung ����� j � j �uber Frequenz normiert
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F�ur die Phasen
 und Gruppengeschwindigkeit gilt

vp �
�

�
�

f � �r
��

�



c

��

vg � f � � �
s

��
�
�

�c

��

Abbildung ����� vp� vg �uber Frequenz normiert

F�ur den Feldwellenwiderstand gilt unterschiedlich f�ur E
 und H
Wellen�

H � Wellen

ZF�H �
Etan

Htan
�

E

H � sin�

ZF�H �
ZFr

��
�



c

��
E � Wellen

ZF�E �
Etan

Htan
�
E � sin�

H

ZF�E � ZF �
s

��
�
�

�c

�� Abbildung ���	� ZF�H � ZF�E �uber Frequenz normiert

Abh�angig von der Geometrie der Hohlleiter unterscheidet man Rechteckhohlleiter und Rundhohlleiter�

F�ur jede Geometrie sind die Maxwellgleichungen zusammen mit den Randbedingungen zu l�osen�
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����� Rechteckhohlleiter

L�ost man die Maxwellgleichungen mit den Randbedingungen f�ur den Rechteckquerschnitt ergeben sich folgende

Gleichungen f�ur die Feldkomponenten

Gleichungen der Feldkomponenten

Rechteckhohleiter� Breitseite� a� Schmalseite� b

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

					

Hmn � Wellen�

Ex � j��H� �
�
�c
��

��

� n � �
b

� cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Ey � �j��H� �
�
�c
��

��

� m � �
a

� sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Ez � �

Hx � j�H� �
�
�c
��

��

� m � �
a

� sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Hy � j�H� �
�
�c
��

��

� n � �
b

� cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Hz � H� � cos

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Emn � Wellen�

Ex � j�E� �
�
�c
��

��

� m � �
a

� cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Ey � j�E� �
�
�c
��

��

� n � �
b

� sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Ez � E� � sin

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Hx � �j��E� �
�
�c
��

��

� n � �
b

� sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Hy � j��E� �
�
�c
��

��

� m � �
a

� cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�
� ej
�t��z�

Hz � �

mit �c �
�s�

m

� � a
�

�

�

�
n

� � b
�

�

� �

s
�����

�
m � �
a

�
�

�
�
n � �
b

�
�
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In Hohlleitern k�onnen eine Vielzahl von Wellentypen� sogenannte Moden existieren� Diese unterschiedlichen

Schwingungsformen werden in zwei Gruppen aufgeteilt�

�� H � Wellen � magnetische Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung bzw

TE � Wellen � nur transversale Komponenten der elektrischen Feldst�arke�

�� E � Wellen � elektrische Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung bzw

TM � Wellen � nur transversale Komponenten der magnetischen Feldst�arke�

E� und H
Wellen k�onnen in Hohlleitern beliebigen Querschnitts auch gleichzeitig nebeneinander auftreten�

Um die vielf�altigen Wellentypen voneinander zu unterscheiden� verwendet man zus�atzlich zwei Indexzi�ern mn�

um den jeweiligen genauen Typ anzugeben�

Diese Indexzi�ern beschreiben in Kurzform nach vereinbarten Regeln die elektrischen bzw magnetischen Feld


bilder in der Querschnittsebene des Hohlleiters�

Nach diesen Vereinbarungen beziehen sich die Indices auf die Anzahl der Maxima bzw auf die Anzahl der

Nullstellen im Hohlleiterquerschnitt�

Bei Hmn�Wellen bezieht man sich auf die elektrische Feldverteilung �uber der Querschnittsebene�

Bei Emn�Wellen bezieht man sich auf die magnetische Feldverteilung �uber der Querschnittsebene�

F�ur den Rechteckhohlleiter gilt�

Der erste Index �m� gibt die Anzahl der Maxima der betrachteten Feldkomponente �uber der Breitseite a� der

zweite Index �n� die Anzahl der Maxima �uber der Schmalseite b an�

H���Welle

charakterisiert durch elektrische Feldverteilung �uber Quer


schnittsebene�

Die E�Komponenten lassen sich beschreiben zu

Ex � Ax � cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�

Ey � �Ay � sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�

mit m � � und n � � ergibt sich

Ex � �

Ey � �Ay � sin

�
� � x
a

�

Abbildung ����� E�Verteilung l�angs Breitsei


te

Abbildung ����� Feldverteilung bei H��
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H���Welle

E�Feldverteilung �uber Querschnittsebene�

Ex � Ax � cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�

Ey � �Ay � sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�

mit m � � und n � � ergibt sich

Ex � Ax � sin

�
� � y
b

�

Ey � �

Abbildung ����� E�Verteilung l�angs Schmalsei


te

H���Welle

Ex � �

Ey � �Ay � sin

�
� � � � x

a

�

Abbildung ����� E�Verteilung l�angs Breitseite

H���Welle

Ex � Ax � sin

�
� � � � y

b

�

Ey � �

Abbildung ����� E�Verteilung l�angs Schmalsei


te

H���Welle

Ex � Ax � cos

�
� � x
a

�
� sin

�
� � y
b

�

Ey � �Ay � sin

�
� � x
a

�
� cos

�
� � y
b

�

H�ohere Wellentypen lassen sich auf die H���Welle

zur�uckf�uhren�
Abbildung ����� E�Verteilung l�angs Breit� und

Schmalseite
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E �Wellen

Kennzeichnend f�ur diesen Wellentyp ist eine elektrische Komponente in Ausbreitungsrichtung� also ein

Ez � E� � sin

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�

Setzt man die Wellentypen Em� und E�n an� so erg�abe sich ein Ez � � und somit keine Welle�

�� Im Rechteckhohlleiter existieren keine Em� ��und E�n�Wellen ��

Der Grundwellentyp der E�Wellen ist die E���Welle charakterisiert durch die magnetische Feldverteilung �uber

der Querschnittsebene�

Hx � �Ax � sin

�
m � � � x

a

�
� cos

�
n � � � y

b

�

Hy � Ay � cos

�
m � � � x

a

�
� sin

�
n � � � y

b

�

mit m � � und n � �

Hx � �Ax � sin

�
� � x
a

�
� cos

�
� � y
b

�

Hy � Ay � cos

�
� � x
a

�
� sin

�
� � y
b

�
Abbildung ����� H�Feldverteilung l�angs Breit� und

Schmalseite

Die h�oheren Wellentypen lassen sich wie bei H�Wellen aus der E���Welle zusammensetzen�

Abbildung ����� Darstellungsarten der Feldverteilungen Quelle� ��	� S���
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Betriebsfrequenzbereich eines Hohlleiters

Jeder Wellentyp ist ab seiner kritischen Frequenz ausbreitungsf�ahig� Diese kritische Frequenz berechnet sich zu

fc � c

c

mit

�c �
�q�

m
a

��
�
�
n
b

�� und c �
c�p
�r

Berechnet man f�ur unterschiedliche Rechteckformen die entsprechenden �� so ergeben sich sogenannte Moden


fahrpl�ane� aus denen man ersehen kann� bei welcher Frequenz welche Wellentypen existent sein k�onnen�

Abbildung ����� � f�ur Rechteckhohleiter a���cm� b��cm

H�� � �c � �� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � �� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � ��
� cm fc � 	�� GHz

H�� � �c � � cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � � cm fc � ��� GHz

Abbildung ���	� � f�ur Rechteckhohleiter a���cm� b��cm



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite ��

H�� � �c � �� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � �� cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ���� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � �� cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � ��
� cm fc � 	�� GHz

H�� � �c � � cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H���E�� � �c � ��� cm fc � ��� GHz

H�� � �c � � cm fc � ��� GHz

K�onnen bei einer Frequenz verschiedene Moden auftreten� deren Gruppengeschwindigkeiten unterschiedlich

gro� sind� f�uhrt dies zu nichtlinearen Verzerrungen� die nicht mehr korrigierbar sind� Deshalb sucht man den

Frequenzbereich� in dem nur ein Mode ausbreitungsf�ahig ist� Diesen Bereich nennt man den Eindeutigkeitsbe


reich eines Hohlleiters� An den Beispielen sieht man� da� dieser Eindeutigkeitsbereich abh�angig vom Verh�altnis

der beiden Seiten a und b ist�

Eindeutigkeitsbereich des Rechteckhohlleiters �

F�ur a�b 	 � � fcH�� 
 f 
 fcH�� �� � � fcH���

F�ur a�b 
 � � fcH�� 
 f 
 fcH���
 fcH����

Der gr�o�tm�oglich nutzbare Frequenzbereich ergibt sich f�ur ein Verh�altnis a�b 	 �� Der Mode� der im Ein


deutigkeitsbereich ausbreitungsf�ahig ist wird Grundtyp �oder Haupttyp nach DIN 	� ���� der entsprechenden

Hohlleiterform genannt� Der H�� 
 Mode ist der Grundtyp des Rechteckhohlleiters� In der Praxis ist der Ein


deutigkeitsbereich wegen der starken �Anderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit und D�ampfung bei Ann�ahe


rung an die Grenzfrequenz der H���Welle� sowie St�orungen in der Geometrie nicht vollst�andig nutzbar�

Betriebsfrequenzbereich des standardisierten Rechteckhohlleiters �a�b � ��

���� � fc 
 f 
 ��� � fc mit fc � fcH��

Wellend�ampfung

Leider sind die W�ande des Hohlleiters nicht aus ideal leitf�ahigem Material� Tangentiale magnetische Feld


komponenten vor den W�anden bewirken Str�ome senkrecht zu den H�Feldlinien� Dies f�uhrt zu folgender Wand


stromverteilung�

Str�ome f�uhren aufgrund der W�armeentwicklung zu Verlusten� die der Hohlleiterwelle entzogen werden�

Allgemein kann dieser Leistungsverlust berechnet werden zu

� �
RF

�
�

H
H�
t � dlR R

� �E 	 �H� d �A

Verlustleistung
Bezugsleistung

RF ist abh�angig vom Skine�ekt� also je h�oher die Frequenz umso gr�o�er wird RF �

F�ur die H���Welle im Rechteckhohlleiter ergibt sich�

�Cu �
�����

a
cm �

q

�
cm

�
a
��b �

�

�
�a

��
r

��
�

�
�a

�
�

h
dB
m

i
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Abbildung ����� Wandstromverteilung f�ur H�� und H�� Quelle���	� S��

F�ur beliebiges anderes Material x gilt � �x � �Cu �
r

Cu

x

Bei sehr hohen Frequenzen bewegt sich die Leitschichtdicke im �m � Bereich� deshalb erh�ohen Ober��achen


rauhigkeiten die D�ampfung�

Rauhtiefe � Leitschichtdicke ��� �� ) h�ohere D�ampfung

Rauhtiefe � ��� % Leitschichtdicke ��� �� ) h�ohere D�ampfung

D�ampfung aufgrund dielektrischer F�ullung

mit �c� � �c � p�r gilt

�� �
p
�r � �

��
� tan �� � �r

��
�

�

c�

�
�

h
Np
m

i

im allgemeinen gilt � �� 	 �Cu

Abbildung ����� Wellend�ampfung f�ur die genormten Hohlleiter R�� und F�� mit unterschiedlicher F�ullung
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�Ubertragbare Leistung�

a� Impulsspitzenleistung

Impulsspitzenleistung wird nur begrenzt durch die Durchbruchfeldst�arke�

Normbedingungen �

�� kV
cm bei T � ��� C und p � �� N

cm� � ���� HPa � ���� mbar

z�B� f�ur H�� bei f � ��� � fc und re�exionsfreier Abschlu�

'Pmax

A
� 		�

kW

cm�

�Ubertragbare Leistung sinkt bei Fehlanpassung�
�Ubertragbare Leistung steigt bei Verwendung von Vakuum oder Schutzgas �SF���

b� Dauerstrichleistung �CW�Leistung��

Die zul�assige Dauerstrichleistung ist begrenzt durch die unzul�assige Erw�armung der inneren Hohlleiterober


��achen� und ist wesentlich kleiner als die Spitzenleistung�

Abbildung ����� Theoretische Werte der maximalen Dauerstrichleistungsdichte Quelle����� S��	

�CW � Continous Wave
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Abbildung ����� Zusammenstellung der Formeln f�ur den Rechteckhohlleiter
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����� Rundhohlleiter

Aufgrund der Geometrie bieten sich zur Beschreibung der Feldkomponenten Zylinderkoordinaten an�

Hierf�ur m�ussen die Maxwellgleichungen zusammen mit den Randbedingungen

E� � Ez � Hr � �

an den metallischen Wandungen gel�ost werden� Aufgrund der L�osung der DGLn in Zylinderkoordinaten erscheinen

in den Formeln f�ur die Feldkomponenten Besselfunktionen und deren Ableitungen�

Gleichungen der Feldkomponenten
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Die kritischen Wellenl�angen f�ur E� und H�Wellen berechnen sich zu�

Hmn � Wellen �c �
� � D

x�mn

Emn � Wellen �c �
� � D

xmn

dabei bedeuten D � Durchmesser des Hohlleiters

x�mn � n�Nullstelle der Ableitung der Besselfunktion m�Ordnung

xmn � n�Nullstelle der Besselfunktion m�Ordnung

Eine Tabelle der Nullstellen ist n�otig um die entsprechenden cut � o� � Wellenl�angen zu bestimmen�

Emn � Wellen Hmn � Wellen

x�� � ��	� x��� � ���	

x�� � ���� x��� � ����

x�� � ���� x��� � ����

x�� � ���� x��� � 	���

x�� � ���� x��� � ����

x�� � ���� x��� � ����

x�� � ��	� x��� � ����

x�� � ���� x��� � ���	

Daraus l�a�t sich entsprechend dem Verh�altnis 
c
D � �

xmn
bzw �

x�mn
ein Modenfahrplan errechnen�

Abbildung ����� Modenfahrplan f�ur Rundhohlleiter

Aus dem Modenfahrplan erkennt man� da� die H�� � Welle der Grundwellentyp des Rundhohlleiters ist�

Eindeutigkeitsbereich � ����� � D 
 � 
 ����� � D

Betriebsfrequenzbereich � ���� � D 
 � 
 ��� � D

Feldverteilungen und Bezeichnung der Moden

Der erste Index �m� gibt die Anzahl der Maxima der betrachteten Feldkomponente l�angs des halben Rohrum


fangs und der zweite Index �n� die Anzahl der Nullstellen der betrachteten Feldkomponente �uber dem Radius

an� Treten gleichzeitig an der Wand und an der Achse des Hohlleiters Nullstellen auf� z�ahlen beide zusammen

als eine Nullstelle�
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H�� �Welle

Charakteristisch E�Feldverteilung �uber Querschnitt�

m � � d�h� kein Maximum l�angs des halben Rohrumfangs� damit Er � �

n � � d�h� � Nullstelle �uber Radius� oder je eine Nullstelle an der Wand und in Achsmitte�

Aus den Gleichungen ergibt sich�

Er � Ar � �

r
� J�

�
� � � � r

�c

�
� sin�� � �� � �

E� � A� � J ��

�
� � � � r

�c

�

Abbildung ����� E�Verteilung �uber r und � H��
Welle

Wegen der Randbedingungen gibt es keine Em�� und Hm��Wellen im Rundhohlleiter��

H�� �Welle

Er � Ar � �
r � J�

�
����r

c

�
� sin���

E� � A� � J ��
�
����r

c

�
� cos���

Abbildung ����� E�Verteilung �uber r und � bei H���Welle
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E�� �Welle

Abbildung ����� H�Verteilung �uber r und � beiE���Welle

D�ampfung im Rundhohlleiter

H���Welle �Cu �
�����

D
cm �

q

�
cm

�

�

�
��� � D � ��	���r
��

�

�

�
��� � D

�� h
dB
m

i

H���Welle �Cu �
�����

D
cm �

q

�
cm

�

�

�
�� � Dr
��

�

�

�
�� � D

�� h
dB
m

i

Die H���Welle im Rundhohleiter ist der Wellenmode mit der geringstm�oglichen D�ampfung� Deshalb hat man

fr�uher versucht Weitverkehrsverbindungen mit Rundhohlleiter im H���Mode aufzubauen� Probleme dabei be


standen vor allem in der Modenmischung� weil bei Ausbreitung H�� vier weitere Wellentypen ausbreitungsf�ahig

sind� sowie in Biegeradien im ���m�Bereich� Der Lichtwellenleiter macht inzwischen den Hohlleiter f�ur Weit


verkehr bedeutungslos�

Abbildung ����� Wellend�ampfung f�ur verschiedene genormte Hohleiter
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����� Normung nach DIN �	 �
�

Die wichtigsten DIN � Vorschriften f�ur den Hohlleiter sind�

DIN 	���� Begri�e der Hochfrequenz � Leitungstechnik

Blatt � � Wellenleiter

Baltt � � Leistungsanpassung

Blatt � � Mittlerer Wellenwiderstand� Mittlerer Welligkeitsfaktor

DIN 	���� Hochfrequenz �HF� � Hohlleiter

Teil � � Rechteck � Rohr� Ma�e� Frequenzbereich� D�ampfung

Teil � � Rund � Rohr� Ma�e� Frequenzbereich� D�ampfung

Teil � � Quadratisches Rohr� Ma�e� Frequenzbereich� D�ampfung

Teil �� � Hohlleiter � Rohr� Anforderungen

Die entsprechenden Formen werden mit einem Buchstaben gefolgt von einer Zahl klassi�ziert�

Form R � Rechteck Seitenverh�altnis b
a � ���

Form F � Rechteck Seitenverh�altnis b
a � ��� bis ��	

Form C � Rundhohlleiter

Form Q � Quadratischer Hohlleiter

Die Zahl dahinter gibt ungef�ahr die Frequenz bei ��� fc des jeweiligen Grundwellentyps in Vielfachen von ���

MHz an�

z�B� R��� Rechteckform b�a � ��� ��� � fc � �� GHz

Abbildung ���	� Normung der Hohlleiter nach DIN 	� ���
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Ma�e f�ur Rechteckhohlleiter nach DIN 	� ��� Teil �

Hohlleiter Form R

Ma�e in mm a b a
b

R� ��	���� ������� �����

R	 ����	�� ������� �����

R� 	������ ������� �����

R� ������� ������� �����

R� ������� �	����� �����

R� �	����� ������� �����

R�� ������� ������ �����

R�	 ������� ������ �����

R�� �����	� �	���� �����

R�� ������� �	���� �����

R�� ������ 	����� �����

R�� ����	� �	��	� �����

R	� ������ ������ �����

R	� 	���	� ����	� ���	�

R�� 	����� ������ �����

R�� �	��	� ������ �����

R�	 ���	�� �����	 �����

R��� ������ ������ �����

R��� ������ ����� �����

R�	� ������ ����� �����

R��� �����	 ��	�� �����

R��� ������ 	���� ��	��

R��� ����� 	���� �����

R��� ����� ����� �����

R	�� ����� ���	� �����

R��� 	���� ����� �����

R��� ����� ����� �����

R�	� ����� ���	� �����

R��� ���	� ����� �����

R���� ����� ����� �����

R�	�� ����� ����� �����

R���� ����� ���	� �����

R���� ����� ���	� �����

R���� ����	 ��	�� �����

Hohlleiter Form F

Ma�e in mm a b a
b

F�� ������� ������ �����

F�� ������ ���	�� ����	

F�� ����	� ����� �����

F	� ������ ����� �����

F	� 	����� ����� ���	�

F�� 	����� ����� �����

F�� �	���� ����� �����

F�	 ���	�� ����� �����

F��� ������ ����� 	����
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Zusammenfassend die wesentlichen Vor
 und Nachteile von Hohlleitern�


 Vorteile �

� d�ampfungsarme �Ubertragung von Mikrowellen

� �Ubertragung hoher Leistungen

� hohe G�uten �z�B� Filter� auch f�ur hohe Leistungen


 Nachteile �

� Schaltungen besitzen komplizierte Strukturen mit sehr engen Toleranzen� dies bedeutet teure Her


stellung und somit f�ur Massenproduktion bedingt geeignet�

�������� �pcx extension dazu wegen ps pdf

Abbildung ����� einige Daten von Hohlleitern aus Quelle���	� S���
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Abbildung ����� Bezeichnung und Frequenzbereiche im Radarbereich Quelle���� A��A�
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	�� Streifenleiter

Streifenleiter sind leitende Streifen auf dielektrischem Substrat �uber einer metallischen Grundplatte� Sie werden

deshalb auch als planare Wellenleiter bezeichnet�

Abbildung ����� Mikrostrip Quelle���� K
���


 Probleme

� Abstrahlung wegen o�ener Struktur

� Einkopplung von St�orsignalen


 Vorteil

� Einfache Herstellung


 Verwendung

� MIC �integrierte Mikrowellenschaltungen �

� Vorz�uge dabei

� g�unstige Verwendung moderner Halbleiter


bauelemente

� Gewichtsreduzierung� Platzersparnis

� einfache Herstellung komplizierter Struktu


ren

� gute Reproduzierbarkeit
Abbildung ����� MIC Quelle����
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 Herstellung

� bei keramischen Tr�agermaterial ��r � ��� mit Dickschicht� oder D�unn�lmtechnik

� bei Kunststo�substrat ��r � �� mittels Photo�atztechnik

F�ur die Berechnung der Streifenleiter gibt es noch keine geschlossene feldtheoretische L�osung� Zur Dimensio


nierung benutzt man empirisch gefundene numerische L�osungsverfahren� Als Eingabeparameter brauchen diese

Formeln meistens die Geometrieparameter w�h�t� sowie �r

Beispiel f�ur solch einen Formelsatz �vereinfachte Ausf�uhrung��

Leitungswellenwiderstand eines Streifenleiters ZL �
ZL�p
�reff

mit

�reff �
�r � �

�
�

�r � �

�
q

� � �� � h
w

ZL� abh�angig von w
h �

w
h 
 � � ZL� � �� ! � ln

�
�h

w
�

w

	h

�

w
h 	 � � ZL� �
��� � � !

w
h � ��	�� ��		 � h

w �
�
�� h

w

��

Abbildung ����� Leitungswellenwiderstand Quelle����� S����
Abbildung ��	�� ereff Quelle���� K�


 Nachteile

� wesentlich h�ohere Verluste als Hohlleiter� geringere G�uten bei Leitungsbauelementen

� hohe Leistungen nicht �ubertragbar


 D�ampfungsbeitr�age

� dielektrische Verluste� also tan �

� Abstrahlungsverluste wegen o�ener Struktur

� ohmsche Verluste wegen Skine�ekt
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Abbildung ��	�� D�ampfung Streifenleiter Quelle����� S����

Abbildung ��	�� D�ampfungsabh�angigkeiten Quelle����� S����
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	�� Lichtwellenleiter 
LWL�

Art � Dielektrischer Wellenleiter

Grundprinzip � Wellenausbreitung durch Totalre�exion
Brechung an Grenz��achen zu optisch d�unneren Medien

Abbildung ��	�� Ableitung strahlenoptische Beschreibung des LWL

Totalre�exion �
sin�g
sin �

�
n�
n�

�g � arcsin

�
n�
n�

�

Wellenausbreitung f�ur � 	 �g � damit Einkoppelbedingung f�ur Stirn��ache festgelegt

sin �g
sin���� � �g�

�
n�
n�

sin �g �
n�
n�

cos�g �
n�
n�

s
��

�
n�
n�

��

�
�

n�

p
n�� � n��

sin �g � AN � numerische Apertur �g � Akzeptanzwinkel

Zahlenbeispiel f�ur realisierte Systeme �

n� � ����� n� � �����

�g � AN � �g �

Abbildung ��		� D�ampfung beim LWL Quelle��	� S���� Quelle���� S���

Tr�agt man die D�ampfung einer Lichtleitfaser �uber der Wellenl�ange auf� so ergeben sich optische Bereiche in

denen die D�ampfung minimal wird� Diese Bereiche nennt man auch optische Fenster� Sie liegen bei ca� ��� nm�

����� �m � ����� �m�

Die theoretischen D�ampfungswerte liegen bei ���� dB
km f�ur ���� nm und ���	 dB

km f�ur ���� nm�
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D�ampfungsfaktoren beim LWL

�� Streuung

a� Materialfehler �Blasen� Inhomogenit�aten� u�a�� sog�Mie � Streuung

b� amorphe Struktur �SiO�� � Rayleigh � Streuung� theoretische Grenze der D�ampfung � ���

�� Absorption

a� Eigenabsorption �intrinsische� UV � und IR � Absorption

b� Absorption durch Verunreinigungen

�� Biegeverluste

a� Microbending

kleine Faserbiegungen aufgrund Welligkeiten und Ober��achenst�orungen des �au�eren Mantels

b� Macrobending

Faserbiegung f�uhrt zur Modenkonversion

Dispersion

Dispersion ist Streuung der Signallaufzeit im LWL� das bedeutet� da� ein Impuls immer breiter wird� also

auseinander�ie�t �dispergiert��

Diese Impulsverbreiterung eines Rechteckimpulses kann man messen und in Bezug zur �uberbr�uckten L�ange

setzen�

D �
�trise � tfall�Ausgang � �trise � tfall�Eingang

� � �

h
ps
km

i
Um ein Ma� f�ur die Impulsfolgefrequenz zu erhalten� mit der man die Impulse �ubertragen kann� ohne da� sie

ineinander ver�ie�en de�niert man das Bandbreitel�angenprodukt�

B � � �
����

D
� GHz � km �

Abbildung ��	�� Dispersion Quelle���� S�	

F�ur gau�f�ormige Impulse ergibt sich eine e�ektive Impulsverbreiterung pro �uberbr�uckte L�ange�

D �

q
�Pulsbreite Ausgang�� � �Pulsbreite Eingang��

�

h
ps
km

i

Damit errechnet sich ein Bandbreitel�angenprodukt zu�

B � � �
��		

D
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Dispersionsfaktoren beim LWL

a� Materialdispersion

Brechzahl n ist Funktion der Wellenl�ange� damit ergeben sich unterschiedliche Phasengeschwindig


keiten bei verschiedenen Wellenl�angen� Die Gruppenbrechzahl ng � n � � � dn
d
 hat bei ��� �m ein

Minimum�

Nach DIN VDE ���� l�a�t sich die Materialdispersion berechnen zu

M��� �
�

c
�
�
d�n

d��

� h
ps

nm � km

i

Abbildung ��	�� Dispersionsfaktoren Quelle���� S��� Quelle���� S���

b� Wellenleiterdispersion

Abh�angigkeit der Laufzeit eines Modes von den Abmessungen des LWL und der Wellenl�ange �wie

beim Hohlleiter�

Twd � � �

	 � �� � n� � c � a� a � Radius LWL n� � Kernbrechzahl

c� Modendispersion

Durch Modenwandlung unterschiedliche Laufzeiten� nicht berechenbar�

Beim LWL gibt es im Gegensatz zu anderen Wellenleitern zwei begrenzende Faktoren f�ur die �Uber


tragungsbandbreite�


 D�ampfung


 Dispersion � B � � � ��� MHz � km ���� �� GHz � km�

LWL�Faserarten und Betriebsarten


 Stufenpro�lfaser f�ur Multimodebetrieb

Vorteil� gro�er Kerndurchmesser� damit leichtes Einkoppeln

Nachteil� viele Moden m�oglich� deshalb Modendispersion Hauptein�u�


 Gradientenpro�lfaser f�ur Multimodebetrieb

Vorteil� relativ gro�er Kerndurchmesser� leichtes Einkoppeln

Nachteil� immer noch Modendispersion� aber durch Gradientenpro�l ausgeglichenere Modenlaufzeiten�

deshalb besseres B � � als Stufenpro�l


 Stufenpro�lfaser f�ur Monomodebetrieb

Vorteil� keine Modendispersion

Nachteil� kleiner Kerndurchmesser ist problematisch beim Einkoppeln� Splei�en�
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Abbildung ��	�� D�ampfungsvergleich LWL mit elektrischen Leitern Quelle���� S����

Abbildung ��	�� D�ampfung und Dispersion Quelle����

Abbildung ��	�� Messungen mit LWL Quelle����
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Abbildung ����� Zusammenstellung zu Pro�len und Moden Quelle����
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�� Worin unterscheiden sich Emn� und Hmn�Wellen im Hohlleiter �

�� In einem Rechteckhohlleiter der Gr�o�e � cm x � cm soll eine H���Welle angeregt werden�

Ab welcher Frequenz ist dies m�oglich und welche anderen Moden k�onnen dann auch vorkommen�

�� Was versteht man unter Eindeutigkeitsbereich f�ur einen Hohlleiter und wie gro� ist dieser�

	� Berechnen Sie die max� Impulsspitzenleistung f�ur die Hohlleiter R� und R����� Geben Sie die Normbe


dingungen an�

�� Welche D�ampfung ergibt sich f�ur R�� R����� R�� und F�� bei der Mittenfrequenz der Hohlleiter�

Welchen Ein�u� h�atte eine Beschichtung mit Gold und wieviel Gold br�auchte man�

�� Kann in einem Hohlleiter ein Wellentyp unterhalb seiner Grenzfrequenz angeregt werden und kann in

einem Hohlleiter unterhalb seiner tiefsten Grenzfrequenz Energie �ubertragen werden�

�� Betrachtet wird ein Rechteckhohlleiter mit verschiedenen Seitenverh�altnissen� aber konstanter Seite

a � � cm� Wie gro� sind die Grenzfrequenzen der H��� H��� H��� wenn man verschiedene Seitenverh�alt


nisse von a
b � �� �� 	� �� � betrachtet�

Ist der Eindeutigkeitsbereich des Rechteckhohlleiters eine Funktion des Seitenverh�altnisses�

�� Dimensionieren Sie die L�uftungssch�achte f�ur eine EMV
Kabine so� da� bei einer Frequenz von ��� MHz

eine Schirmd�ampfung von �� dB erreicht wird�

�� Ein Hohlleiter R��� wird ab einer bestimmten Stelle mit Dielektrikum gef�ullt ��r � ����� und bei �� GHz

betrieben�

Berechnen Sie die Hohlleiterwellenl�ange f�ur die Betriebsfrequenz des Hohlleiters im luftgef�ullten und im

mit Dielektrikum gef�ullten Teil des Hohlleiters� au�erdem die Grenzfrequenzen der ersten � ausbreitungs


f�ahigen Moden f�ur jeden Bereich�

Wie gro� sind die Feldwellenwiderst�ande im jeweiligen Bereich f�ur Betriebsfrequenz des Hohlleiters�

Wie gro� ist der Re�exionsfaktor an der Trennschicht Luft zu Dielektrikum�

Bestimmen Sie Phasen
 und Gruppengeschwindigkeit f�ur beide Bereiche�

��� In einen Rechteckholleiter soll ein Schlitz eingefr�ast werden� durch den eine Sonde ins Hohlleiterinnere

eingebracht werden soll�

Wo ist das g�unstigerweise vorzunehmen und warum�

��� Wie werden in Hohlleitern spezielle Moden angeregt�

��� Was bedeutet ein �reff bei der Mikrostreifenleitung �

��� Was bedeutet das Bandbreitel�angenprodukt beim LWL �

�	� Das Koaxkabel RG
�� C
U ist bei f � ��� MHz mit einer D�ampfung von ���� dB
m spezi�ziert�

Wie gro� ist die D�ampfung bei f � ��� MHz und f � � GHz

��� Wie gro� ist der Re�exionsfaktor f�ur ein VSWR von �� �� �� �� �

Wie gro� ist jeweils die Re�exionsd�ampfung ar �return loss� �

��� Zeichnen Sie die charakteristischen Feldlinienbilder f�ur die H��� E��� E���Welle im Rechteckhohlleiter�

��� Berechnen Sie Mittenfrequenz� Eindeutigkeitsbereich und Betriebsfrequenzbereich f�ur R�� R��� R����

R����� F��� F��� �

��� Nennen Sie die Hauptein�u�faktoren der D�ampfung beim Koaxialkabel �

��� In welchem Bereich sind beim Streifenleiter ZL realisierbar �

��� Welche Arten von LWL unterscheidet man � �Vor
 und Nachteile ��
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��� Was ist beim LWL grundlegend anders� als bei den anderen Wellenleitern �

��� Die Gesamtdispersion einer Glasfaser ist angegeben mit ��� ns
km und die D�ampfung mit ��� dB

km � Geben Sie

die nutzbare Bandbreite und die �uberbr�uckbare Entfernung bei einer zul�assigen Gesamtd�ampfung von

	� dB an�

��� Von welchen Parametern sind die Gr�o�en ZL und �reff beim Streifenleiter abh�angig �

�	� Ein Hohleiter mit den Abmessungen ���� cm x ��� cm wird bei seiner Mittenfrequenz f � ��� � fc
betrieben� Skizzieren Sie quantitativ den Verlauf aller Feldst�arkekomponenten in Ausbreitungsrichtung

f�ur Breitseitehalbe und Breitseitezehntel� Skalieren Sie die Amplitudenachse jeweils auf das Maximum der

jeweiligen Feldst�arke� In Ausbreitungsrichtung gen�ugt eine Skalierung von � Wellenl�angen� Bestimmen

Sie den Eindeutigkeits� und Betriebsfrequenzbereich�

Abbildung ����� Quelle� ���
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Kapitel �

Wellentypwandler � Antennen

Aufgabe� Wandeln von Freiraumwelle in Leitungswelle und umgekehrt�

Empfangs

antenne

Empf�anger

Leitungswelle

ZL

Freiraumwelle

ZF�

Sende

antenne Sender

Leitungswelle

ZL

Freiraumwelle

ZF�

Passive Antennen sind reziprok� das bedeutet gleiches Verhalten im Sende� und Empfangsfall�

Beschreibung der Antennen mit einem allgemeinen Antennenersatzschaltbild

e

e�

�&

�

ZA

Antennenimpedanz

RV Verlustwiderstand

RS Strahlungswiderstand

jXA Antennenblindwiderstand

IA

abgestrahlte Leistung� Ps � �
� � I�a � Rs

Verlustleistung� Pv � �
� � I�a � Rv

Wirkungsgrad� � �
Ps

Ps � Pv
�

Rs

Rs � Rv
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��� Hertzscher Dipol 
 Elementardipol

Gedankenexperiment

a� � ungleichnamige Punktladungen im Abstand � erzeugen ein statisches elektrisches Feld� das in Kugel


koordinaten beschrieben werden kann zu

Er �
q � � � cos�

� � � � �� � r�

E� �
q � � � sin�

	 � � � �� � r�

Abbildung ���� el�Feldlinien bei el�Dipol Quelle���� S���

b� L�adt man die Ladungen um� so mu� l�angs des Weges � ein Strom I �ie�en� Ein stromdurch�ossener Leiter

erzeugt um sich ein Magnetfeld�

H� �
I � � � sin�

	 � � � r�

Abbildung ���� mag�Feldlinien bei el�Dipol Quelle���� S���

Abbildung ���� Wellenabloesung Quellen� ��� ���

Geschieht diese Umladung immer schneller� sind anschaulich ausgedr�uckt die Feldlinen zu tr�age und es kommt

zum Abschn�uren von Feldlinien und zur Abl�osung der Felder� und somit zur Ausbreitung des Feldzustandes als

elektromagnetische Welle�
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Unter den Voraussetzungen I � konstant l�angs � und � ��� � ergeben sich folgende Feldgleichungen des

Hertzschen Dipols �Elementardipol�

Er �
I � � � �

	 � �� � �� � c�
� �

r�
� cos�

h
sin��t� ��r


 � � ��r

 cos��t� ��r


 �
i

E� �
I � � � �

� � �� � �� � c�
� �

r�
� sin�

h
sin��t� ��r


 � � ��r

 cos��t� ��r


 �� ���r
 �
�

sin��t� ��r

 �

i

H� �
I � �

	 � �
� �

r�
� sin�

h
cos��t� ��r


 �� ��r

 sin��t� ��r


 �
i

F�ur die Diskussion dieser Gleichungen Fallunterscheidung�

��� Nahfeld r 

 �

Mit dieser Voraussetzung ergeben sich folgende vereinfachte Gleichungen�

Er �
I � � � �

	 � �� � �� � c�
� �

r�
� cos� � sin

�
�t � ��r




�

E� �
I � � � �

� � �� � �� � c�
� �

r�
� sin � � sin

�
�t � ��r




�

H� �
I � �

	 � �
� �

r�
� sin � � cos

�
�t � ��r




�
Abbildung ��	� Feldvektoren Nah


feld Quelle���� S���

Im Nahfeld sind die Hauptkomponenten von E und H um ��� phasenverschoben zueinander� damit ergibt sich

im Nahfeld der Antenne �uberwiegend ein Blindleistungsfeld�

��� Fernfeld r 		 �

Unter dieser Voraussetzung kann man in den urspr�unglichen Gleichungen alle Glieder mit ��r� und ��r�

vernachl�assigen und es ergeben sich folgende Feldkomponenten�

Er � �

E� � � I � �

� � �� � c� � �
� �

r
� sin� � sin

�
�t� ��r




�

H� � � I � �

� � �
� �

r
� sin� � sin

�
�t� ��r




�

Abbildung ���� Feldvektoren Fern


feld Quelle���� S���

E und H sind in Phase� damit ergibt sich f�ur S eine resultierende Richtung Sr� also Abstrahlung der Energie

radial nach au�en �Kugelwellen��
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��� Antennenkenngr�o�en

	���� Richtcharakteristik

Die Richtcharakteristik ist die Richtungsabh�angigkeit der von der Antenne erzeugten Feldst�arke nach Ampli


tude� Phase und Polarisation in einem konstanten Abstand r� In der Praxis beschr�ankt man sich meistens auf

das Fernfeld und die Amplitude E��� �� oder H��� �� �Empfangsfall U��� ��� bei einer bestimmten Polarisation�
�Ublicherweise wird auf die maximale Feldst�arke normiert�

C��� �� �
E��� ��

Emax
�
H��� ��

Hmax
�
U��� ��

Umax

Die Richtcharakteristik ist� weil abh�angig von � und � ein r�aumliches Gebilde� Deshalb tr�agt man die Ampli


tudenverh�altnisse in Richtdiagrammen auf� die Schnitte durch die Richtcharakteristik darstellen� Bezeichnet

werden diese Diagramme nach der Schnittebene Horizontal� bzw Vertikaldiagramme� oder besser nach den

Feldkomponenten in diesen Schnittebenen als E�Ebenen bzw H�Ebenendiagramme�

Beispiel� Hertzscher Dipol senkrecht zur Erdober��ache ausgerichtet

Im Fernfeld gilt f�ur die Amplitude H� � � I � �

� � �
� �

r
� sin �

maximale Amplitude H�max f�ur sin� � � also � � ���

In der Horizontalebene l�angs � ergibt sich keine Abh�angigkeit�

H�Ebenendiagramm

Abbildung ���� Horizontales Richtdiagramm Quelle���� S�		

In der Vertikalebene gilt H� � sin �

Es ergibt sich folgendes E�Ebenendiagramm bzw Vertikaldiagramm des vertikalen Dipols�

Abbildung ���� Vertikales Richtdiagramm Quelle���� S�		
Abbildung ���� Richtdiagramme Quelle����
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Folgende Begri�e sind im Zusammenhang mit Richtdiagrammen von Bedeutung�

Hauptstrahlrichtung Richtung f�ur Emax bzw Hmax�
�O�nungswinkel�

Halbwertsbreite�

�dB
Breite

Winkelbereich� in dem die Feldst�arke um nicht mehr als �dB gegen�uber der

Maximalfeldst�arke abgesunken ist�

Nebenkeulend�ampfung�

Nebenzipfeld�ampfung

Verh�altnis von Nebenkeulenmaximum zu Hauptkeulenmaximum in dB�

Nullstellen Winkel� bei denen die Feldst�arke Null ist�

Vor�R�uck�Verh�altnis

R�uckd�ampfung

Nebenkeulend�ampfung im Halbraum entgegengesetzt zur Hauptstrahlrichtung�

Abbildung ���� Darstellungsarten von Richtdiagrammen
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Abbildung ����� Darstellung von Richtdiagrammen Quelle����

	���� Strahlungswiderstand

Rechengr�o�e Rs � Ersatzwiderstand� der die abgestrahlte Wirkleistung verbrauchen w�urde�

Rs �
� � Ps
I�

f�ur den Elementardipol ergibt sich �

Ps �
Z
S �Kugelober��ache mit S �

�

�
�E 	H� �

�

�
� H� � ZF�

Ps �
�

�
� ����!

�Z
�

��Z
�

�
I � �

� � �
� �

r
� sin �

��
ds� ds� mit ds� � r sin �d� und ds� � rd�

Ps �
�

�
� ���� � I� � ��

	 � ��
�Z
�

��Z
�

sin� � d� d� �
�

�
� ����! � I� �



�

�

��

damit

Rs � ����! �


�

�

��

F�ur ein ��� � ����� ergibt sich ein Rs � ���� !

Dies bedeutet� da� der Elementardipol ein sehr schlechter Strahler ist� weil der Verlustwiderstand Rv auch

schon bei geringen Verlusten in die gleiche Gr�o�enordnung kommt�

Rv ist abh�angig von � Ober��achenwiderstand des Antennenleiters �Skine�ekt�

� Dielektrische Verluste in den Isolatoren

� Verluste durch Erdstr�ome �
 
��
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	���� Richtfaktor D �� Directivity


D �
maximale Strahlungsdichte

mittlere Strahlungsdichte
�

Smax

Smittel

HD � Smax �
�

�
� H� � ZF� �

�

�
� ����!



I � �

� � �

��
� �

r�
�

���

r�
�


I � �

�

��

Smittel �
Ps

Kugelober��ache
�

	���

	�r�
�


I � �

�

��
�

���

r�
�


I � �

�

��

D �
��

��
� ���

�anschaulich � maximaler Strahlungsgewinn bezogen auf den Kugelstrahler�

	���� E�ektive �wirksame
 L�ange

Bei der Herleitung der Gleichungen f�ur den HD wurde konstante Stromverteilung �uber der L�ange � voraus


gesetzt� Bei realen Antennen ist die Stromverteilung auf dem Antennenstab eine Funktion des Ortes� Um die

abgeleiteten Formeln� aber n�aherungsweise weiterhin anwenden zu k�onnen� rechnet man die reale Stromverteil


ung l�angs der realen L�ange � um� in eine konstante Stromverteilung� l�angs einer e�ektiven L�ange �eff �

z�B� kurzer Dipol

� leff

Im Empfangsfall ist �eff der Proportionalit�atsfaktor zwischen Antennenklemmenspannung und Empfangs


feldst�arke�

U� � �eff � E

�man spricht auch von Strombelag
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	���� E�ektive �wirksame
 Fl�ache

Proportionalit�atsfaktor zwischen Strahlungsdichte und aufgenommenener Leistung bzw maximal entnehmbarer

Empfangsleistung �auch Absorptions��ache�

Aeff �
Pe
S

�
P

S

Empfangs
Ersatzschaltbild

�	

�

e

e

�

�&

RS

RSU� � E � leff

Pe �
�

�
� U

�

R
�

�

�
�


U�
�

��
� �

Rs
�

�

�
� E

� � ��eff
	

� �

Rs

Pe � S � Aeff �
�

�
� E�

ZF�
� Aeff

Aeff �
ZF�

	 �Rs
� ��eff

Abbildung ����� Wirksame Fl�ache Quelle����
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	���� Antennengewinn G � � Gain


Es gibt verschiedene De�nitionen und Bezugsgr�o�en� im allgemeinen Angabe in dB�

�� G � Strahlungsdichte in Hauptstrahlrichtung
Strahlungsdichte Kugelstrahler

� D � wenn verlustlos�

�� G � Smax Versuchsantenne
Smax Bezugsantenne

Bezugsantennen � � Kugelstrahler �rein hypothetisch� aber gesch�onte Zahlenwerte�

� Elementardipol �zu Kugelstrahler D � ���� also g � ���� dBi�

� Halbwellendipol �zu Kugelstrahler D � ���	� also g � ���� dBi�

�� G � � � D

EIRP �aquivalente isotrope Strahlungsleistung �Bezug isotroper Kugelstrahler �

� Equivalent Isotropic Radiated Power �

EIRP � P� �Gi

ERP e�ektive Strahlungsleistung �Bezug verlustloser Halbwellendipol�

�E�ective Radiated Power�

ERP � P� �Gd

mit P� � Eingangsleistung der Antenne

im allgemeinen gilt

g � �� � log G � dB �

gebr�auchlich sind�

dBi� also Bezugsantenne isotroper Strahler� oder

dBd� also Bezugsantenne Halbwellendipol
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Abbildung ����� Antennenkenngr�o�en nach Quelle����
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��� Dipolantennen

Beim theoretisch behandelten HD war die Strahlerl�ange �� �� Bei realen Antennen sind die Abmessungen � in

der Gr�o�enordnung der Wellenl�ange� N�aherungsweise kann man sich solche Antennen als auseinandergebogene

Leitungen vorstellen�

Bei einer leerlaufenden Leitung entstehen stehende Wellen l�angs der Leitung� Betrachtet man den Eingangs


widerstand einer solchen verlustlosen Leitung� so ergibt sich gem�a� Leitungstheorie

X � �jZL � cotan

�
���L
�

�

�

�

�L



�



�

�L



�



�

�

�e

e

e

e
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Um maximale Leistung �ubertragen zu k�onnen ist ein reeller Eingangswiderstand w�unschenswert� Dies ist bei

Vielfachen von ��	�Leitungsl�angen der Fall� den Resonanzstellen der Leitung� Man spricht deshalb auch von

Resonanzantennen�

�

�

�

�



�



�

�

�



�

Halbwellendipol RS � �� ! �theoretisch�

ZA �

RAz �� �
�� � ������ � ln����� Cia ������j

XAz �� �
Sib ����

Vor�� d 

 � und sinusf�ormiger Strombelag

aIntegralcosinus Ci �x� � �
�R
x

cosx

x
dx � e� ln x� x�

����
� x�

����
� x�

����

bIntegralsinus Si �x� �
xR
�

sin x

x
dx � x� x

�

����
� x

�

����
� x

�

����

�

�

�

�



�



�

�

�

�
Ganzwellendipol RS � ��� ! �theoretisch�

Bei praktischen Antennen ist der Eingangswiderstand eine Funktion des Schlankheitsgrads s � �
d

�� � L�ange des Dipols� d � Durchmesser der Dipolst�abe��

Allgemein gilt� je dicker der Strahler� um so k�urzer die St�abe� um die Halbwellenresonanz zu erreichen�

Berechnete Antenneneingangsimpedanz ZA � RA � jXA f�ur zylindrische mittengespeiste Dipolantennen als

Funktion des Schlankheitsgrades s� ZM ist der �mittlere Wellenwiderstand� der Antenne�

Abbildung ����� Antennenimpedanz in Abh�angigkeit Schlankheitsgrad Quelle����� S���
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Abbildung ���	� Antennenimpedanz f�ur dicke Antenne Quelle�����

Richtcharakteristiken vertikaler Dipole �E
Ebenen Diagramme��

Halbwellendipol � C��� �� �

����cos ���� � cos��

sin �

���� �O�nungswinkel ���

Ganzwellendipol � C��� �� �

����cos �� � cos�� � �

� � sin �

���� �O�nungswinkel 	��

Abbildung ����� Richtcharakteristik HD� Halbwellendipol�Ganzwellendipol
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��� Dipolgruppen

Zur Erzielung einer bestimmten Richtcharakteristik schaltet man oft Antennen zu Antennsystemen zusammen�

meistens benutzt man hierf�ur Dipole�

Je nach r�aumlicher Anordnung der Dipolelemente unterscheidet man

Dipolreihe� Dipolzeile

Dipolspalte

Dipol��ache

Kreisgruppe �Funknavigation�

Die Bestimmung der Richtcharakteristik eines solchen Antennensystems erleichert das

Multiplikative Gesetz

Gesamtcharakteristik � Einzelstrahlercharakteristik � Gruppencharakteristik

Bestimmung der Gruppencharakteristik am Beispiel zweier vertikaler Dipole als Dipolzeile�

Annahme � Str�ome in beiden Dipolen gleich gro� und gleichphasig

Im Fernfeld gilt f�ur HD � E � E� � � I � �

� � �� � c� � �
� �

r
� sin� � sin

�
�t � � � � � r

�

�

oder vereinfacht E � K� � �

r
� C��� �� � ej�t � e�j

��r
�
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Die Gesamtfeldst�arke f�ur einen fernen Aufpunkt P ergibt sich als Addition der einzelnen Feldst�arken der

einzelnen Dipole�

Eg � E� � E�

F�ur einen fernen Aufpunkt P ergibt sich ein Wegunterschied #r � a � cos� � sin��

Die Amplitudenunterschiede aufgrund des Wegunterschieds #r sind f�ur gro�e r vernachl�assigbar�

Abbildung ����� Phasenlage der einzelnen Bezugspunkte bei � Dipolen

F�ur die Phasenunterschiede gilt aber #� � � � #r � ��

 � #r � Bezieht man r auf den Mittelpunkt der

Dipolanordnung� gilt f�ur die jeweiligen Radien r� � r � �r
� und r� � r � �r

� � mit #r � a � cos� � sin �

damit ergibt sich Eg � E� � E� � K� � �

r � �r
�

� C��� �� � ej�t � e�j
��
�

r		r

�
�

� K� � �

r � �r
�

� C��� �� � ej�t � e�j
��
�

r�	r

�
�

Normiert auf die Maximalamplitude f�ur einen konstanten Abstand r ergibt sich

Cg��� �� � C��� ��
h
e�j

��
�

r	�r��� � e�j

��
�

r��r���

i
Cg��� �� � C��� ��

h
e�j

�
�
�r � e	j

�
�
�r
i

Cg��� �� � C��� ��



� � cos

�
�

�
� a � cos� � sin �

��
� �z �

Gruppencharakteristik

Die Gesamtcharakteristik ist abh�angig vom Abstand a der beiden Dipole�
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Abbildung ����� Horizontal
 und Vertikaldiagramme f�ur unterschiedliche Abst�ande a �Vielfache von 

� � zweier

vertikaler Dipole

Speist man die Dipole um #� phasenverschoben � so ergibt sich f�ur #� � � � #r � #� �

Als Gesamtcharakteristik ergibt sich dann

Cg��� �� � C��� �� �


� � cos

�
�

�
� a � cos� � sin� �

#�

�

��

Dipol��achen
Antennensyteme mit steuerbaren Phasenunterschieden der einzelnen Antennen nennt man

phased�array�Antennen� Man erreicht dadurch eine elektronische� also verzugsfreie Schwenkung der Richt


charakteristik� Meistens werden diese Dipol��achen zus�atzlich mit unterschiedlichen Amplituden belegt�
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Abbildung ����� Horizontal
 und Vertikaldiagramme f�ur unterschiedliche Phasenverschiebungen �Vielfache von

	��� und Abst�ande a � a � 

� und a � 


� � zweier vertikaler Dipole

a� a� a�

Beispiel� 	 Dipole

Es erg�abe sich folgende Gesamtcharakteristik� bei gleicher Phasen und Amplitudenbelegung�

Cg��� �� � C��� ��



� � cos

�
�

�
� a� � cos� � sin �

��
�


� � cos

�
�

�
� �a� � a�� � cos� � sin�

��
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��� Yagiantenne� logarithmisch periodische Antenne

Abbildung ����� Richtdigramme horizontaler Halbwellendipol �uber idealer Erde Quelle����� S���

Versuche ergaben� da� sich die Richtcharakteristik einer Antenne durch den Abstand zur Erdober��ache �leitende

Ebene� ver�anderte� Berechenbar sind diese Richtcharakteristiken� wenn man im gleichen Abstand hinter der

leitenden Ebene eine gleichartige Antenne mit ���� Phasenverschiebung annimmt�
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Durch Versuche ergab sich� da� auch durch St�abe in der N�ahe eines strahlenden Elements �Dipol� die Richt


charakteristik beein�ussbar ist�

Der Stab nimmt Leistung des Dipols auf und strahlt diese wieder in den Raum ab� Aufgrund der zeitlichen

und r�aumlichen Verschiebung zur urspr�unglich vom gespeisten Dipol ausgehenden Leistung ergibt sich eine

Phasenverschiebung� und demzufolge eine �Anderung der Richtcharakteristik� Diesen Vorgang nennt man Strah


lungskopplung�

Experimentell hat man folgende g�unstige Gr�o�en 
 und Anordnungsverh�altnisse gefunden�

Abbildung ����� Geometrieabh�angigkeiten Quelle����� S��	��



c�� Felder und Wellen WS ���	
�� ��� Oktober ���	 Seite ���

Die St�abe� die gr�o�er als das strahlende Element sind� bezeichnet man als Re�ektoren� die St�abe die kleiner als

das strahlende Element sind� als Direktoren�

Die Kombination aus beiden f�uhrt zu den Yagi��Uda��Antennen� Beschrieben wurden diese Antennen erst


mals ���� von dem Japaner S�UDA� sp�ater ������ wurde diese Antennenform von H�Yagi auch in Englisch

beschrieben�

Durch die Strahlungskopplung verringert sich der Eingangswiderstand des strahlenden Dipols� der meistens ein

Halbwellendipol ist� Deshalb wird ein Faltdipol benutzt� der theoretisch den 	
fachen RS des Halbwellendipols

besitzt� aber durch die Umgebungsein��usse einen Eingangswiderstand von �� � � ���! aufweist�

Abbildung ����� Faltdipol Quelle����

Die Yagi�Antenne ist aufgrund des Aufbaus eine relativ schmalbandige Antenne�

Speist man alle Elemente einer yagi��ahnlichen Anordnung� dann ist jeweils der resonante Strahler die Haupt


strahlungsquelle� Diese breitbandige Antenne nennt man aufgrund der Gr�o�enverh�altnisse der einzelnen Strahler


abst�ande� deren Logarithmus eine arithmetische Folge bildet� Logarithmisch periodische Antenne�

Abbildung ����� logarithmisch periodische Antenne Quelle���� S��	�
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�� Was bedeuten die Begri�e Richtcharakteristik� Richtfaktor und Richtdiagramm �

�� Berechnen Sie den Strahlungswiderstand und die Wirk��ache eines Elementardipols � � ���� und eines

Halbwellendipols unter der Annahme

a� jeweils gleichm�a�iger Strombelegung und

b� f�ur ein �eff � ��� beim Elementardipol und �eff � ��� beim Halbwellendipol�

�� Welchen Ein�u� hat die H�ohe �uber Grund auf Antenneneigenschaften �

	� Welche Ein��usse hat die Dicke der St�abe beim Halbwellendipol �

�� Wie gro� ist die relative Amplituden�anderung beim vertikalen Hertzschen Dipol f�ur eine

Elevations
Winkel�anderung von �� bei � � ���� � � 	��� � � ���

�� Zeichnen Sie Horizontal
 und Vertikaldiagramm eines horizontalen Elementardipols� Welches Diagramm

entspricht dem H�Ebenendiagramm� welches dem E�Ebenendiagramm �

�� Wie gro� ist der �O�nungswinkel beim Hertzschen Dipol �

�� Wann ist der Eingangswiderstand einer Dipolantenne kapazitiv �

�� Ein horizontaler Hertzscher Dipol erzeugt in einem Abstand von � km und ��� zur Hauptstrahlrichtung

eine elektrische Feldst�arkeamplitude von �� �V�m �

Wie gro� ist an diesem Ort die magnetische Feldst�arkekomponente und die Strahlungsdichte �

Welche Werte ergeben sich f�ur diese � Gr�o�en in Hauptstrahlrichtung �

Welche Unterschiede erg�aben sich bei Verwendung eines Halbwellendipol in Hauptstrahlrichtung bei

gleicher Feldst�arke ��� zur Hauptstrahlrichtung �

Berechnen Sie die entsprechenden Gr�o�en �

��� Welche Phasendrehung macht eine � mm lange Leitung bei f ���� MHz� � GHz� �� GHz�

��� Aus einem Prospekt entnehmen Sie f�ur zwei Antennen folgende Gr�o�en�

a� Antenne A � Gain �	�� dB� Directivity ��

b� Antenne B � Gewinn ���� dB �bezogen auf Halbwellendipol�

Welche Antenne ist besser �

��� Auf einem Antennendrehstand wurde folgende Feldverteilung f�ur eine Sendeantenne gemessen

�	
V

m
� sin���� �� � cos

�

�
� sin���

Skizzieren Sie das horizontale und vertikale Richtdiagramm�

Wie gro� w�are jeweils die Feldst�arke in einem Winkel von 	�� zur Hauptstrahlrichtung�

Bestimmen Sie jeweils Halbwertsbreite und R�uckd�ampfung der Antenne�
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