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= Reprdsentation und Approximation in
Vektorrdumen
= Approximationsproblem im Hilbert Raum
= Orthogonalitdtsprinzip
= Minimierung mit Gradientenverfahren

= Least Squares Filterung,
= lineare Regression, parametrische Schdtzung,
Tteratives LS Problem
= Signaltransformation und verallgemeinerte
Fourierreihe
= Beispiele fiir orthogonale Funktionen, Wavelets

= Mehrraten Systeme
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Motivation

H
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= Der Erfolg der modernen Nachrichtentechnik
besteht darin, Informationen unter optimaler
Ausnutzung der vorhandenen begrenzten
Bandbreiten und in gestorter Umgebung ohne
wesentliche Verluste zu libertragen.

= Dieser Erfolg beruht vor allem auf einer
erfolgreichen Quellenkodierung, die es erlaubt
nicht benstigte Redundanz aus den Signalen zu
nehmen, um damit die zu ibertragene Datenrate
gering zu halten.

= Damit verbunden ist eine Approximation der
Signale.
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Approximation im Hilbertraum

= Problemstellung: Sei (S,|].||) ein linearer,
genormter Vektorraum und T={p;,p,,.. ,gm} eine
Teilmenge von linear unabhdngigen Vektoren aus S
und V=span(T). Gegeben ein Vektor x aus S, finde
die Koeffizienten c,, derart, dass

X=Cp +C P, +.+CpP_

» x durch diese Linearkombination bestmaglich
angendhert wird, also der Fehler e

e=x-X

= minimal wird.
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Approximation im Hilbertraum

= Um e zu minimieren, ist es vorteilhaft eine Norm
einzufiihren.

=« Wiirde man die l;-oder | ,,-Norm einfiihren, so wdre
das Problem mathematisch sehr schwierig zu I6sen.

= Nutzt man jedoch die induzierte I,-Norm, so
erhdlt man typischerweise quadratische
Gleichungen, die durch Ableitung l6sbar sind.

= Wir werden spdter noch iterative LS Verfahren
vorstellen, die auch Lésungen in anderen Normen

zulassen.
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Approximation im Hilbertraum

= Beachte, dass wenn x in V liegt der Fehler
natirlich Null werden kann.

= Liegt aber x nicht in V, so ist es nur maglich einen
maglichst kleinen Wert fiir ||e||, zu finden.

= Anwendung: Sei X ein zu iibertragendes Signal.
Durch die Vektoren in T wird eine approximative
Losung bestimmt mit sehr kleinem Fehler ||e]],.
Am Empfadnger ist T bekannt. Somit miissen nur m
Koeffizienten c,, iibertragen werden. Ist die
Anzahl m der Koeffizienten wesentlich geringer
als die Anzahl der Abtastwerte in x, so erhdlt man
eine erhebliche Datenreduktion.
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Approximation im Hilbertraum

= Um das Problem und seine Losung méglichst anschaulich zu
gestalten, betrachten wir zundchst nur einen Vektor T={p,}.

= Somit gilt: x= cip;+e.
= Zu minimieren ist:

- - 2 -
minfef; = min, |x—c,p,[| =min, (x-c.p,f (¢-c.p,)

T L e A S R Y

1

=-p;x-X"p,+2¢,p;p, =0
_ XTgl _ <X'El>
C=—7_-= 2
Rp
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Approximation im Hilbertraum

= Beachte, dass dieses Problem auch durch
Ableiten nach einem Vektor erreicht
werden kann:

minfe]? = min, |x—c,p || =min, (xc.p,f (¢-c.p,)

2 x-cp,J lx-c.p,)=-pl(x-cp,)-(x-c.p ) p,
1

=-p,X-X p,+2¢,p, p, =0
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Approximation im Hilbertraum

= Die Vorgehensweise ldsst sich anschaulich
geometrisch interpretieren:

X

> >
>

C1P1
= Es hat den Anschein, als ob der Fehler e
und p, senkrecht aufeinander stehen.
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Approximation im Hilbertraum

= Genauere Analyse zeigt: (x5 r
ke

:5T91_<X‘E1> =0
» Inder Tat ist der Koeffizient so gewdhlt, dass
der Fehler e senkrecht auf p, steht.
= Beachte auch:

ee=e'(x—c,p, =€ x—cep =€ x

INSTITUT FUR
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Approximation im Hilbertraum

= Um die Vorgehensweise fiir mehrere Vektoren zu zeigen,
miissen wir systematisch vorgehen. Wir wollen x durch die
Linearkombination

X=Cp,+C P, +.+CyuP_

= approximieren, so dass die Norm des Fehlers minimal wird,

also
T
T 0
Ot =] Ze|ere’ Le=0:k=12..m
aCk aCk 8Ck
Hr_/
—Py
fA ‘VI\INAS(ISRL:ZDEESNTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Approximation im Hilbertraum

= Somit erhalten wir also m Gleichungen, die wir in
einer Matrixform zusammenfassen konnen:

(pop) (P,p) = (p,p,) q] (xp,)

(op) (B2} {ewBr) ||| {e,)

(0o0) (0,8,) = (n,.0,) e

= Die Losung dieses Gleichungssystems wird (lineare)
Least-Square Losung genannt.
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Approximation im Hilbertraum

—_—
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= Ob solch ein Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat,
hdangt entscheidend von der Beschaffenheit der Matrix R ab.

= Definition 3.1: Eine durch innere Vektorprodukte p; i=1,2..m
aus T gebildete m x m Matrix R heift Grammian der Menge T.

(eop) (pop) - (p,p,)
re|(2op) (pop)  (p,2))
= Esgilt: R, =<E,-’Bi> (eop,) (pp,) = (p,B,)
R" =R
= Zur eindeutigen Losung muss R positiv-definit sein.
= Definition 3.2: Eine Matrix heift positiv-definit, wenn fiir
beliebige Vektoren g ungleich Null gilt:

H
q Rg>0
INSTITUT FUR — - Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Approximation im Hilbertraum

= Satz 3.1: Die Grammian Matrix R ist positiv
semidefinit. Sie ist dann und nur dann positiv-
definit, wenn die Vektoren p;,p,.....p,, linear
unabhdngig sind.

= Beweis: Sei g=[q,,9...-.9,] ein beliebiger Vektor:

q"Ra=330aR, =3 >a0,(p,p,)

i=1 j=1

m m m m
=32 (ap0p)=(2ap, Dap,
i=1 j=1 j=1 i=1
n 2
= Zqi Ei 20
i=1 2
— INSTITUT FUR .
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Approximation im Hilbertraum

H
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= Ist R nicht positiv-definit, so muss es einen
Vektor g geben (ungleich dem Nullvektor) fiir den

gilt: 4"Rq=0

= Also auch: ) )
2P| =0

N

>ap,=0

= Was ja bedeutet, dass die Vektoren p;,p,,....pm
linear abhdngig sind.

Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Approximation im Hilbertraum

= Beachte, dass diese Methode durch die
Matrixinversion der Grammian Matrix einen
erheblichen Rechenaufwand erfordert.

= Dies kann man dadurch erheblich reduzieren, wenn
man die Vektoren p;,p,,....p,, orthonormal wahl+.

= In diesem Falle wird die Grammian zur
Einheitsmatrix.

= Wir werden uns daher im wesentlichen auf die
Suche nach orthonormalen Basen begeben.
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Orthogonalitatsprinzip

= Satz 3.2: Sei (S,|].|]) ein linearer genormter
Vektorraum und T={p;,p,.....p} €ine Teilmenge von

linear unabhdngigen Vektoren aus S und V=span(T).

Gegeben sei ein Vektor x aus S. Die Koeffizienten
Cp., die durch die Linearkombination

R=0,p,+C, P, +.+Co P,

den Fehler e in Form der induzierten |,-Norm
minimieren, verursachen, dass der Fehlervektor e

Orthogonalitatsprinzip

= Beweis: zu zeigen (durch Substitution)

<§’Ej>:0
=<x—Zm)cipi,p,.> — p-Rc=0
i=1

furalle j —

= Beachte: dadurch, dass e auf jedem Vektor
p; orthogonal steht, muss e auch auch dem
Schdtzwert orthogonal stehen:

orthogonal zu allen Vektoren in T liegt. (e,%)=0
@\ _[CHTi R . Ui oot brang 7N\ " Ui oot brang
Orthogonalitdtsprinzip Gradientenverfahren

= Beispiel 3.1: Ein nichtlineares System f(x) werde
harmonisch angeregt. Welche Amplituden haben die
Oberschwingungen?

= Eine Mdglichkeit besteht darin, das nichtlineare System in
Form von Polynomen anzugeben (exakt oder approximiert).
Bei hohem Polynomgrad kann dies sehr aufwendig zu
berechnen sein.

= Eine andere Maglichkeit besteht darin, das Ausgangssignal
als gegeben anzunehmen:

f (sin(x)) = a, + &, sin(x) +a, sin(2x) +...+ b, cos(x) +b, cos(2x) +...
e(x)= f(sin(x))—(a0 +a, Sin(x) +a, sin(2x) +...+b, cos(x) + b, cos(2x)+...)

= Da die Funktionen eine orthogonale Basis bilden, lassen sich
die Ergebnisse leicht berechnen.

— INSTITUT FUR .
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= Liegen die Vektoren p;,p,,....p,, hicht als
orthonormale (orthogonale) Menge vor, so kann die
Matrixinversion beschwerlich sein.

= Eine Abhilfe konnen iterative Verfahren nach dem
Gradientenprinzip (Verfahren des starksten
Abstiegs, engl.: steepest descent method) sein.
= Hierbei l16st man nach ¢ stiickweise:
¢, =¢, +u(p-Re,)

= Statt einer Matrixinversion wird also mehrfach
eine Matrixmultiplikation angewendet.
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i@mdi entenverfahren

= Der Wahl der Schrittweite u kommt
hierbei grofle Bedeutung zu.

= Ist u zu klein, so miissen viele Iterationen
durchgefiihrt werden, um die Losung zu finden.

= Ist u zu groB, so konvergiert das Verfahren
nicht.
= Genaueres erfdhrt man in
= Vorlesung stochastische Signalverarbeitung
= Vorlesung adaptive Filterverfahren
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iLeas’r Squares Filterung

= Schreiben wir das bisherige Problem in Matrix-
Form durch Verwendung einer Matrix

A=[P1.p2,- P
X=Ac
{
{
A" Ac = A" x
c=(A"AJ" A" x = Bx

X—Ac, A) =0; Orthogonalitat zu jedem P,
x—Ac, A)= (A", x—Ac) = A" x— A"Ac =0
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i Least Squares Filterung

= Definition 3.3: Die Matrix B=(AHA)1AH heift
Pseudoinverse von A.

= Beachte, dass ¢ aus einer linearen Transformation
B der Beobachtung x gewonnen wird.

= Ebenso erhdlt man den Schdtzwert aus einer
linearen Transformation der Beobachtung x:

" 1
%=Ac=AA"A] A" x
= Die Matrix P,=A(AHA)'AH heilt Projektionsmatrix
und verdient ndhere Betrachtung.
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i Least Squares Filterung

= Sei S ein linearer Vektorraum, der sich aus den
zwei disjunkten (engl. disjoint) Teilrdumen W und
V zusammensetzt: S=W+V. Damit ldsst sich ein
Vektor x aus S eindeutig zusammensetzen aus
einem Vektor w aus W und einem Vektor v aus V.

= Wenn doch diese Zusammensetzung eindeutig ist,
dann misste doch auch w und v aus x wieder
gewonnen werden konnen.

= Der Operator P, der x auf v= P, x abbildet, heifit
Projektionsoperator, oder kurz: Projektion.

— INSTITUT FUR )
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iLeasT Squares Filterung

= Definition 3.4: Eine lineare Abbildung eines
linearen Vektorraums auf sich selbst heift
Projektion, wenn gilt: P=P2, Solch ein Operator
wird auch idempotent genannt.

= Offensichtlich handelt es sich bei P,=A(AHA)1AH
um eine Projektionsmatrix.

= Lemma 3.1: Wenn P eine Projektionsmatrix ist,
dann ist I-P auch eine Projektionsmatrix.

= Beweis: (I-P)2=I-2P+P2=I-P

— INSTITUT FUR Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Least Squares Filterung

= Damit gilt fiir den LS Fehler e:
§=>_<—A9=>_<—A(AH A)ﬁlAHg

_(1 - A(ara) Ak

= Auch der Fehler geht somit durch lineare
Transformation (Projektion) aus der Beobachtung
X hervor.
= Dader LS Fehler e und der Schdatzwert von x
senkrecht aufeinander stehen, gilt:
N B O B

— INSTITUT FUR )
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i Least Squares Filterung

= Anwendungen:
= Data/Curve Fitting
= Parameter Schatzung
= Filter Design

— INSTITUT FUR .
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Least Squares Filterung

= Data/Curve fitting

= Gegeben seien Beobachtungsdaten in Form von
Wertepaaren (x;,y;). Eine bestimmte
Kurvenform die den Zusammenhang zwischen x
und y Daten beschriebt, wird vermutet. Man
mochte diese optimal an die gegebenen Daten
anpassen.

= Beispiel 3.2: Polynomanpassung
gegeben sei eine Funktion f(x); diese soll durch
ein Polynom der Ordnung m maglichst gut im
Intervall [a,b] angepasst werden. Hierzu wird
eine quadratische Kostenfunktion gewahlt:

— INSTITUT FUR .
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Least Squares Filterung

= Also }j"(f(x)—co—clx—...—Cm_lxm—l)ZdX

a

min{

Co:CpresCmg

Least Squares Filterung

= Normiert man das Intervall auf den Bereich [0,1],
so erhdlt man die so genannte Hilbert Matrix:

= Aufgrund des Orthogonalitdtsprinzips wissen wir, 12 .
m
dass 11 1
{P(x), P()) = (f (x), p(x)) 23 m+l
W @x . ) T (f.0) L R
(1) (x) o | | (1) Lo e
: RPN I o die fiir wachsende Ordnung m dafiir bekannt ist,
() o () o] (107 dass sie schlecht konditioniert ist und somit
(0 I schwierig zu invertieren ist.
X', X >:Jx X =—
" i+j+1
= :\ANASTILTRLFIE"}JSNTE HNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing. = II\ANASTILTRLfTIE'LFJENTE HNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
4 !HOEHFRCEQUENZTCECHNIE 29 " I\r;\%r‘ku; Rur;i) 4 !HOEHFRCEQUENZTCECHNI: 30 " I\r;\(zlr‘ku; Rur;i:)
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Least Squares Filterung

= Aus diesem Grunde verwendet man im allgemeinen keine
Approximation mit (einfachen) Polynomen.

= Bei kleinen Werten von m ist dieser Effekt jedoch nicht so
dramatisch.

= Beispiel 3.3: Die Funktion e* sei zu approximieren.
Die Taylorreihenentwicklung ergibt: ex =1+x+x2/2+..
Entwicklung mit LS dagegen liefert: 1.013+0.8511x+0.8392 x2

Machte man, dass der grofte Fehler minimal ist, so geniigt
es nicht die L,-Norm zu minimieren, sondern in dem Fall ist
die L,,-Norm erforderlich:

b 1/p
- . m-1\P
min, . . lim p%('[(f (X)=Cy —CX—...—C, ;X 1) dx]
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iLeasT Squares Filterung

= Beispiel 3.4: Lineare Regression

= Die wohl bekannteste Anwendung des LS Verfahrens ist die
lineare Regression. Hierbei wird versucht eine Gerade so
zwischen Messpunkte zu legen, dass der Abstand zwischen
Gerade und Messpunkte (quadratisch) minimal wird.

y“ax‘-rh

Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iLeas’r Squares Filterung

= Ansatz: y=ax;+b

A ax,+b| |e X 1 e

ax,+b| |e X, 1fa| |e

T R Y R R g Rl PR R
——

Y, ax,+b| |e, X, 1] ¢ |e,

y A €

g Som{f ergibt sich die LS Losung zu:
—1
c=(A"AJ A"y

—_ INSTITUT FUR
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Least Squares Filterung

= Natirlich gibt es nicht nur lineare Abhdngigkeiten.

Je nach Ansatz, spricht man von einer
quadratischen, kubischen... Regression.

= Treten Messwerte mit verschiedener Genauigkeit
auf, so bietet es sich an diese entsprechend ihres
Vertrauenswertes zu gewichten. Dies wird durch
eine Gewichtungsmatrix W erreicht:

1
c=(A"WAJ A"W y
= Hierbei ist zu beachten, dass W positiv definit

sein muss. Fiir indefinite Matrizen siehe Vorlesung
adaptive Filter.

— INSTITUT FUR )
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i Least Squares Filterung

= Am Einfachsten ldsst sich ein AR Prozess
schatzen:

Xy =X+ X o+t ap X p VY,

= Fiir den stochastischen Hintergrund, siehe
hierzu auch die Vorlesung ..Stochastische
Signalverarbeitung”

— INSTITUT FUR .
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iLeasT Squares Filterung

= Fasst man M Beobachtungen in je einem

Vektor zusammen, so kann man schreiben:
Xy = X4+, X, ot ap X p tV,

=Xy Xy areen X pla+V,
= Xp@+y,

= Ein Schdtzwert fiir a kann aus der Beobachtung
von x, durch Minimierung des Schdtzfehlers

erfolgen X, aH

— INSTITUT FUR )
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iLeas’r Squares Filterung

= Man erhdlt:
X;klk - X:kXP,kQZQ

1
:[x:kxp,kT X X
%/_/ %/_/
~Rg =Ix
» Riickfiihrung auf ein Least-Squares Problem

= Interpretation der Matrix XH;, X, als
Schdtzwert der AKF Matrix und des Vektors XM i
X i als Schdtzwert des Autokorrelationsvektors in
den Yule-Walker Gleichungen.

— INSTITUT FUR )
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Least Squares Filterung

= Betrachte ein unterbestimmtes Gleichungssystem,

in dem mehr Parameter zu schdtzen sind als
Beobachtungen vorliegen.

= Beispiel 3.5 [1 ) 3}H=[4}

1
+t[1;
1

= Dadurch, dass das Gleichungssystem
unterbestimmt ist, gibt es unendlich viele
Losungen.

— INSTITUT FUR )
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=

2
3

X= teR

i Least Squares Filterung

= Von allen Losungen ist diejenige am
interessantesten, welche die geringste Norm
aufweist.
min|x| ;mit Nebenbedingung: Ax=b
= Wir nehmen wieder an, dass ein Schadtzer fir x
aus einer Linearkombination der Beobachtungen
hervorgeht, also

= Afc= AZ= AA"c=b=c=(AA"
= A"(AA" J'b

X
X

— INSTITUT FUR )
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iLeasT Squares Filterung

= Beachte, dass AH(AAH) ! auch eine Pseudoinverse
zu A darstellt, denn A x AH(AAH)1=T,

= Interessanterweise liefert diese Pseudoinverse
immer die Losung mit minimaler Norm. Das liegt
daran, dass alle anderen Losungen zusatzlich
Komponenten haben, die nicht durch
Linearkombinationen von AH darstellbar sind (also
nicht im Spaltenraum von AH liegen).

= Beispiel 3.6: Betrachte das voq_lge Beispiel. Die
Minimum Norm Losung lautet x '=[-1,0,1] und nicht,
wie vielleicht vermutet [1,2,3]l.

Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Least Squares Filterung
R
O

also Iieg{ 0 ] im Zeilenraumvon A;| 1 |nicht

1

— INSTITUT FUR
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i Iteratives LS Problem

= Bisher haben wir uns nur mit quadratischen
Formen (L, und |,-Normen) befasst. Die Frage
stellt sich, ob auch andere Normen berechenbar
sind, also:
min,[[x— Ac|, = min x— Ac| = min; 3 |x —(Ac)/"
i=1

= min, 3", ~(Ac) " ’x ~(Ag)
=

= Das Problem wird also als quavém‘risches Problem
mit Gewichtungsmatrix formuliert.

— INSTITUT FUR
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i Iteratives LS Problem

= Algorithmus:
o _ (AH A)—lAH X
fur k=1..
e(k) =X— Ac(k)

) _ i )|P2 |4 k) P2 ()]P2
W _dlag(|e1| ,|e2| ,...,|em|

(k+1) (A W(k)A)—lA W(k)

— INSTITUT FUR
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Iteratives LS Problem

= Beispiel 3.7 Filterentwurf
Ein linear-phasiges FIR Filter der Ldange 2N+1 ist
so zu entwerfen, dass der Amplitudengang
|H (e?)| eines vorgegebenen Filters maglichst
genau erreicht wird. Beachte, dass fiir linear-
phasige FIR Filter gilt h(k)=h(2N+1-k) und somit

H(e™)=e "H,(e*)= ef"NQZN:bn cos(nQ) = b’ ¢(Q)
n=0

= Wiirde nur ein quadratisches Abstandsmal gewdhlt

werden, . » -
minHr(em)J H,(e’Q)—‘Hd(e‘Q]‘ dQ
0
— INSTITUT FUR .
‘ Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iI’rem‘rives LS Problem

= so wird der Amplitudengang nur maBig genau
erreicht.

= Bei einer groBeren Norm wird er um so besser
erreicht, also p->00 (engl.: equiripple design).

lim__,,, minHr(ep)ﬂHr(ejQ)—‘Hd(e"QMde
0

— INSTITUT FUR
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Signaltransformation

= Im folgenden werden wir uns mit der Frage
beschdftigen, welche Basisfunktionen besonders
geeignet zur Approximation sind.

= Wir haben bisher gesehen, dass einfache Polynome
zu schlecht konditionierten Problemstellungen
fihren.

= Auch haben wir gesehen, dass orthogonale Mengen
besonders interessant sind, da dann die Inverse
der Grammian Matrix besonders einfach wird.

= Wir werden uns daher auf die Suche nach
geeigneten Basisfunktionen mit orthogonalen
(orthonormalen) Eigenschaften machen.

— INSTITUT FUR )
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i Signaltransformation

= Wir approximieren im LS Sinn (L,- Norm)
fiir orthonormale Funktionen p,(t):

%0 =2cp0)

~[XOF - 3 (x(0), B, )’

i=1

SOBATNG

~heof - S 20

= Bessel'sche Ungleichung

— INSTITUT FUR )
r ‘NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iSignal’rmnsfor'ma’rion

= Betrachtet man die Folge mit Grenzwert:

(0= 6p 0

RO =%.0=Ycp )

i=1
= Da der Schatzwert eine Cauchy Folge darstellt und der
Hilbertraum abgeschlossen ist, konnen wir folgern, dass der
Grenzwert auch im Hilbert Raum liegt.
= Allerdings kann nicht mit jeder orthonormalen Menge eine
beliebige (glatte) Funktion Punkt fir Punkt nachgebildet

werden.
— INSTITUT FUR .
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Signaltransformation

= Wir beschrdnken uns auf Approximationen in der
L, Norm.

= Auch dann kann man nicht jede Funktion
nachbilden.

= Beispiel 3.8: Die Menge {sin(nt)} n=1,2,...00 bildet
eine orthonormale Menge. Die Funktion cos(t) kann
nicht approximiert werden, da alle Koeffizienten
verschwinden:

2z
C, = .[cos(t)sin(nt)dt =0
0

— INSTITUT FUR )
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Signaltransformation

= Wir benétigen also eine bestimmte Eigenschaft der
orthonormalen Menge, um sicherzustellen, dass diese auch
eine beliebige Funktion approximieren kann.

= Satz 3.3: Eine Menge orthonormaler Funktionen kann dann
eine beliebige Funktion x(t) im Hilbertraum nachbilden, wenn
eine der folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

X =3 (X0 p.O)P.O

<g; furalle n>N,N <

X()— 3 (x(t), b, )P, (V)

i=1

x@ = S(x(). p, (t))*; Parselvalsche Gleichung
i=1
Es gibt keine von Null verschiedene Funktion f (t) € S, fir die

dieVereinigungsmenge{f (),p, (1), p,(t),..-} eine orthonormale Menge bildet.

— INSTITUT FUR .
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Signaltransformation

= Man beachte hierbei den Unterschied zu endlich
dimensionalen Mengen. Bei endlich dimensionalen
Mengen geniigt es zu zeigen, dass die Funktionen p;
linear unabhdngig sind.

= Genligt eine unendlich dimensionale Mengen den
Eigenschaften in Satz 3.3, so ist die
Reprdsentation von x durch die unendliche Menge
der Koeffizienten c; dquivalent.

= Man nennt diese auch verallgemeinerte Fourier

Reihe.
— INSTITUT FUR )
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Signaltransformation

= Lemma 3.2: Zwei Funktionen x(t) und y(t) aus S
seien durch die selbe orthonormale Menge p; durch
die Koeffizienten c; und b; approximiert. Dann gilt:

(xy)=2ch,
i=1
= Beweis: - 2
x(t) = Zci pi(t); y(t)= Zbi pi(t)
(x(t), y(t)) <Zc P (t), Zb P (t)>
= icibi;
i-1
= :\lr\fTSRLleE?gNTE HNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Orthogonale Funktionen

= Orthogonale Funktionen erfiillen die Bedingung,
dass ihr inneres Vektorprodukt auf einem
interessierenden Intervall [a,b] verschwindet:

< p’ q>w =0
= [w(t) p)a(t)dt

= Hierbei wird oftmals eine positive
Gewichtsfunktion w(t)>0 verwendet.

— INSTITUT FUR ;
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Orthogonale Funktionen

= Bekannteste Beispiele fiir orthonormale Mengen
sind:
= Beispiel 3.9: Fourier Reihe w 1.
f)=" c,——e™
0= 205"
1 (er —jnt
n:ﬁjo f (t)e ™dt
= Bei periodischen Funktionen f(+)=f(t++mT) wdhlt man:

C

- 1 %
ft)=)> c,—e T
(t) 20 oy

¢, =——| fe " at
" T2x %

— INSTITUT FUR )
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Orthogonale Funktionen

= Bekannteste Beispiele fiir orthonormale Mengen
sind:
= Beispiel 3.10: Diskrete Fourier Transformation (DFT)

Eine Funktion x(k) ist nur an N diskreten Punkten
k=0,1,..N-1 bekannt. 1wz
X(k) — 7zclej2/tkl/N

\/7 zx(k)eJanllN
= Man beachte, dass bei beiden Transformationen hdufig

nicht orthonormale, sondern nur orthogonale Mengen
verwendet werden.

— INSTITUT FUR :
r ‘NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iOr‘rhogonale Funktionen

= Beachte, dass die orthogonalen Funktionen in
diesem Fall durch Trigonometrische Funktionen
el™/T gebildet werden. Die Gewichtsfunktion ist
hierbei w(t)=1.

= Esgilt:

2r .
- [ememdt = 0 wn=m
2 1 :n=m

1 N-1
7zej27mt/Te—j2mm/T _

0 ;jn—m/modN =0
Nn:O

1 ;sonst

— INSTITUT FUR )
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iOr‘rhogonale Funktionen

= Beispiel 3.11: Orthogonale Polynome

= Wir hatten bereits erkannt, dass .einfache"
Polynome zu schlechter Kondition fiihren und
zudem nicht orthogonal sind. Dennoch ist es
moglich auch mit Polynomen Familien mit
orthogonalen Eigenschaften aufzubauen.

= Lemma 3.3: Orthogonale Polynome geniigen
folgender Rekursionsgleichung:

tPa(1)=a,Ppa(t)+ bppn(t)* cpn(t)

— INSTITUT FUR ;
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i Orthogonale Funktionen

= Beweis: Sei g,(t)=tp,(1)-a,p,.1(t) vom Grad n. Dann
muss gelten:

0,0=2dp®: d=(g,0. p,0)
Fir i=n und i=n+1 erhdlt man:

dn :bn :<gn’ pn>’ dnfl :Cn :<gn’ pnfl>

Fir i<n-1 sind die Koeffizienten Null, denn
gn(T):Tpn(T)-anpml(T): bnpn(T)"'Cnpn-l(T)

INSTITUT FUR .
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i Orthogonale Funktionen

= Beispiel 3.12: Hermite Polynome:
yo(1)=d"/dt" (exp(-12/2))=p,(1)exp(-12/2)

= 1py(1)=-Pr.a(T)-npy4(1)

- Po(T)=1 pi(t)=-1, po(1)=12-1, p5(t)=-13-1

[e. 00 (t>(—”2)dt -
s

w(t)

— INSTITUT FUR :
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* Orthogonale Funktionen

= Beispiel 3.13: Ebenso existieren zeitdiskrete
Binomiale Hermite Folgen:

m X.,q(K)=-x.1(k-1)+x.(k)-x.(k-1); x.(-1)=0
X(-)=0 ;0<r<N

i0-[y

= Z-Transformation ergibt:
X(2)=(z-1)/(z+1) X...1(2)=[(z-1)/(z+1)]r Xo(2)
X (2)=@-z1) " @Q+zH)N"

— INSTITUT FUR
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* Orthogonale Funktionen

N
Diskrete Hermite - Polynome: x, (k) =( K ]Pr (k)

. . N 2N (k—=N/2)?
Beachte, dass fiir grosse N gilt : ~ exp| —
g g [k) INz/2 p( N/2

Esgilt: P.(k)=P,(r)
N
Orthogonalitat besteht bzgl. [ K ]

ZP(k)P(k)( J (2,\’:] s

S

— INSTITUT FUR
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iOrThogonale Funktionen

= Binomiale Filterbank

Xo(k) Xy(k) Xa(K)
f’-‘: :\INAS(IDI-(TRLEI-FFLFJENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iOr‘Thogonale Funktionen

= Beispiel 3.14: Legendre Polynome (w(t)=1)

tpn (t) - pn+1( ) pn—l(t)

Po (t) :1’ pl(t) = t,
p,(t)=3/2t°-1/2; p,(t)=5/2t>-3/2t

— INSTITUT FUR
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*ﬁOr’rhogonale Funktionen

= Beispiel 3.15: Tschebyscheff Polynome

0 n=m

1
1

.[ P p,()dt=< 7 n=m=0
2

71@ 7l/2 n=m=0

w(t)

tpn (t) = 05 pn+1 (t) + 05 pn—l (t)
Po () =1 py(t) =t; p,(t) = 2t° —1; p, (1) = 4> -3t
p, (t) = cos(narccos(t) )

— INSTITUT FUR ;
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1

0.8 0.3

0.6 0.6
04r 0.4
02r 0.2+

ok
02r 0.2
O4r 0.4
06 0.6

08 08

_1 1 1 1 _1 1
-1 0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1
___lLegendre Tschebyscheff
r ‘ NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iOr’rhogonale Funktionen

= Beispiel 3.16: Betrachte

p, (t) =sinc(2Bt —n)

. sin(zx
sinc(x) = (™)
T . 1 :n=m
2B jsmc(ZBt —n)sinc(2Bt —m)dt =
e 0 ;n#m
- :\INASTF:TRLF}S'[FJENTE HNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Orthogonale Funktionen

» Fir bandbegrenzte Funktionen f(t),

so dass F(») =0 fiir |w|>27B, finden sich die
Koeffizienten zu:

¢, ~ LOPO) o)

T (pa(t) P (D))
f(t)= 3 f(n/2B)sinc(2Bt-n)

N=—w

= Abtastung kann also als Approximation im
Hilbertraum gedeutet werden.

— INSTITUT FUR :
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iWavele‘rs

= Betrachte wieder Funktion

Verschiebung

\

P, (t)=27"24(27 1t -k
= Es liegt also eine zweidimensionale Transformation

vor, mit Verdnderlichen bzgl. Verschiebung
(position, engl.: location) und Streckung

(6ranularitat, engl.: scale).

— INSTITUT FUR Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iWavele‘rs

= Beachte, dass wenn ¢(t) normiert ist, also
[1o(+)I1=1, dann gilt auch [|p(t)|]=1.

= Man wdhlt nun die Funktion ¢(t) derart, dass fiir
alle Verschiebungen n ein orthonormaler Raum
aufgespannt wird:

V, =span{g(t—n),neZ}

Die verschobenen Funktionen bilden also eine
orthonormale Basis fiir V,,.

— INSTITUT FUR )
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i Wavelets

= Beispiel 3.17: Betrachte den Einheitsimpuls

g(t) =u(t)—u(t-1)
V,={gt-n),nez}
= Mit dieser Funktion kénnen also alle Funktionen
f(t), die im Raster ganzzahliger Zahlen stiickweise
stetig sind exakt dargestellt werden, bzw. konnen
glatte Funktionen mit der Granularitdt
ganzzahliger Zahlenraster approximiert werden.

= Man schreibt:
fo(t) = Z( f(t).d, (t)>¢o,n (t) = f(t)—ey(t)

— INSTITUT FUR )
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i Wavelets

= Man kann die so erhaltenen Koeffizienten

ct =(f (1), ¢, (1))
= Auch als stiickweise Fldachen der Funktion f(t)
interpretieren.

n/ >

— INSTITUT FUR .
r NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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i Wavelets

= Interessanterweise kann man nun die Streckung
dazu verwenden, Basen fiir andere Raume zu
bilden.

V_, =span {«/E¢(2t —n),ne Z}
V, :span{2‘1’2¢(2“'t—n), ne Z}

= Weisen diese Rdume eine Verschachtelung auf:
WV, cV, eV, V..

i Wavelets

= Beispiel 3.18: Betrachte den Einheitsimpuls
#(2t) = u(2t) —u(2t - 2)
V, = {ﬁ¢(2t—n),n c z}
= Mit dieser Funktion konnen also alle Funktionen
f(t), die im Raster 2n gerader, ganzzahliger Zahlen
stiickweise stetig sind exakt dargestellt werden,

bzw. kdnnen glatte Funktionen mit der Granularitdt
2n ganzzahliger Zahlenraster approximiert

= So sagt man, dass ¢(t) eine Skalierungsfunktion werden.
fiir Wavelets ist.
0= (f0).1,1))0.,0) = fO) e, (1)
o= :\ANASTILTRLIITIE"}JSNTE HNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing. = -&T’:TRLT.E?SNTE HNIK N;‘ Univ.-Prof. Dr.-Ing.
4 !HOSHFRCEQUENZTCECHNIE 73 " I\?\Zr‘ku; Rur;)% 4 LHOEHFRCEQUENZTCECHNI: 74 " l\?\%rku; Rul';%
Wavelets

= Die Funktion f_(1) stellt also eine noch grobere
Approximation von fy(t) in V, dar. Da aber V,eine
Teilmenge von V_; darstellt, gilt:

f—l )= z Cr(171)¢—1,n (t)
= z Cr(10)¢0,n (t)+e (1)
= z Cr(10)¢0,n )+ z drEO)WO,n ®
= Mit einer geeigneten Basis \yno,n(f) aus Wy mit

WOUVO =V_1

— INSTITUT FUR )
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i Wavelets

= Hierbei werden die Funktionen y; (1) Wavelets
genannt.

= Man kann also zu einer jeden Granularitatsstufe
eine Funktion in zwei Anteile y und ¢ zerlegen.

= Grob gesprochen entspricht der eine Anteil einem
Hochpass und der anderem einem Tiefpass Anteil.

= Durch weitere Verfeinerung der Granularitat kann
die Funktion immer besser approximiert werden.

= Die dabei benétigte Anzahl von Koeffizienten ist
stark von der Wavelet- oder Skalierungsfunktion

abhdngig.
— INSTITUT FUR .
r ‘NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
HOCHFREQUENZTECHNIK 76 Markus Rupp




* Mehrraten Systeme

= Die Vorgehensweise bei den Wavelets konnte man
auch durch folgende dyadische (oktavische)
Baumstruktur beschreiben:

—
— - - -

= Dadurch, dass aber die Tief und Hochpdsse die
Bandbreiten teilen, kann auch mit geringerer
Datenrate weitergearbeitet werden.

_— INSTITUT FUR )
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* Mehrraten Systeme

= Also:

— [
— - — -

= Durch diese Vorgehensweise kann schrittweise in
jeder Stufe Komplexitdt eingespart werden,ohne
dass dies in der Signalqualitdt eine Auswirkung
hat.

— INSTITUT FUR )
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iMehrr‘a’ren Systeme

= Wir sind also zundchst einmal grundsdtzlich an der
Funktionsweise eines Dezimators interessiert:

u(n) - x(n) l y(n)

mit fg mit fs/M

X (n) = {X(n) N=0£M £2M...
0 ;sonst
y(n) =x'(nM) = x(nM)
=X S0 1) =500 S 1270k

—_ INSTITUT FUR .
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Mehrraten Systeme
. aso  X0)= x(n)ﬁ“gexp[ 2 nkj

X' (exp(jQ)) = ﬁ Z X(exp( j(Q—fkaD]
Y (exp(j€)) = X' (exp(j©2/M))

S 2o
= Das Signal y(n) ist also ein Replika von x(n) aber
um den Faktor M in der Frequenz gestreckt.

= Ragte das Spektrum von x(n) von [-r,r] so ragt das
Spektrum von y(n) von [-Mr ,Mr].

— INSTITUT FUR :
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iMehr'r'a’ren Systeme

= Betrachten wir nun noch die umgekehrte
Operation: Interpolation

———f)— g —
o x(n) Y (n)
mit fq mit Mf
y(n) = {X(”(/)M) n= O’.iM A2M,...
;sonst

0

Y(exp(j) = Y x(n/M)exp(~ jon)

n=—o

= 3 x(K)exp(- kM )= X (exp(JOM))

K=o

— INSTITUT FUR )
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Re-Sampling

Beachte, dass die Interpolationsgleichung

f(ty= YTt (nT)sinc(? (t- nT)j
ein ,Re-sampling” erlaubt:

F(mT)= S Tf (nT)sinc(%(mTl _ nT)j

— INSTITUT FUR ;
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i Re-Sampling

= Beispiel 3.19: Sei T,=2T (Dezimator):

f2mT)= 3°Tf (nT)sinc(frr @mT —nT)J = 3 Tf (nT)sinc(z(2m—n))

_[f(2mT) ;n=2m
1 o0 :sonst

= Damit liegt ein zeit-variantes System
vor!

— INSTITUT FUR )
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i Re-Sampling

= Beispiel 3.20: Sei T;=T/2 (Interpolator):

f(mT/2) = in (nT)sinc(%(mT /2- nT)j = in (nT)sinc(%(m - 2n)j

f(mT/2)=f(nT) ;m=2n
= ZTf(nT)sinc[%(Zk—2n+1)j m=2k+1

n=-o

0 ;sonst
= Offensichtlich liegt auch hier ein zeit-
variantes System vor!

- INSTITUT FUR ;
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Mehrraten Systeme

= Es gelten folgende Aquivalenzen (Noble

Identities):

Mehrraten Systeme

= Damit ldsst sich eine Polyphasen-Darstellung eines
Systems beschreiben:

MN-1 N-1M-1
H(z)= > h(K)z*=>"> h(k+ pM)z ("
- M-1 N-1
=>77| D h(k+pM)z ™
k=0 p=0
,- ,. > - . =>17 h.(pM)z"
- k=0 p=0
M-1
=>7"H, (z"" )
k=0 v
- INSTITUT FUR Uni .-P f D .—I ) - INSTITUT FUR Uni .-P f D .-I )
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= Allerdings ldsst sich wieder Komplexitdt einsparen: = Mdchte man also gleich alle Bdander H,(z) der Filterbank
X(2) ;- UQ(Z) beschreiben, so gilt:
» M-1
Hr(z) = ZZikHr,k(ZM)
k=0
:- > Die Ausgangssignale U (z) ergeben sich dann aus dem
Eingangssignal X(z):
:- > Uy(2) Hoo (") Hou(z") .. Ho,Ma(ZM) 1
U1:(Z) _ HloEZM) Hn(:ZM) H1.M-:1(ZM) Z;l X (2)
’. > Una(@)] [Huao(@) Hyw@) o Hyoua @20
= Man erhdlt ein periodisches Filter! ,
- INSTITUT FUR Un. .-P f D .—In ) - INSTITUT FUR Un. ‘-P f D .-In )
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Mehrraten Systeme

= Man beachte, dass in dieser Darstellung die Spalten der
Matrix eine Basis darstellen.
HOO(ZM) HOl(ZM) HD,M—l(ZM)
Ho@@")  Hu(@") o Hya(@")

HM—l.O(ZM) HM—l,l(ZM) HM—l,M—l(ZM)

= Hierbei konnen die Elemente eines Bandpassbereiches
orthogonal zu allen anderen Bandpassbereichen sein, die
Elemente eine Phase isn orthogonal zu denen der anderen
Phasen.

= Ebenso kdnnen die in Bandpasslage transformierten
Signale in ihrer Polyphasendarstellung eine Basis

darstellen.
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Mehrraten Systeme

= Beispiel 3.21: GleichmdBige (engl.: uniform)
Filterbank

M-1
H,(2)=>F, (zM )z”’; Prototyp — Tiefpass
p=0

H,(2) = H,(zexp(- j2zm/ M)

M-1
=y Fp{z“" exp(— j2zm/M )" Jz‘pexp(jZﬂmp/M)

p=0 1 w P
M-1 M
=) F, (z )z"’W o
p=0
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Mehrraten System

= Damit kann man alle Tiefpdsse aus einem Prototyp
Tiefpass formen:

M-1
Ho(2)= Y F, (2" ) ow
p=0

Hoz) ] [t 1 1 1 R (")
Hy2) | |1 Wt w™ g (V)

Hya(@)] [1 W™D w0 | g mnp (o)
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Mehrratensystem

= Somit erhdlt man eine Polyphasen Filterbank
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Mehr'r'a’rensys’reme

Beachte, dass solche Filterbdnke zwar das Aliasing
im Nachbarband kompensieren, aber nicht dariber
hinaus. Sie werden daher auch oft ,Nahezu
Perfekte Rekonstruktionsfilterbdnke" genannt
(NPR).

= Inverschiedenen Anwendungen geniigt es nicht
das Signal zu zerlegen (analysieren), sondern man
mochte es auch wieder zusammenfiihren
(synthetisieren).

= In diesem Fall ist neben der bisher besprochenen
Analyse-Filterbank auch eine Synthese Filterbank

erforderlich. Beide sind voneinander abhdngig.
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Mehrratensysteme

= Beispiel 3.22: Synthesefilterbank
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Mehrratensysteme

= Fiir die Synthesefilterbank gilt:

M-1
Gr (Z) = ZGr,M—l—I (ZM )Z_(M_H)
1=0

Das Ausgangssignal Y(z) ergibt sich dann aus den
EingangssignalenU (z):
GO.M—l(ZM) Go.Mfz(ZM) Go.o(ZM) M
G,y 1(Z") G, LEM) .. G,E™) [z™2
Y(2)=[Uy(2).U,@).. U, (2] M - e :

GM—l,M—l(ZM) GM—I,M—Z(ZM) GM—LO(ZM) 1
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Mehrratensysteme

= Da es sich bei den meisten (dyadischen, bindren)
Mehrratensystemen um Datenratendnderungen um den
Faktor 2k handelt, wollen wir diesen nidher betrachten:

H(z)=h,+hz"+h,z? +...
=h0+h22’2+...+z’1[hl+h32’2+...]
=H,(z) + z' H,(Z)

Ho(2%) == [H(Z)+H( 2)]

Hy(z%) =2 [H(z) H(-2)]
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* Mehrratensysteme

= Hinter Hy(z) und Hy(z) kann man eine Dezimierung um den
Faktor 2 ausfiihren. Dadurch verdndert sich die
urspriingliche Relation:

Ho(@) =5 [H @)+ H(-2)
H(2) =2 [H@-H(-2)]

= ZU: 1
Ho(@) =5 [H(E@") + H (2]

M@ =1 @) - H (2]

— INSTITUT FUR
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$I Mehrratensysteme

= Betrachte folgende Anordnung einer zweikanaligen
Filterbank:

x(n) w,(n) vo(n) f.(n)
= m«o
I - w;(n) . Vl(nz. fi(n) yi(n)

— INSTITUT FUR
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i Mehrratensysteme

= Wir finden folgende Relationen:
W, (z) =H,(z2)X(2);i=12
Vi(2)= %BN, (2¥2)+w, (- 22 )i =12
F(2)=V(z?)i=12
Y.(2) =G, (2)F (2);i=12

= Dies ldsst sich kombinieren zu:

()= G @[H, ()X )+ Hy (DX ()} =12
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* Mehrratensysteme

= Damit finden wir fiir das Ausgangssignal der
zweikanaligen Filterbank:
X(@)=Y,(2)+Y,(2)
=T(2)X(2)+S(2)X (-2)

T(@) = [Hy(2)6(2) + H,(2)G,(2)]

5(2) =5 [Ho (-6, (2) + M, (-2)G,(2)]

= Fiir perfekte Rekonstruktion (PR) muss gelten:

S(2)=0; T(z)=cz"
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Mehrratensysteme

= Das gibt uns schon eine erste Bedingung:
Gy (2)H,(-2) ==G,(2)H,(-2)
= Allerdings erlaut uns diese Bedingung viele
Freiheitsgrade. Wdhlen wir beispielsweise N
stufige FIR Filter:
Go(z) = _Hl(_z); Gl(z) = Ho(_z)
Hy(2) =2 " PH (-2 )

= Man erhdlt eine Konjugierte Quadratur-
Filterbank (CQF= conjugate quadrature filter

bank)
INSTITUT FUR .
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Mehrratensysteme

= Dann folgt fiir T(z):
T(z)=%z’(N’1)[Ho(z)Ho(z’1)+ HO(—z)HO(—z’l)]

N-1
man kann zeigen, dass : Z hy (k)hy (k +2n) = 5(n)
k=0

fiir normierte Impulsantworten :El\ho(k)\2 =1
= Wahlt man hingegen: _
Go(2) =H,(-2); Gy(z) =—H,(-2)
Hi(2) =2 " PHy(-2)

= So erhdlt man eine Quadratur Spiegel Filterbank
(QMF= quadrature mirror filter bank).
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i/\/\ehr‘r‘a’rensys’reme

= Solche Filterbdnke lassen sich allgemein durch
folgende Anordnung beschreiben:
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iMehr'r'a’rensys’reme

= Was ja dquivalent zu folgender Struktur ist:
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Mehrratensysteme

= Wir erkennen damit die Bedingung fiir eine Filterbank
mit perfekter Rekonstruktion (PR) in
Matrixschreibweise:

G(z)H(2)=z"I

= Beispiel 3.23: Seien die linear-phasigen Analysefilter
Ho(z) und Hy(z) gegeben. Finde die zugeharigen linear-
phasigen Synthesefilter Gy(z) und G,(z).

Ho(z):—1+12’1+§z’2+12’3—12"‘
8 4 4 4" 8

1 5 1__
H,(2) =51 1+EZ 2
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iMehr‘m’rensys’reme

12l — Iy
— 1My expie)

L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35
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Mehrratensysteme

= Die Analysefilter werden in ihre Polyphasenkomponenten

zerlegt:
Ho(z)=—1+12’1+§z’2+12’3—lz’4
8 4 4 8
:H00(22)+271H01(22)
1 3 1 1 1
Ho(@=->+>2"-22% Hyu(@)=-+>z"
w(2) 32 8 u(2) R
1 1
H(z)==-z"+Z27
1(2) > >
= H10(22)+ ZilHn(Zz)
1 1 .
H,0(2) :E"‘EZ = Huy(z)=-1
— INSTITUT FUR Univ‘—Pr‘of‘ Dr‘.'In .
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i Mehrratensysteme

= Damit ergibt sich als Forderung fiir eine PR Filterbank:

_E+§Z’1_Ez’2 14_12’1
{Goo(z) Go1(z)} 8 4 8 4 4 -,
Gy(2) Gu(2) 14_12*1 -1
= Mit D=1 erhdlt man:
1 L + L 7
{Goo(z) Go1(z)} _ 4 4
GlO(Z) Gll(z) 1_{_12’1 }_ﬁz’l_{_éz’z
2 2 8 4 8
{A ‘:\ANAS(I}I%TRLEDE}FJENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Mehrratensysteme

= Also lauten die Synthesefilter:

1 L + 1 z*
|:Goo(z) G01(Z):| _ 4 4
GlO(Z) Gll(z) 1.}.12’1 l_gz’l_kiz’z
2 2 8 4 8

G,(2) =G, (2°) + 727Gy (2) = %+ z? +% 72

11 3 1

1

G,(2) =G, (2°) + 727Gy, (2) = §+Zz‘1 -=7 *2 73+

4
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* Mehrratensysteme

— IBy(expiic)l
8 16, (exp()l ]

L I L L I
o 0s 1 15 2 25
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iN\ehr‘r‘a’ren Systeme

= Zurick zur Wavelettransformation:

;
!

®-

—>

Yo(n
= Damit gilt: o) Yi(n)
Yo(n) Yi(n)
b :\INAST:;:TS?ENTE HNIK UND
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?

Y3(n)

Ya(n)

Y3(n)

Ya(n)
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iMehr‘r‘a’ren Systeme

= Also:

x(n) 1 g
—Hl@-e-

= Damit gilt: Yo(n) Yi(n)

Yo(2)=H_(2)X(2)

Y,(2)=H, (@H ()X (2)
Y,(2)=Hy (@)H, (2)H (z)X (2)
Y:(2)=Hy, ()H, (2)H, ()X (2)
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