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Lernziele

Lineare Operatoren

= Lineare Transformationen, Funktionale
= Null- und andere Rdume

= Orthog. Unterrdume, Matrix Rang

= Projektionen, Projektionssatz

= Faktorisierung

= Eigenwertzerlegung

= Filterberechnung basierend auf Eigenfilter
= Unterraumtechniken:

= PHD MUSICESPRIT

= SVD

= Konditionszahl
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Resumee: Vektorrdume

= Definition 2.11: Ein linearer Vektorraum S iiber einer
Menge von Skalaren T (C,R,Q,ZN,B) ist eine Ansammlung von
Vektoren zusammen mit einer additiven und multiplikativen
Operation, die folgende Eigenschaften erfiillen:
= 1) S formt eine Gruppe bzgl. der Addition
= 2) Firjedesa,beTundx,yinSgilt:
axeS,a(bx)=(ab)x, (a+hb)x=ax+bx
a(x+y)=ax-+ay

= 3) Bzgl. der Multiplikation existiert ein Eins- und ein
Nullelement:

Ix=X%; 0x=0
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i Resumee: Gruppen

= Definition 2.8 (Gruppe): Eine Menge S, fiir die eine
bindre Operation = (Operation bzgl. zweier Elemente
von S) definiert ist, heit Gruppe, wenn gilt:
= 1) Fiir jedes a,b in S gilt: (axb) in S
= 2)es existiert ein Identitdtselement e in S, so dass fiir jedes
Element a in S gilt: exa=axe=a.

= 3) Fiir jedes Element a in S existiert ein inverses Element b in
S, so dass: axb=bxa=e.

= 4) Die bindre Operation « ist assoziativ, d.h.: (axb)xc=ax(bxc)
. Dle Gruppe wird mit (S, x) bezeichnet.

= Gilt weiterhin fir jedes Paar a,b aus S, dass axb=bxa
(kommutativitdt), so heift die Gruppe kommutativ oder

Abelsch.
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* Resumee: Ringe

= Definition 2.9 (Ring): Eine Menge S, fiir die zwei
bindre Operationen + und definiert sind, heifit
Ring, wenn folgendes gilt:
= (S,+) ist eine Abelsche Gruppe
= Die Operation x ist assoziativ.
= Es gilt Distributivitdt bzgl. +: a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc.
= Ein Ring wird mit (S,+, x) bezeichnet.
= Beachte: fiir « muss es kein Identitdts oder
inverses Element geben.
= Existiert zusdtzlich das inverse Element zu =, dann
spricht man von einem Korper.

Resumee: Korper
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Li Itdat

iLinear‘i’rdT

= Definition 4.1: Eine Transformation A:X->Y in
denen X und Y Vektorrdume sind, die iiber einem
Ring R definiert sind, heilt linear, wenn fiir jedes
Xq,X, aus X und Faktoren o4,a,, aus R gilt:

] Aoy XprapXp)=oA(Xy) +aA(X,)

= Beispiele fiir lineare Operatoren sind Matrizen,
Abtastung, Ableitungen und Faltungsintegrale
(Funktionale)
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= Beispiele fiir lineare Operatoren sind:

= Beispiel 4.1 Eine komplex-wertige Zahl z aus C werde in
einen Vektor x aus R? abgebildeft:

Az = x =[real(z),imag(z)]"

= Beispiel 4.2 Eine Quadrupel {s;,s,,53,5,} aus C werde in
eine 4x4 Matrix aus C abgebildet:
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Linearitdt

= Beispiele fiir lineare Operatoren sind:
= Beispiel 4.3 Eine kontinuierliche Funktion g(t) aus C[0,1]
werde zu festen Zeitpunkten O<ty<ty<...<t <1 abgetastet:
Ag(*):[g('fl)l 9(1.2)11 g(Tn)]
= Beispiel 4.4: Funktionen, die eine Menge X auf reelle
Zahlen abbildet, heifen Funktionale. Sind diese linear, so
heiBen sie lineare Funktionale:

f,(%) :Tl]x(t)dt

f,(0) = _T x(t)g(r —t)dt

f,(x) = j X(t) exp(— jeot)dt
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Beschrdnkte Operatoren

= Wir hatten bereits Vektornormen eingefihrt und
gezeigt, dass diese als induzierte Normen ebenso
fiir Matrizen verwendet werden kénnen:

'y A{n | }

"A"p :"A”p,ind psz " " Supxzo

= Definition 4.2: Ist die Norm eines Operators
endlich, so heift der Operator beschrdnkt (engl.:
bounded).

=SUpyy, —1||AX"
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Beschrdnkte Operatoren

= Satz 4.1: Ein linearer Operator A:X->Y ist dann
und nur dann beschrankt, wenn er kontinuierlich
ist.

= Beweis: Nehmen wir an, dass A beschrankt ist, so

dass 1\LAXH< M[x| fir alle x aus X. Dann muss dies

auch fiir alle konvergenten Folgen x, aus X gelten:

[ A%, ]| <M]x,| -0
= Da kontinuierliche Funktionen Konvergenz
bewahren, folgt dass auch A kontinuierlich sein

muss.
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Beschrdnkte Operatoren

= Nun zum Gegenteil: Nehmen wir an, dass A
kontinuierlich ist. Dann muss es fiir ein 550 ein
|1x][<3 geben, so dass ||Ax||<1. Somit gilt:

|AX] = Al x X IX]/ & <[]/ o
|AOXTx])

<1

= Damit ist M=1/5 die obere Schranke fiir A.

= Dieser Satz gilt fiir lineare Operatoren, also auch
fiir lineare Funktionale.
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iInner'e Produkte

Lemma 4.1: Innere Produkte sind kontinuierlich. D.h.
wenn x,~>X in einem inneren Produktraum S gilt, dann gilt
auch <x, y>> <x,y> fiir y aus S.

= Beweis: Wenn x, konvergiert, muss es auch beschrankt
sein, also x| <M <o

= Dann gilt auch:

[0 3) = (2 9 =[x = ) < [, ~ xlly]
Da |x, — x| — 0, konvergiert <gn : X> gegen <g, X>'
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iBeschrdnk’re Operatoren

= Nicht unwichtig sind solche Eigenschaften auch
fiir die Inversen linearer Operatoren.

= Satz 4.2: Sei ||.|| eine Matrixnorm, welche die
submultiplikative Eigenschaft erfiillt und A:X->X
ein linearer Operator mit ||A||<1. Dann existiert

(T-A)!und:
1 = i
(1-A)"=>A
i=0
— INSTITUT FUR .
‘ Univ.-Prof. Dr.-Ing.
6\ N 14 Markus Rupp

i Beschrdnkte Operatoren

Beweis: Sei ||A]|<1. Wenn I-A singuldr ist, dann
gle es mindestens einen Vektor x ungleich O, so
dass (I-A)x=0. Damit gilt aber x=Ax und somit

[ = Ax] < x| Al

= Dann muss aber ||A]||>1 sein, was einen
Widerspruch darstellt.

= Durch Multiplikation erhdlt man:
—AN1+ A+ AZ 4+ A= - A
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i Beschrdnkte Operatoren

A< A"
= und ||A]|<1 muss gelten, dass
lim_,.|Al =0

= Somit gilt auch:

_qu}|
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iAnmerkung

= Da die meisten linearen Operationen durch
Matrizen beschrieben werden kénnen, werden wir
uns im folgenden auch hauptsdchlich mit linearen
Abbildungen in Form von Matrizen befassen.

= Viele der gezeigten Eigenschaften insbesondere
die Projektionseigenschaften sind aber nicht auf
Matrizen beschradnkit!
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Null- und andere Rdume

= Definition 4.3: Der Vektorraum, der durch die
Spalten einer Matrix A=[a;,0,,..,8,]:X->Y
aufgespannt wird, heit Spaltenraum von A (engl.:
column space or range):

R(A) =span(a,.a,...a,)
:&eY:AX:XfUrge X}

= Die zweite Zeile ist die allgemeine Form und
beschreibt den Spaltenraum eines linearen

Operators.
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Null- und andere Rdume

= Sei ein Vektor b aus dem Spaltenraum von A, dann
gilt:
Eine Linearkombination der Spalten von A muss
exakt b sein: Ax=b.
= Gegeben Ax=b,
= Es existiert genau eine Losung, wenn b im Spaltenraum
von A liegt und die Spalten linear unabhdngig sind.
= Es existiert keine Losung, wenn b nicht im Spaltenraum
von A liegt.

= Es existieren unendlich viele Lésungen, wenn b im
Spaltenraum von A liegt, die Spalten aber nicht linear
unabhdngig sind.

= Beweise folgen spdter...
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Null- und andere Rdume

= Definition 4.4: Der Vektorraum, der durch die
(konjugiert komplexen) Zeilen einer Matrix
A=[b;":b,T;....b, TI:X->Y aufgespannt wird, heift
Zeilenraum von A (engl.: row space ) oder
Spaltenraum der Adjunkten Matrix AH:

R(A") =span(by ;b5 ..} )
:{Xe X :AHX:XfUrXeY}
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il\lull- und andere Rdume

= Definition 4.5: Der Vektorraum, der durch die
Losungen Ax=0 eines linearen Operators A:X->Y
gekennzeichnet ist, heift Nullraum N(A) von A
(engl.: nullspace). Er wird auch Kern (engl.: kernel)
des Operators genannt.

= Definition 4.6: Der Vektorraum, der durch die
Losungen AHy=0 eines linearen Operators A:X->Y
gekennzeichnet ist, heit Nullraum N(AH) von AH
oder auch linker Nullraum von A (engl.: left

nullspace).
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il\lull— und andere Rdume

= Beispiel 4.5: Sei A ein linearer Operator mit:
1 00

A=|0 0 O
101

= Dann sind der Spalten- und der Nullraum von A
gegeben durch:

1((0 0
R(A)=span||0|,|0||; N(A)=span||1
1((1 0
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i Null- und andere Rdume

1 0O
A=/0 0 O
1 0 1
= Noch Beispiel 4.5: Der Zeilenraum, bzw. der

Spaltenraum der Adjunkten Matrix und der linke
Nullraum sind gegeben durch:

1)1 0
R(A" )=span {0}{0} . N(A")=span {1]
0|1 0
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i Null- und andere Rdume

= Beispiel 4.6: Betfrachte die Faltungsoperation:

Lix()}= [ x(x)h(t-7)dz
0

= Nullraum des linearen Operators L besteht aus
den Funktionen x(t), die gefaltet mit h(t) Null
ergeben.

= Im Fourierbereich entspricht dies den
Funktionen X(jw), die keinen gemeinsamen
Wertebereich mit H(jo) haben. Also:

{X();H(jo)X (jo) =0}
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il\lull— und andere Rdume

= Aufgrund ihrer Definitionen kannen wir bereits
folgende Beziehungen fiir lineare Operatoren
A:X->Y angeben:

R(A) Y
H
R(A")c X
N(A) c X
H
N(A")c Y
— INSTITUT FUR .
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iBeispiel 47

= Betrachte das Problem der Stereoiibertragung
einer Quelle s:

@ i S X

9 u

X2

= Hinweis: g; seien die unterschiedlichen Wege zu
den Mikrophonen.
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i Beispiel 4.7

= Mit der Vektornotation finden wir folgende
Zusammenhdnge:

Xore = [ (k) % (K =2),00 %, (k= L+ D)

sk)  s(k=1) .. s(k-L+1)

sk=1)  s(k—-1) )
k= : . =S
s(k—L+1) s(k—2L+2)
Xix = Skgi; i=12
{A ‘VI\INAS(III%TRHZDEESNTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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i Beispiel 4.7

= Beachte folgenden Zusammenhang:
X.9,=9;8"9,=9;Sg,
=9;89, =X, 9,

= Bilde den Vektor x,T=[x; "X, ,"].
= Damit ist aber die folgende AKF Matrix singuldr!

n n(S,9.9'S, S.9.9'S
Ru(M=2 X% =2 S+ 5 i
k=0 =0\ %k 9,99 =c9,9,5
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;inqmd47

= Bilde folgenden Vektor fiir beliebige Werte a;:

T T T
u" =|a9} -] |
= Fir diesen Vektor gilt:
Ry (Mu =0

= Offensichtlich liegt u im Nullraum von R, (n).
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iOr‘rhogonale Unterrdaume

= Definition 4.7: Sei S ein Vektorraum und V und W
beide Unterrdume von S. V und W heiflen
orthogonale Unterrdume wenn fiir jedes Paar von
Vektoren v aus V und w aus W gilt: <v,w>=0.

= Definition 4.8: Sei V eine Teilmenge eines
Vektorraumes S mit innerem Vektorprodukt. Der
Raum aller Vektoren, die orthogonal zu den
Vektoren in V sind, heit orthogonaler
Komplementdrraum von V (engl.: orthogonal
complement) und wird folgendermaBen bezeichnet:

v+
— INSTITUT FUR
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Orthogonale Unterrdume

= Beispiel 4.8: Sei S=GF(2)3. Die Vektoren v=(1,0,0)
und w=(0,0,1) seien aus S. Sie spannen die
Unterrdume V und W auf:
V=span(v)={(0,0,0),(1,0,0)}
W=span(w)={(0,0,0),(0,0,1)}

= Beide Rdume sind orthogonale Unterrdume
zueinander.

= Der Unterraum V hat den orthogonalen
Komplementdrraum:

V*+={(0,0,0),(0,0),(0,02),(011)}

= Von welchen Vektoren wird der orthogonale

Komplementdrraum aufgespannt?
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i Orthogonale Unterrdume

= Satz 4.3: Seien V und W zwei Unterrdume eines

Vektorraums S (der nicht notwendigerweise
abgeschlossen ist) mit innerem Vektorprodukt.
Dann gilt:

1)V ist ein abgeschlossener Unterraum von S

2V cVv*H

3)WennV cW,danngilt: W' cV*

4)V 111 :VL

5)Wenn x eV NV *,dann x =0

6){0} =s.5" = {0
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iOr’rhogonale Unterrdume

= Beweis (Teil 1): Sei x, eine Folge von Vektoren inV~*
mit x, ->x. Damit der 'Raum abgeschlossen ist, muss
der Grenzwert x auch in V" liegen. Wegen dem
inneren Vektorprodukt (Lemma 4.1) gil+:

(X, V)=0=(x,v)=0;furveV
=>xeV"

= Hinweis: Beachte, dass nicht gilt:v =v*+
Dies liegt an der fehlenden Abgeschlossenheit des
Raumes S. Es mag Cauchy-Folgen in V geben, die
nicht in v liegen.
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iOr‘rhogonale Unterrdaume

= Satz 4.4: Sei A:X->Y ein beschradnkter, linearer
Operator zwischen zwei Hilbertrdaumen X und Y
und R(A) sowie R(AH) abgeschlossen, so gilt:

=D RA)F=N(A"} R(A)={N(A" )}
-2 R(A") =N(A); R(A")={N(A)}

ze N(AH )undxe R(A)
mit Ax=yflr xe X

<y z>:<Ax z>:<x A“z> (x,0)=0

Alsomuss y 1 zund somit N(

= Beweis: Sei

)= RAF
— INSTITUT FUR
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i Orthogonale Unterrdume

= Weiter: yc{R(A")}" mit Ax= yfir xe X
(Axy)=0=(x A")
Alsomuss A" y =0und somit y N (A" )
also {R(A)}* = N(A")
= Daalso N(A")c{R(A)} und {R(A)}* = N(A")
muss gelten: N (AH ): R(A}
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i Orthogonale Unterrdume

= Satz 4.5: (Fredholm'scher Alternativsatz) Sei A
ein beschrdnkter Operator. Die Gleichung Ax=b
hat dann und nur dann eine Losung wenn <b v>=0 fiir
jeden Vektor v aus N(AH). Genauer:

beR(A)<b L N(A")

= Speziell fir Matrizen: Die Gleichung Ax=b hat
dann und nur dann eine Losung, wenn bFv=0 fiir
jeden Vektor v fiir den gilt AHv=0.
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iOr’rhogonale Unterrdume

= Beweis: SeiAg:QundyeN(A”).
Dann<p,y>:<A5,y>:<g,A”y>:<5,0>:0

Nehmen wir nun an, dass <b,v>=0 wenn v aus N(AH),
aber Ax=b habe keine Losung. Da b nicht aus R(A),
nehmen wir an, dass b= b+b, , mit b, aus R(A) und
by sei orthogonal zu den Vektoren in R(A). Dann
gilt also <Ax,b,>=0 fiir alle x und somit AHb,y=0.
Also liegt by in N(AH). Und O=<b by>=<b,+by,by>=
<b,.,bo>+<bg,by>=<bg,bg>-> bp=0. b ist also aus R(A).
@\ 37 e s R

iOr’rhogonale Unterrdaume

= Damit ist zwar die Existenz bewiesen, nicht aber
die Eindeutigkeit der Losung.

» Satz 4.6: Die Losung von Ax=b ist dann und nur
dann eindeutig, wenn die einzige Losung von Ax=0
zu x=0 fihrt, also N(A)={0}.
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i Orthogonale Unterrdume

= Erinnerung: Die Dimension eines Vektorraumes
bezeichnet die Anzahl der linear unabhdngigen
Vektoren, die ngtig ist einen Raum aufzuspannen.

= Definition 4.9: Der Rang (engl. rank) einer Matrix
A ist durch die Dimension seines Spaltenraums
(Zeilenraums) bestimmt.

= Beispiel 4.9: Eine mxn Matrix sei von Rang r:
dim(R(A)=r;  dim(R(A"))=r
dim(N(A))=n—r; dim(N(A"))=m-r
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i Orthogonale Unterdume

= Beispiel 4.10:
1 4
A= n=2m=2,r=1
-

S R
o o ]

— INSTITUT FUR :
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iOr’rhogonale Unterrdume

= Definition 4.10: Eine mxn Matrix heift von vollem
Rang, wenn rang(A)=min(m,n).

= Ist eine Matrix nicht von vollem Rang, so hei}t sie
rangdefizient.

= Satz 4.7: Fir Matrixprodukte AB gilt:

N(B) = N(AB)

iOr‘rhogonale Unterrdaume

= Beweis: (Nur Teil 1) Wenn Bx=0, dann ABx=0.
Somit liegt jedes x aus N(B) auch in N(AB).

= Man beachte, dass die zweite und vierte
Eigenschaft zu folgendem Ergebnis fiihrt:

R(AB) < R(A) rang(AB) < rang(A)
N(A")c N((aB)Y') rang(AB) < rang(B)
R((AB)" )= R(B)
B\ a e e R O\ 42 e e R
i Projektionen Projektionen

= Wir hatten bereits herausgefunden, dass das
liberbestimmte LS Problem Ax=b durch lineare
Filterung hervorgeht:
b="AA"A)"A"b
e=(1-a(a"a)" A" b
= Nehmen wir an, dass sich b durch zwei Anteile
darstellen ldsst: b=Ay+z. Dabei liegt der erste
Anteil im Spaltenraum R(A) von A und z liege im
orthogonalen Komplementdrraum also im N(AH).
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= Damit gilt fiir die LS Schatzung:
b= A(A"AJ" A" (Ay +2)= Ay
g:(l — A(A" AJ" AM XAX+;)=;
= Dies kldrt wieso der Fehler e und die LS
Schadtzung orthogonal aufeinander stehen: sie
kommen aus orthogonalen Komplementdrrdumen.
= Die bedeutet aber auch, dass die beiden
Projektionsmatrizen P und I-P einen Vektor in zwei
orthogonale Komplementdrrdume abbildet
(projiziert).
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iPr'ojek’rionssa’rz

= Satz 4.8: Sei S ein Hilbert Raum und V ein
abgeschlossener Unterraum auf S. Fiir jeden
Vektor x aus S existiert eindeutig ein Vektor v,
aus V, der x am ndchsten ist, d.h.,

X—Vo|<|x—v]; furalleveV

= Dariiber hinaus gilt: Dann und nur dann, wenn x-v,
orthogonal zu V ist, ist v, dem Vektor x am

ndchsten.
— INSTITUT FUR .
‘ Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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Projektionssatz

Beweis: Betrachten wir zundchst die Existenz der
Losung. Sei v; eine Folge von Vektoren in V, die
einem Grenzwert zustrebt:

|x-v| o
= Hierbei bezeichne 5 den folgenden Grenzwert:
o= innyV X _\_/"

. Be‘rr‘ag:h‘re folgende zzwei Vek’zror'en v, und v; aus V: i
V-V = - x)+ -y ) = x| 2x v - A= v +v )i

(v, = x)+ (v, )+ =)~y | = 2fx v, |+ 2lx—v

Einsetzen, Nachrechnenlll

— INSTITUT FUR
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i Projektionssatz

= Day; und y; aus V und somit aus S sind, gilt auch,
dass (vi+v;)/2 in S liegt und somit muss gelten,

dass: HZ—(\_/i +\_/j)/ ZH S5

= Damit gilt: ) ) )
A T

s2fxv | 2x-vf -40°
= Day, aber & zustrebt, finden wir

o2

Yi_\lj

— INSTITUT FUR )
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i Projektionssatz

= Fordern wir ebenso fiir die Folge v;, dass sie
demselben Grenzwert zustrebt, dann folgt daraus,
dass

\li_Yj“_)O

= Und somit handelt es sich um eine Cauchy Folge.
= Da V ein Hilbertraum ist, existiert der Grenzwert
und somit die Losung V.

— INSTITUT FUR .
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Projektionssatz

= Wir wollen zeigen, dass wenn v, die Norm ||vy-x||
minimiert, dann liegt v,-x orthogonal zu V.

= Sei nun v, der zu x ndchste Vektor.

= Sei v ein Vektor der Ldnge 1. Nehmen wir an, dass
keine Orthogonalitat gilt, also
?z—yo,\ﬁ =£>0
= Sei z= vp*ev aus V. Dann gilt:

[x =2} =[x~ o[} - 2Ref(x~vo, v+ el

= ol =2l + el ol = e ol ~ el < -]

Dies ist aber ein Widerspruch. Daher muss £=0

iProjek’rionssa’rz

= Nun muss noch das Gegenteil bewiesen werden.

Nehmen wir also an, dass v,-x orthogonal zu V
liegt, aber v, nicht der ndchste Vektor zu x
darstellt. Dann muss fiir jedes v aus V aber

ungleich v, gelten: ||Z_Y”§ = |x =V, +V, —!||§

=[x =vo; +[vo v,
> [x- v,

= Und somit wieder ein Widerspruch.

sein.
— INSTITUT FUR . - ) - ) — INSTITUT FUR U . ‘—P f D .-I )
B\ w e B\ 5 b
i Projektionssatz Faktorisierung

= Eine wichtige Folgerung aus dem Projektionssatz
ist, dass f'eder Hilbertraum S aus zwei Teilrdumen
dargestellt werden kann: ein Teilraum V und

seinem orthogonalem KomplementdrraumV .

= Beachte, dass diese Zerlegung im Hilbertraum
wirklich eindeutig ist und abgeschlossen:

L
VuV. =595
= Eine Eigenschaft, die im allgemeinen bei
orthogonalen Komplementdrrdumen nicht erfiillt
ist (wenn die Eigenschaft der Abgeschlossenheit
fehlt

INSTITOT FUR
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= Ein Gleichungssystem der Form Ax=b kann auf
vielerlei Art gelost werden. Dabei ist die
numerische Genauigkeit oft wesentlich fiir die
Qualitdt des Ergebnisses.

= Es existieren zahlreiche Methoden, zur
Matrixzerlegung, die das allgemeine Problem Ax=b
in ein dquivalentes Problem Bx=c umwandeln, bei
dem die Matrix B besondere Eigenschaften hat, so
dass das System sehr leicht zu l6sen ist.

= Im Folgenden werden wir nur die wesentlichen
Ideen vorstellen, nicht aber auf die Details der
Verfahren eingehen.

— INSTITUT FUR )
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iFak’rorisierung

= LU: steht fiir lower-" und ,upper-triangular®. A=LU ldsst
sich einfacher losen, da LUx=b: Ux=c und Lc=b, bedeuteft,
zwei Gleichungssysteme, die einfach zu l6sen sind.

= Cholesky: Eine Spezialform der LU Zer‘leguna besteht fiir
hermitesche, positiv-definite Matrizen A=LL".
Allgemein lassen sich Matrizen in die Formen LDL" , UDUH
oder QDQH zerlegen. Hierbei ist Q eine unitdre Matrix:
QQH=I und D eine Diagonalmatrix. Im Falle von QDQH
spricht man von Eigenwertzerlegung.

Faktorisierung

= SVD: Singular Value Decomposition. A=UZV mit
den beiden unitdren Matrizen U und V und der
Diagonalmatrix .

= Im Folgenden werden wir die Eigenwertzerlegung
vertiefen und dann die Singuldrwertzerlegung

Zeigen.

= QR: A=QR. Hierbei ist Q eine unitdre Matrix: QQH=I und R 9

ist eine obere Dreiecksmatrix. A=LU ldsst sich einfacher

lésen, da QRx=b: Rx=c und Qc=b->c=Q"b, bedeutet, zwei

Gleichungssysteme, die einfach zu lésen sind.
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Eigenwertzerlegung i Eigenwertzerlegung
= Sei A einm X m Matrix in C. Betrachte die = Definition 4.11: Das Polynom in %, das durch die

Gleichung Determinante von (A-AI) erzeugt wird, heift

o AXEAX charakteristisches Polynom.
oder dquivalent hierzu Die Determinante det (A-AI)=0 heifit
(A-AI)x=0. charakteristisches Gleichung von A.

= Hierbei ist nicht die triviale Losung x=0 gesucht
sondern der Nullraum von (A-AI).

= Die speziellen Werte 1,die einen nichttrivialen
Nullraum erzeugen, heifien Eigenwerte. Die
zugehorigen Vektoren x, Eigenvektoren.

— INSTITUT FUR )
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Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
heiBen Eigenwerte. Die Menge aller Eigenwerte
heit Spektrum von A.

— INSTITUT FUR .
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Eigenwertzerlegung

—_—

f “NACHRICHTENTECHNIK UND

= Beispiel 4.11: Ein lineares, zeitinvariantes System
werde durch folgende Gleichung im Zustandsraum
beschrieben:

Xi.q = AX, +Bu,
¥ = Cx,
=H (Z)Hk
=C(zl - A)'Bu,
= Durch die Matrixinversion von (zI-A) bestimmt die

Determinante det(zI-A) das Verhalten des
Systems.

INSTITUT FUR Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iE igenwertzerlegung

= Lemma 4.2: Wenn die Eigenwerte einer Matrix A
alle unterschiedlich sind, so sind die zugehorigen
Eigenvektoren linear unabhangig.

= Beweis: Wir beginnen mit m=2 und dem Gegenfteil:
Die Eigenvektforen x; und x, seien linear abhdngig

GISO C X, tGC X, =0

CAX; +CAX, = CA X, +Co 4, X,
- CAp Xy +CoA, X, =0
C1(/11_/12)51 =0
= Da A, und %, verschieden und x; ungleich dem
Nullvektor, muss c; =0 sein.

— INSTITUT FUR
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Eigenwertzerlegung

H

— INSTITUT FUR
‘NACHRICHTENTECHNIK UND

= Ahnliche Argumentation liefert ¢,=0. Das beweist
aber, dass die beiden Vektoren linear unabhdngig
sein missen.

= Fiir m>2 betrachtet man immer den Fall, dass
genau zwei Vektoren linear abhdngig sind und
beweist den Widerspruch entsprechend.

= Wenn die Eigenwerte nicht unterschiedlich sind,
dann kann es linear unabhadngige Eigenvektoren
geben oder nicht. Betrachte hierzu die Matrizen:

4 0 4 1
A= ; B= ;
0 4 0 4
Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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i Eigenwertzerlegung

Betrachte die Zerlegung A=SDS-!, mit der
Diagonalmatrix D.

= Nehmen wir zundchst an, dass A m linear
unabhdngige Eigenvektoren habe.

= Damit gilt:
[Aﬁl, Aéz,... Aﬁm]:[}\‘lﬁl,}hzéz,... Kmﬁm]=
AS=5D.
= Sind die Eigenvektoren linear unabhdngig, so kann
S invertiert werden, und wir finden:
A= SDS'!
f‘h“II\ANAS(-:rl:TRLEIE;JENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iE igenwertzerlegung

= Hinweis: Solche Matrixtransformationen bei denen
die Eigenwerte erhalten bleiben nennt man
Ahnlichkeitstransformationen. Zwei Matrizen
heifen dhnlich, wenn sie die selben Eigenwerte

iJ ordanform

= Bei Eigenvektoren, die nicht linear unabhdngig
sind, ist eine Diagonalisierung nicht maglich!
Allerdings ist eine fast-Diagonalform moglich, die
so genannte Jordan Form:

haben. A=TJTTL
= Vorteil der Transformation: = Die Matrix J ist von Blockdiagonalform, mit den
n ng-1 .
A"=SD"S Blocken J;:
_ . A1
f(A):ZfiA':S(Z fiD'jS‘l ' N
i i J = '
© Di : 1
ef =5 ) —|st=5e"s™ 1
i | i
= :\INASTII-{TRLfTIE"}JgNTE HNIK UND Uni ‘_P f D ~_I . = II\IV\IASTII-{TRLfTIE;JgNTE HNIK UND Uni ‘_P f D ~_I .
4 L HOSHFRCEQUENZTCECHNIE 61 " I\r;\%r‘ku; Rur;i) 4 L HOgHFRCEQUENZTCECHNI: 62 " Af;{:]r‘ku; Rul';%
Jordanform

i Jordanform

= Beispiel 4.12: Betfrachte die folgende
Matrix: (3 0 1]
B =

0 30
0 0 3

= Sie hat einen einzigen Eigenwert A=3, und
zwei linear unabhdngige Eigenvektoren:
X = [1’0’O]T;)_(2 = [O,l,O]T;

— INSTITUT FUR )
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= Noch Beispiel 4.12: Damit lautet die
Jordanform der Matrix B:

310
B)=|0 3 0
00 3

= Es gilt: B=SJS! mit:
S=

o O -

0 0
11
1 0
= Es gilt: Bn=5JnS!

= Aber Jnist nicht diagonal oder Jordanfsrmig!

— INSTITUT FUR )
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iMinimalpolynom

= Satz 4.9: (Cayley Hamilton): Jede quadratische
Matrix A erfiillt ihre charakteristische Gleichung.

= Definition 4.12: Ein Polynom heift anhilierendes
Polynom einer quadratischen Matrix A, wenn gilt:
f(A)=0.

= Definition 4.13: Dasjenige anhilierende
(monische) Polynom von A von kleinstem Grad heift
Minimalpolynom von A.

— INSTITUT FUR )
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iMinimalpolynom

= Beispiel 4.13: Betrachte folgende Matrizen

6 1
6 1}
6
= Die Minimalpolynome dazu lauten:

L) =x=4 £,09=(x=5; f,(x)=(x-6)"

4
4
4

51

A= P A= P A=

5

= Wir erkennen den Zusammenhang mit der Grofie
der Jordanblocke.

—_ INSTITUT FUR
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i Hermitesche Matrizen

= Gilt A=AT, fiir A aus R, so heift die Matrix
symmetrisch.

= Gilt A=AH, fiir A aus C, so heiBt die Matrix
hermitesch.

= Solche Matrizen tauchen ublicherweise in Form
von Kovarianzmatrizen R,,=E[xx"] auf.

= Lemma 4.3: Die Eigenwerte von hermiteschen
Matrizen sind reell-wertig.

= Lemma 4.4: Die Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten hermitescher
Matrizen sind orthogonal.

— INSTITUT FUR )
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i Hermitesche Matrizen

= Beweis: Seien A, und A, zwei unterschiedliche
Eigenwerte mit korrespondierenden Eigenvektoren
X; und x,. Dann gilt:
<AX1 X>7¢X1, AX> <Xy Mo Xp>Tho¢ Xy, X hi<X1, Xp?
also: (L, -A )<x;, X,>=0 und somit <x;, x,>=0.

= Beachte: Jede hermitesche mxm Matrix A kann
durch eine unitdre Matrix diagonalisiert werden.

Die unitdre Matrix besteht einfach aus den
orthonormalen Eigenvektoren.

— INSTITUT FUR )
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iUn‘rermum’rechniken

= Definition 4.14: Sei A eine mxm Matrix und S
eine Teilmenge von R(A). S heift invarianter
Unterraum von A, wenn es fiir jedes x aus S ein Ax
aus S gibt.

= Beispiel 4.14: Eine mxm Matrix A habe k
unterschiedliche Eigenwerte mit den zugehérigen
Eigenvektoren x;, i=1..m. Sei X=[xy, X5,..., X ] und X;
eine Teilmenge der Eigenvektoren, die zu dem
Eigenwert A, gehéren. Span(X;) bezeichnet
invariante Unterrdume von A.

— INSTITUT FUR )
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iUn’rerraum’rechniken

» Satz 4.10: Sei A eine mxm hermitesche Matrix
mit k unterschiedlichen Eigenwerten. Dann gilt:

k
Spektrale Dekomposition : A= Z AP,

i=1

k
Identitiat : 1=>P

=1

i
mit:P = > XX/
XieX;

= Die Matrizen P; sind Projektionsmatrizen auf den

Raum span(X;).
fq“:\lNAS(IFI%TRLEIE}FJSNTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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i Unterraumtechniken

= Man betrachte die Wirkung der Matrix A auf
einen beliebigen Vektor x:

k k
H
Ax= ) APXx= A, XX X
- — =l=] =
i=1 i=1 = Xj€X;
Streckung der L — .
Komponenten Projektion von x auf die einzelnen
Komponenten des Unterraums
{A ‘VI\INAS(III%TRH;DE;JSNTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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i Unterraumtechniken

= Beispiel 4.15: Befrachte die Matrix
A=[8.2,-2.4; -2.4,6.8] mit den beiden Eigenwerten
1= und 1,=10 mit den zugehsrigen orthogonalen
Eigenvektoren 3 _4
o ool

o L[3]3] _1[9 1
' 25|44 25|12 16
o _ L[-4]-4] _1[16 -12
272513 3| 25/-12 9

A=5P, +10P,

— INSTITUT FUR :
r ‘NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
] HOCHFREQUENZTECHNIK 72 Markus Rupp




Unterraumtechniken

= Man be‘rr‘ach‘re den Ausdr‘uck
x"AX = ZAX Px= Zﬂ, A x

X X Xj X
XjeX;
= Wdhlt man verschledene Elgenvektoren X=X; aus,
so erhdlt man gerade die Eigenwerte; beim gr‘oBTen
Eigenvektor erhdlt man also den groBten
Eigenwert, usw.
H H
X AX X AX
max, —=41 min, —=A

X X X max ? X X X min
— INSTITUT FUR )
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Unterraumtechniken

= Allgemein heiBt der Ausdruck

r(x)— Ax
X X

= Rayleigh Quotient. Beachte, dass dieser Ausdruck
nur Sinn bei hermiteschen Matrizen macht.

— INSTITUT FUR ;
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Eigenfilter

= Bekannt ist das Signalangepasste Filter, welches
das Signal-Rausch Verhdltnis fiir ein
determiniertes Signal maximiert.

= Betrachtet man hingegen das maximale Signal-
Rausch-Verhdltnis bei Zufallssignalen, so spricht
man von Eigenfilter.

— INSTITUT FUR )
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Eigenfilter
v(n)
x(n) h -y

= Fir ein Zufallssignal x(n) gilt:
= Empfangsleistung P= hHE[xHx]h =hHR,h
= Rauschleistung: N= hHE[vFv]h =s,2 hFh
= Maximiere das Signal Rauschverhdltnis
h R h ﬂ’max (RXX)

o2h"h ol
= Die optimale Lésung er'glb‘r sich aus dem Eigenvektor zu .

P
max, = max,

— INSTITUT FUR :
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iFll’rerbelsplel

= Die eben erlduterte Technik kann zum
Filterentwurf genutzt werden. Sei ein linear
phasiges Filter mit 2N+1 Koeffizienten zu
bestimmen, fiir das ein Amplitudengang H,(ei?)
vorgegeben ist.

H(e?)=e"H,(e*)= ef"NQZN:bn cos(nQ2) = ""b" ¢(Q2)
n=0

= Sei ein Tiefpassfilter mit den Grenzfrequenzen
o,,05 zu entwerfen, also mit Amplitudengang
4 1 ;0500
H,(e")= P
0 ;Q.,<Q<rx

r ‘ NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iFil’rerbeispiel

= Im SToppband gilt:
(e)- ‘H @“ﬂ‘dﬁ

= Mit der Matrix P:

P, :% [ cos(i©2)cos( j)d0

— INSTITUT FUR )
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i Filterbeispiel

= Im Passband gilt Hy(ei?)=1, oder dquivalent bT1=1.
Die Abweichung hierzu lautet:
1- bTe(Q)=b1-c()].
= Die darin enthaltene (Fehler-) Energie sollte
minimal werden, also:

—b jl c@i-c(@) dob=b"Qb
= Das gesam‘re FllTer'pr'oblem lasst sich also
darstellen als:
J(a)=aE, +(1-a)E, =b'Rb=ab Pb+(1-a)h'Qb

— INSTITUT FUR )
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i Filterbeispiel

= Offensichtlich haben wir noch Freiraum in der
Wahl von b. Diesen konnen wir beispielsweise
durch eine Normierung der Form bTb=1
einschrdnken.

= Das Filterproblem lautet dann:
Minimiere b™TRb mit Nebenbedingung b™b=1.
= Oder, dquivalent:

b'Rb

— INSTITUT FUR .
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* Weitere Unterraumtechniken

= Viele moderne Verfahren der digitalen
Signalverarbeitung beruhen auf
Unterraumtechniken. Die wichtigsten sind:
= Pisarenkos Harmonische Dekomposition (PHD)
= MUSIC
»« ESPRIT

= Sie werden im Folgenden vorgestellt.

INSTITUT FUR .
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* Weitere Unterraumtechniken

= Betrachte folgendes Signalmodell:

X(t) = Zp: ae’” +w(t)

Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iWei’rer'e Unterraumtechniken

= Durch das additive Rauschen wird das Signal x(k)
ein Zufallsprozess.

= Wir tasten das Signal an M (p<M) Stellen ab und
erhalten:

5, = [l’ejaniT’ejaniZT’m’ejZ;zfi(M—l)T]T
p
H 2 H
Rxx = E[)_(k)_(k ]:Z‘ai‘ SiS; +wa
xx - ww
H
= SAS +RM

INSTITUT FUR .
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iWeiTer‘e Unterraumtechniken

= Beachte, dass S eine Vandermonde Matrix ist.
= Der Vektorraum span(s;,..., s,), der durch S

aufgespannt wird, stellt einen Unterraum des
Signals x, dar. Er heift Signal-Unterraum.

= Setzt man das Rauschen zu Null, so kann man nur
p<M von Null verschiedene Eigenwerte finden mit
den zugehdrigen Eigenvektoren
(Haup’reigenvek‘ror'epn):

H
Redlyooo = ;ﬂf.uiui
SpaN{s, S, .S, | = Span{l, Uy, U, |
INSTITUT FUR .
. Univ.-Prof. Dr.-Ing.
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iWai’rere Unterraumtechniken

= Dies gibt also prinzipiell die Maglichkeit ohne
Kenntnis der einzelnen Frequenzen f; den
Unterraum des Signals zu bestimmen.

= Mit seiner Kenntnis lassen sich dann in einem
zweiten Schritt, die Frequenzen bestimmen, bzw.
die Signalqualitdt verbessern.

= Nehmen wir weiterhin weiles Rauschen w(t) an:

R, =SPS" +o1

— INSTITUT FUR )
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Weitere Unterraumtechniken

= Wir erkennen nun, dass bei Vorhandensein von Rauschen die
ersten p Eigenwerte um o,2 verschoben sind. Die
zugehdrigen Eigenvektoren bleiben aber unverdndert.

= Hinzu kommen nun noch M-p Eigenwer"re der Grofle c,2 mit
zugehdrigen Eigenvektoren u,,s,....uy. Diese sind allein durch
das Rauschen bestimmft.

= Man nennt

—span{ UpogoUpigreees Uy }

= den Rausch-Unterraum.

= Beachte, dass jeder Vektor des Signal-Unterraums
orthogonal zu jedem Vektor des Rausch-Unterraums ist.

— INSTITUT FUR )
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Pisarenkos Harmonische
i Dekomposition

= Zundchst werden aus der AKF Matrix R,, die
Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt. Dadurch

kann p und c,2 bestimmt werden.

= Da die Eigenvektoren aus dem Rausch-Unterraum
orthogonal zum Signal Unterraum sind, kann man
folgern:  sHuy=0; firi=1,2,..p

= Dadurch erhdlt man ein Bestimmungspolynom fiir
die unbekannten Frequenzen.

= Mit diesen konnen schlieBllich die Leistungen p;
bestimmt werden.

— INSTITUT FUR )
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Pisarenkos Harmonische
Dekomposition

= Mit diesen kaonnen schliellich die Leistungen p;
bestimmt werden.

i i j j2nf
gl gl g2t ¥ (D)
gizr2h gian2ty  gize2fe o gi2n2f | p r.(2)
gi2ndh  giandfy  giardh  gi2edfy |l | r.(3)
j j j2npf
e12npf1 eﬂfrpfa el oty pp rxx(p)

= Problematisch bei dieser Methode ist in erster
Linie die ungenaue Bestimmung der Frequenzen.
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i/v\usxc

= MUSIC=MUlItiple SIgnal Classification.

Betrachte den Vektor:
§T(f)=|:l,ej27zf'ej2;r2f ..... ejz,,(M_l)f]
s"(f)u, =0;1=p+L.Mund f = f,

Berechnet man den Ausdruck
1

z ‘s (f)u, ‘

k=p+1

So wird dieser fiir die gesuchten Frequenzen
maximal. Danach kann man wie bei PHD verfahren.

P(f)=
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iESPRIT

» ESPRIT=Estimation of Signal Parameters via
Rotational Invariance Techniques.

= Betrachtet werden die beiden Kovarianzmatrizen:
R= E[&XH Q= Elell:-lJ
R=SPS" +621; Q=SPd®S" +52E

o) :diag(ejz”fl,ejz”fz,...,ejz’ﬁ")

0
1 0
E= .
1 0
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i ESPRIT

= Uber die Eigenwertzerlegung von R wird wie bisher
p und c,2 bestimmt.

= Dadurch erhdlt man SPSH sowie SP®HSH,
= Betrachte nun SP[I-A®H]SHU=0.

= Die verallgemeinerten Eigenwerte dieser Gleichung
sind die gesuchten Werte ei?=f;,

= Verallgemeinerte Eigenwerte werden durch die
folgende Gleichung angegeben: SPSHu=1LSP®HSHUY

= Tip: versuche Matlab D=eig(A,B).
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i ESPRIT

= Anwendungen der Verfahren
= Beachte, dass h(t-t) ->H(ei?) ei¢r

= Damit sind alle Bestimmungen von zeitl.
Verzdgerungen auf Frequenzbestimmungen
zuriickgefiihrt, bsp: Radartechniken

= AoA (Angle of Arrival) und AoD (Angle of
Departure) Bestimmungen bei Funkmessungen
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iSi nguldrwertzerlegung

= Satz 4.11: Jede Matrix A aus C™" kann in
folgende Form zerlegt werden: A=UZVH,

mit den unitdren Matrizen U aus C™mund V aus
C™n sowie der Diagonalmatrix = aus R™", mit
x=diag(c,.., 5,), p=min(m,n).

= Diese spezielle Faktorisierung heift
Singuldrwertzerlegung (engl.: Singular Value
Decomposition =SVD). Die Diagonalwerte der
Matrix X heiBen Singuldrwerte.
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iSi nguldrwertzerlegung

= Beweis: Betrachte die Eigenwertzerlegung einer
Matrix AHA: AHAV= VD

= Die Eigenwerte in D seien so geordnet, dass
A, A0 und A =..=2,=0.

= Damit lassen sich die folgenden r Vektoren bilden:

Av,
U =—7=
VA
= Wir finden, dass <u;up=3,;.
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i Singuldrwertzerlegung

= Die Menge {u;...., u.} kann orthogonal erweitert
werden (beispielsweise durch die Gram Schmidt
Methode). Damit erhdlt man mit U=[u,,..., u,]:
UHU=L.

= Offensichtlich sind die Vektoren in U die
Eigenvektoren zu AAH, Dies ist klar fiir die von
Null verschiedenen Eigenwerte. Fiir die null-
wertigen Eigenwerte missen die Eigenvektoren aus
dem Nullraum von AAH kommen. Dies ist durch die
Konstruktion gegeben.
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i Singuldrwertzerlegung

= Damit gilt aber fiir die Elemente von UAV*:

i=l.r ulAy = \/]iviHAHAvj =45,
i=r+1.p:AA"u =0
= Somit liegt APy, im Nullraum von A und im
Spaltenraum von AH. Fiir AHu;=0 gilt aber auch
viH ARy, = uiH Ay, =0. Also ist UFAV=D diagonal mit
den von Nulll verschiedenen Elementen sqrt(3)),

J=lr.
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iSi nguldrwertzerlegung

= Beachte: j_pp-3:3-|% 9 0
0 o, O

o 0
m=3n=2:2=0 o,

0 O

= Sei B=AHA. Dann gilt: BV=V D; ->nxn
=VZTUHUZVHV
=VITE

= Ebenso gilt fiir B=AAH: BU=UD, =UZXT ->mxm
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iSi nguldrwertzerlegung

= Beachte weiterhin, dass wenn A aus R™" ist, dann
sind alle Matrizen aus R.
= Spektralzerlegung:

p r
A= ouy =>ouy
=1 i=1
= Matrix Nor'm:
= Frobenius Norm: ||A]|f?=0,2+5,%+..4G,2.
L] lz NOI"m: | |A| IZZ:qu)(Z
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i Singuldrwertzerlegung

Sei A hermitesch. Dann gilt: A=UDUT=UzUT.

= In diesem Fall sind die Eigenwerte und die
Singuldrwerte identisch.

= Der Rang einer Matrix ist gegeben durch die r von
Null verschiedenen Singuldarwerte: Rang(A)=r.

= Partitioniere U=[U, U,]
R(A)={oeC":b= Ax}
beCm:b:UZVHg}
beCm:Q:UEX}
beC":b=U X}:span(Ul)
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Il Il
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i Singuldrwertzerlegung

= Damit finden wir eine neue Erkldrung der vier
fundamentalen Unterrdume:

N (A) =span(V, )
R(A" )=span(v,)
N (A" )=span(U,)
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iSi nguldrwertzerlegung

= Betrachte noch einmal LS Problem
minHAgngj = minHUZV H yQHE
=minzv " x-u" QHE
s

= Durch die besondere Struktur von X, werden die
unteren r+l..p Zeilen ausgeblendet.

o, 1/ o,
s=| - b
o, 1o,
0 0
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iSi nguldrwertzerlegung

= Also:

—VsUHh=(A"AJ A"D

>

= Damit verstehen wir auch wieso die LS Losung eine
Minimum Norm Ldsung ist.

— INSTITUT FUR :
r ‘ NACHRICHTENTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
HOCHFREQUENZTECHNIK 102 Markus Rupp

i Singuldrwertzerlegung

= Anwendungen der SVD:
= Unterraumtechniken wie PHD, MUSIC
und ESPRIT.
= Total Least Squares: ||Ax-b|| mit
gestorter Beobachtungs-Matrix A.
= Losung numerisch empfindlicher
Probleme.
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i Konditionszahlen

= Betrachte ein Matrixproblem, bei dem einzelne
Singuldrwerte sehr klein sind:

3= E R
e

&

= Bei der Inversion werden gerade diesen kleinen
Werte enorm verstdrkt und konnen zu
numerischen Fehlern fiihren. Besser ist es, sie zu
unterdriicken und die Pseudoinverse zu verwenden.
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iKondi’rionszahlen

= Beachte, dass durch diese Unterdriickung der
kleinsten Eigenwerte auch der Rang der Matrix
reduziert wird.

= Diese Methoden heiflen daher Rangreduzierende
Methoden.

= Ein MaB, dass die Qualitdt einer Matrix in Hinblick
auf ihre Invertierbarkeit angibt, ist die
Konditionszahl:

k(A)=1|Allz [1AT] ]
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iKondi’rionszahlen

= Die kleinstmdgliche Konditionszahl ist Eins! In
diesem Fall handelt es sich um eine Matrix
proportional zur Identitdtsmatrix.

= Ansonsten gilt 1.
= Da fiir regulére Matrizen A gilt:

)
)
[~ — Onax
_ = x(A) =
l/am'“_maXHZHﬁWZz (A) o
=1/min, ﬂM
w7,
{-‘ :\ANAS(I}I%TRLEIE;JSNTECHNIK UND Univ.-Prof. Dr.-Ing.
HOCHFREQUENZTECHNIK 106 Markus Rupp

i Konditionszahlen

= Fiir hermitesche Matrizen A ist die Konditionszahl
auch durch die Eigenwerte gegeben:

ﬂ“max

/’Lmin

= Ansonsten kann man auch alternativ die Wurzeln
der Eigenwerte von AHA berechnen:

x(A) =

()= P (AR
ﬂ“min (AH A)
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i Konditionszahlen

= Betrachte folgendes, gestortes Problem:

. A(x+Ax)=b+Ab.
= Man findet, dass
AX| |ab]
22 < e (a) =1
IX] [b]

= Die Konditionszahl gibt also an, wie sehr sich ein
Fehler auf der einen Seite der Gleichung auf die
andere Seite der Gleichung auswirkt.
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