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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Digitale Nachrichteniibertragung

Das Ziel der Kommunikation zwischen zwei Kommunikationspartnern ist das Aus-
tauschen von Informationen. Zur Ubermittlung der Information von dem einen
Partner, genannt Quelle, zum anderen Partner, genannt Senke, werden Nachrichten
verwendet, die liber ein Medium, genannt Kanal, ibermittelt werden.

Die Information einer Nachricht ist subjektiv und technisch nicht faBbar, da sie in
der Regel nur im Kontext der Kommunikationspartner verstandlich ist. Eine Nach-
richt FEUER etwa ilibermittelt eine andere Information zwischen den Kommunikati-
onspartnern Brandmelder und Feuerwehr als zwischen den Kommunikationspartnern
Offizier und Soldat.

Unter einer Nachricht hingegen wird im technischen Umfeld eine Zeichenfol-
ge aus einem endlichen Zeichenvorrat verstanden, der im allgemeinen beliebig sein
kann, etwa Schrift, Bilder, Symbole, Sprache, Klange, etc. In der digitalen Nach-
richtentechnik wird ein binirer Zeichenvorrat verwendet!.

Bei der Ubermittlung der Nachricht iiber einen physikalischen Kanal, etwa ein
Glasfaserkabel, ein Koaxialkabel, ein Compact-Disc-Leselaser, eine Mobilfunk- oder
Richtfunkstrecke, wird eine physikalische Reprasentation der Nachricht als Signal
notwendig, welches wihrend der Ubermittlung physikalischen Stérungen unterliegt.
Daher erhilt die Seite der Senke ein gestortes Signal, aus dem sich die {ibertragene
Nachricht je nach Stoérungsgrad eventuell nicht oder verfalscht rekonstruieren [aBt.

Aus diesem Grund wird der Nachricht gezielt Redundanz hinzugefiigt (durch die
sogenannte Kanalcodierung) und diese mitiibertragen. Mit Hilfe der Redundanz
der empfangenen Signale ist es die Aufgabe des Kanaldecodierers, die urspriingliche
Nachricht zu rekonstruieren.

Die Abbildung 1.1 zeigt den schematischen Aufbau einer digitalen Nachrich-
teniibertragungsstrecke fiir Nachrichten, die mit Blockcodes codiert sind.

e Quelle: Von der Quelle aus sollen Nachrichten zur Senke geschickt werden.

!Statt biniren Zeichenvorriten (Alphabeten) kénnen auch Alphabete verwendet werden, deren
Elemente Worter aus einem bindren Alphabet sind. Die Konstruktion von Reed-Solomon-Codes
beruht etwa auf solchen Symbolzeichensitzen, deren Elementzahl eine Zweierpotenz ist.
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Abbildung 1.1: Digitale Nachrichteniibertragung

Die Darstellung der Nachricht an der Quelle ist beliebig und fiir die weiteren
Betrachtungen nicht relevant. In Mobilfunkanwendungen kann zum Beispiel
als Quelle ein Sprecher beziehungsweise Sprache angenommen werden.

Quellencodierer: Der Quellencodierer hat die Aufgabe, die Nachrichten der
Quelle so in bindre Wertefolgen (oder Zeichenketten im allgemeinen Fall) zu
transformieren, daB weder Informationen verlorengehen noch unnétige Red-
undanzen codiert werden.

Kryptocodierer: Die optionale Komponente des Kryptocodierers verschliis-
selt die vom Quellencodierer kommenden Nachrichten, um lesenden oder
schreibenden (verfalschenden) Zugriff von Unbefugten zu verhindern. Die
Ausgabe u € {£1}* des Kryptocodierers ist ein Bindrwort aus dem biniren
Zeichenvorrat {£1}. Ein Kryptocodierer bietet haufig die sogenannte , per-
fekte Sicherheit” wenn alle kryptocodierten Worter mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftreten.

Kanalcodierer: Da bei der Ubertragung der Nachricht iiber den physikali-
schen Kanal mit Storungen zu rechnen ist, fiigt der Kanalcodierer der Nach-
richt gezielt Redundanz hinzu, um dem Empfanger die Rekonstruktion der
urspriinglichen Nachricht zu ermdglichen. Der Ausgang des Kanalcodierers
ist ein kanalcodiertes Wort ¢ € {£1}", n > k, welches zum Beispiel mit Hilfe
eines binaren linearen Blockcodes aus u erzeugt werden kann.

e Modulator: Die Ubertragung der Nachricht iiber ein physikalisches Medium
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erfordert eine physikalische Reprasentation der Nachricht als zeitkontinuierli-
ches Signal (hier dargestellt als Funktion s : R — R).

e Physikalischer Kanal: Der physikalische Kanal ist ein (weitestgehend belie-
biges) physikalisches Medium, etwa ein Glasfaserkabel, ein Koaxialkabel, ein
Compact-Disc-Leselaser, eine Mobilfunk- oder Richtfunkstrecke, etc. Bei der
Ubertragung des Signals s kommt es zu Stérungen, so daB der Kanalausgang
ein verfalschtes Signal § ist.

e Demodulator: Der Demodulator ist das Gegenstiick zum Modulator und
demoduliert das empfangene Signal zu einem reellwertigen Vektor y € R".
In diesen Vektor flieBen das abgesandte kanalcodierte Wort ¢ € {+1}" und
die Kanalstorung ein. Da jetzt keine , harten” Bits mehr vorliegen, spricht
man auch von Soft-Werten. Haufig wird im Modulator noch ein Entschei-
der realisiert, der die reellen Werte zu +1 beziehungsweise —1 rundet. Dies
ermoglicht zwar die Verwendung sehr effizienter Decodierverfahren (realisiert
durch Schieberegister), ist aber durch die Rundung mit einem erheblichen
Informationsverlust verbunden.

e Kanaldecodierer: Die Aufgabe des Kanaldecodierers besteht in der Rekon-
struktion der urspriinglichen Nachricht u € {£1}* unter Verwendung der in
y € R" enthaltenen Informationen und dem Wissen iiber die Kanalcodierung
sowie iiber die Eigenschaften des Stéreinflusses. Der Ausgang u € {£1}*
des Kanaldecodierers sollte mit moglichst hoher Wahrscheinlichkeit mit der
urspriinglichen Nachricht u € {£1}* identisch sein.

e Kryptodecodierer: Der Kryptodecodierer ist das Gegenstiick zum Kryptoco-
dierer, das heiBt, die quellencodierte Nachricht wird hier wieder entschliisselt.

e Quellendecodierer: Der Quellendecodierer bereitet die empfangene Nach-
richt fiir die Verarbeitung durch die Senke auf. Im Mobilfunk erzeugt der
Quellendecodierer im allgemeinen Sprache.

e Senke: Die Senke ist der (beliebig geartete) Empfanger der Nachricht.

Um nun die Performance eines gegebenen digitalen Ubertragungssystems (etwa
Ubertragungsqualitit, Energieverbrauch) im Empfanger zu verbessern (also ohne
jeden Eingriff in die Rahmenbedingungen und damit in die definierten Standards),
sind drei Dinge zu leisten:

e Aufbereitung aller relevanten Informationen iiber den physikalischen Kanal
durch ein stochastisches Kanalmodell.

e Informationstheoretische Interpretation der Ergebnisse der Demodulation (oh-
ne Entscheider).

e Optimale Decodierung unter Beriicksichtigung der gegebenen Zeit- und Auf-
wandsrestriktionen (Ubertragungsraten, Chipdesign,...). Da man ohne Ent-
scheider arbeitet, ist der Decodieraufwand im allgemeinen groBer als beim
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Arbeiten mit Bits. Auf der anderen Seite erhalt man einen erheblichen Infor-
mationsgewinn.

In Abbildung 1.2 werden die technischen Auswirkungen des Informationsgewinns
beim Arbeiten ohne Entscheider veranschaulicht. Dabei gibt es zwei Lesarten:

e Bei einer festen Kanalstérung (als Signal-to-Noise Ratio bezeichnet) werden
weniger Decodierungsfehler begangen. Damit kommt es zu einer Verbesse-
rung der Empfangsqualitat.

e Bei einem festgelegten Fehlerniveau, auch als garantierter Quality-of-Service
bekannt, muB weniger Ubertragungsenergie aufgewandt werden. Die Ener-
gieeinsparung kann dabei bis zu 3 Dezibel betragen, was einer Halbierung
der Ubertragungsenergie entspricht.

T o e e
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1'59 """"""""" """""""" \ Energleemsparung """
2dB 4dB 6dB 8dB
SNR (Signal-to-Noise Ratio)

Abbildung 1.2: Verbesserung der Empfangsqualitit/Reduktion der Ubertra-
gungsenergie

1.2 Kanalcodierung

Um Fehler bei der Ubertragung durch einen gestorten physikalischen Kanal korri-
gieren zu konnen, fiigt der Kanalcodierer jedem Codewort u € {4-1}* (Ausgabe
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des Kryptocodierers) gezielt Redundanz hinzu. Dies kann zum Beispiel dadurch
geschehen, daB dem Codewort u unter festgelegten Regeln n-k Komponenten hin-
zugefiigt werden. Somit erhdlt man als Ausgabe des Kanalcodierers einen Vektor
c € {£1}", wobei ¢; = u;,i = 1,..., k. Fiir die Berechnung dieser zusatzlichen
Komponenten verwendet man die durch die kommutativen Verkniipfungen & und
© gegebene algebraische Kérperstruktur von {1} :

-1 & -1 = 1
1 & 1 = 1
1 & -1 = -1
-1 & -1 = -1
1 & -1 = 1
1 © 1 = 1
Fiir jede zusatzliche Komponente i € {k+1,...,n} des zu u gehdrigen Verktors c

wird eine Teilmenge J; C {1,...,k} gebildet und ¢; berechnet sich dann zu

¢ =P uy, i=k+1,...,n. (1.1)

JE€J;

Der Kanalcodierer ist somit durch die natiirlichen Zahlen k, n und durch die n-k
Teilmengen Jyy1,...,J, € {1,..., k} charakterisiert. Der durch den Kanalcodierer
erzeugte Code C C {+£1}" ist die Menge aller Codewdrter c, die durch Anwendung
von (1.1) auf alle u € {4-1}" entsteht. Als Beispiel betrachten wir einen Hamming-
Codemitk =4,n=17,Js ={2,3,4}, Js = {1,3,4}, und J; = {1,2,4}. Betrach-
tet man die Menge C aller 16 Codeworter dieses Codes und zadhlt man fiir je zwei
Codeworter die Anzahl der Komponenten, an denen sich diese Codewdrter unter-
scheiden, so stellt man fest, daB sich fiir diesen Hamming-Code je zwei Codewdrter
immer an mindestens drei Komponenten unterscheiden. Diese Minimaldistanz d,,,;,
eines Codes ist ein wichtiges Giitekriterium. Die eben beschriebene Klasse von Co-
des wird als die Klasse der bindren linearen systematischen Blockcodes bezeichnet,
da

e alle Codewdrter ¢ aus der Menge {£1}" sind (binarer Blockcode),
e die ersten k Komponenten von ¢ den Vektor u bilden (systematisch),

e die Menge C aller Codewdrter einen k-dimensionalen linearen Unterraum des
Vektorraumes {£1}" iiber {1} bildet (linearer Blockcode).

Die Definition und Beschreibung binarer linearer systematischer Blockcodes wird
im wesentlichen mit algebraischen Mitteln durchgefiihrt. Die wichtigsten Informa-
tionen lber einen Code werden in dem Tupel (n,k) beziehungsweise in dem Tripel
(n,k,dnin) zusammengefaBt. Wir werden im folgenden immer von einem biniren
linearen systematischen Blockcode mit bekannten Teilmengen Jy.1,...,J, ausge-
hen. Die Voraussetzung, daB es sich um einen systematischen Code handelt, ist
dabei nicht restriktiv, da zu jedem binaren linearen Blockcode ein dazu dquivalenter
binarer linearer systematischer Blockcode konstruiert werden kann. Daher wird im
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folgenden das Adjektiv 'systematisch’ nicht mehr verwendet. Anstelle der Angabe
der Teilmengen Jyi.1,...,J, werden binadre lineare Blockcodes haufig durch eine
Generatormatrix G € {£1}*" dargestellt. Es gilt dann

C={ce {1} c" =u'G,uc {+1}*}
Fiir den bereits erwdhnten Hamming-Code gilt:

-1 1 1 1 1 -1 -1
G- 1 -1 1 1 -1 1 -1
n 1 1 -1 1 -1 -1 1]’

1 1 1 -1 -1 -1 -1

wobei die Operationen @ und ® zugrundegelegt sind.
Ist ein Code durch eine Generatormatrix G := (g”)l Lok gegeben, so |aBt sich

folgendermaBen feststellen, ob dieser Code systematlsch ist: Man betrachtet die
k x k Matrix A := (a;;)ij=1,.x mit a;; = g;; fir alle 1,7 = 1,...,k. Der
Code ist systematisch, falls die Matrix A beziiglich der Operationen & und ® die
Einheitsmatrix darstellt, also von der Form

-1 1 --- 1
A 1 -1 1

1 - 1

1 1 -1

ist.

1.3 Der AWGN-Kanal

In diesem Abschnitt betrachten wir ein spezielles stochastisches Kanalmodell, den
AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise). Bei stochastischen Kanalmodellen
werden fiir die Modellierung die Elemente , Modulation® , , physikalischer Kanal
+ Storung” und ,,Demodulator ohne Entscheider” zu einer Einheit, dem , Kanal“
zusammengefaBt. Wichtige Parameter des AWGN-Kanalmodells sind einerseits die
Energie Ej, die man durch Division der fiir die Ubertragung eines Codewortes ¢ €
{£1}" verwendeten Signalenergie durch die Anzahl k der Informationsbits u €
{41}* erhilt, und andererseits die einseitige Rauschleistungsdichte N, der Stérung
im physikalischen Kanal. Ein AWGN-Kanal ist nun folgendermaBen charakterisiert:
e Die Ausgabe c € {£1}" des Kanalcodierers wird durch eine N(O,%ZI )
normalverteilte Zufallsvariable additiv iiberlagert, wobei I,, die n—dlmen5|ona|e
Einheitsmatrix bezeichnet. Das Ergebnis y € R™ des Demodulators ist somit

eine Realisierung einer N(c, QNEN};I ) normalverteilten Zufallsvariablen Y.

e Fiir Simulationszwecke ist der Quotient g—‘; bekannt.
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Abbildung 1.3: Kanal

Typisch fiir stochastische Kanalmodelle ist die Tatsache, daB als Ergebnis der Demo-
dulation einem zu iibertragenden Codewort eine Realisierung'y € R™ einer speziellen
Zufallsvariablen zugeordnet wird. Ein Kanal wird deswegen stochastisch modelliert,
weil die Storungen im physikalischen Kanal im Einzelfall nicht vorhersehbar sind,
aber in der Vielzahl dennoch gewissen GesetzmaBigkeiten gehorchen.
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Decodierung

2.1 Aufgabenstellung

Die Decodieraufgabe besteht mathematisch betrachtet darin, aus der gegebenen
Realisierung y € R™ der Zufallsvariablen Y, die in der Praxis der Empfanger lie-
fert, die Informationsbits u € {41}* im noch zu definierenden Sinne , optimal*
zu rekonstruieren. Dies ist eine klassische Aufgabe der mathematischen Statistik
und der mathematischen Optimierung. Zur Losung dieser Aufgabe ist unter spe-
zielle Rahmenbedingungen (Echtzeitanforderungen, Komplexitatrestriktionen durch
Chipdimensionierung) eine Entscheidungsfunktion

§:R™ — {F1}F
y — u=94(y)

zu definieren, die jeder moglichen Realisierung y € R™ eine Rekonstruktion u &
{+1}* der Informationsbits u € {41}* zuordnet. Dabei kann man im wesenlichen
zwei verschiedene Strategien verfolgen:

e Wortfehleroptimalitat: Berechne dyo(y) so, daB die Wahrscheinlichkeit, daB
sich in dem rekonstruierten Wort it € {£1}*(= dwo(y)) kein falsches Bit
befindet, maximal ist.

e Bitfehleroptimalitdt: Berechne dpo(y) so, daB die Wahrscheinlichkeit fiir je-
des einzelne Bit in 1 € {+1}*(= dpo(y)), richtig zu sein, maximal ist.

Im Gegensatz zur Bitfehleroptimalitat spielt bei der Wortfehleroptimalitat die An-
zahl der Fehler in G € {41}* keine Rolle. Welches Optimalititskriterium verwendet
wird, hangt im allgemeinen von der entsprechenden Anwendung ab. Aufgrund der
Komplexitat der Aufgabenstellung ist klar, daB die Funktion ¢ nicht explizit ange-
geben werden kann, sondern daB die Funktionswerte d(y) fiir jedes im Empfanger
auftretende y € R"™ durch numerische Verfahren zu berechnen sind.

10
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2.2 Wortfehleroptimalitat

Betrachtet man die Wortfehleroptimalitit, so ergibt sich 1 € {#1}* als Lésung ei-
nes diskreten Optimierungsproblems, namlich der aus der mathematischen Statistik

bekannten Maximum Likelihood Schitzung (mit ||y]|3 := i y?)
i=1

= argmin[c(u) =yl = dwo(y).
ue{+1}*
Zu jeder empfangenen Nachricht y € R” ist jeweils ein Wort it € {+1}* gesucht
mit der Eigenschaft

le(@) —yll5 < lle(w) —yll; fir alle u € {£1}".

Um nicht alle 2¥ mdglichen Codewdrter untersuchen zu miissen, was bei groBen
k nicht realisierbar ist, wird nun ein Branch-and-Bound Algorithmus vorgestellt,
der die Zahl der zu untersuchenden Codewdrter stark reduziert. Zudem kann
der Algorithmus zu jeder Zeit ein bis dahin bestes Codewort als Ergebnis liefern.
Der in Abbildung 2.1 dargestellte Baum entspricht einem Entscheidungsbaum fiir

3)
+1

OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOLOOLOOOLOOOOOOOLOLOOOOOOOLOOOOLO

Abbildung 2.1: Branch-and-Bound auf bindrem Code

k = 5 Informationsbits wu, ..., us, wobei jedes Informationsbit durch eine Ebene
im Baum charakterisiert ist. Der angegebene Pfad entspricht somit der Belegung
uy = +1,uy = —1,u3 = —1,uqy = +1,us = —1. An jeder Verzweigung (Knoten)
werden nun untere Schranken fiir den minimalen Wert der Funktion |lc(u) — y||;
eingetragen, wobei alle Informationsbits bis zu diesem Knoten entsprechend festge-
legt sind (Berechnung von Bounds). Betrachtet man zum Beispiel die Verzweigung

im angegebenen Pfad der Abbildung 2.1 zwischen us = —1 und u3 = —1, so kann
die Funktion |lc(u) — y||> mit u; = +1 und uy = —1 fiir einen systematischen Code
(also ¢; = u; firi =1,..., k) folgendermaBen nach unten abgeschitzt werden:

le(ur = +1,up = =1, ug, ug,us) —yl; > (1 —y1)* + (=1 —y2)* + > (Juil — 1)%
=3
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Bewegt man sich auf dem Pfad weiter nach unten, so kann diese Schranke nur
schlechter (also groBer) werden, da immer mehr Komponenten von u festgelegt
werden. Am Ende des Baumes (also am Blatt) ist u festgelegt und dort wird dann
der entsprechende Funktionswert notiert. Hat man nun fiir einen festen Wert u €
{41}* den Funktionswert f(@1) = [|c(@1) — y||5 berechnet, so kann man im Baum
von Abbildung 2.1 alle Teilbdume (Branch) streichen, die bei einer Verzweigung
starten, deren Schranke groBer ist als f(u), denn nach unter werden die Schranken
(und damit die Funktionswerte ) ja groBer. Somit muB man im allgemeinen nicht
alle 2% Moglichkeiten durchprobieren.

Beispiel: Seiy = (1.1,—0.5,0.3, —1.5,0.7) und ¢ = (uq, ug, ug, u; & ug, us G u3)
und wahle @; = sign(y;), i = 1,2,3, also w3 = 41,1y = —1,1u3 = +1, so gilt:

f(@) = (=0.1)* + (=0.5)* + 0.7* + 0.5* + (—1.7)* = 3.89.

Der Teilbaum beginnend ab u; = —1 ist wegen ((—1) — 1.1)? = 4.41 > 3.89 schon
nicht mehr zu untersuchen.

Manche Codes besitzen eine spezielle Struktur, die jeweils durch ein Trellis-Diagramm
gegeben ist. Wendet man das Branch-and-Bound Verfahren auf dieses Trellis-
Diagramm an, so nennt man dieses Verfahren Viterbi-Algorithmus. Ein Trellis-
Diagramm ist einerseits nicht so komplex wie der obige Entscheidungsbaum, auf
der anderen Seite kann das Branch-and-Bound Verfahren auf dem Entscheidungs-
baum fiir alle (systematischen) Blockcodes angewendet werden.

2.3 Bitfehleroptimalitat

Fiir die Bitfehleroptimalitat ist fiir jedes Bit u;, i = 1,..., k, folgende Entscheidung
zu treffen (die Herleitung ist sehr kompliziert):

_Y-vWIy-v)
Non
Epk

exp

VEC
<0
wv)T \"}

o (-3 )
VEC Ebk

exp
VGC

—1 falls In

U; =
_y-vwIy-v)
Non
Ek

y-vry-v
Non
Eyk

Z exp

vel
v;=—1

+1 falls In <

Da die Formeln

S exp <_ <y—vEy—V>>

vel Euk
In | 2
VT (V—
S exp (_(y vy V>>
‘_IGC Epk
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fiir jedes i@ = 1,...,k sehr komplex sind (C bezeichnet die Menge aller 2¢ Co-
deworter), ist man haufig auf Naherungsverfahren angewiesen. Eine mogliche Nahe-
rung ergibt sich zum Beispiel durch die Tatsache, daB man die zu berechnenden k
reellen Zahlen

> exp (— Yy 5 e [~
'uviil Eibk vviil Eibk
51 = ! gy PR = In b
_ T _ IR YAVA _
S e (_(y vty v>> S exp (_(y v)riy v>)
2, =,

folgendermaBen (durch ein nichtlineares Regressionsmodell) approximieren kann:
b
B

exp(f;)—1

I se@ym
4Bk In | <0

— exp(B;)—1
y = 1— Les + e.
Non H

. exp(8;)+1
J€Jk41

exp(B;)—1
1+ H exp(ﬁj)«‘fl
JjEIn

e T
- 11 s@m
j€JIn

In

Da der Vektor e ein MaB fiir die Kanalstorung ist, ist es in Anwendungen ohne Echt-
zeitanforderungen naheliegend, 3, . . ., Bx so zu approximieren, daB > ¢? moglichst
i=1

klein wird. Zu berechnen sind also:

ﬁla--'vﬁk:

1+ H exp(z;)—1

k 2 n .
. 4Eb/{5 jeJ; exp(z;)+1 4Ebk
= argminy » (xl Z) + > |n — | — Yi
xeR" [i=1 Non g g 1 Non

exp
ikt 1 1= 11 5
Jj€J;

Zielfunktion f
Die Zielfunktion f dieses Minimierungsproblems ist beliebig oft stetig differenzierbar.

Da )
i 4Ebk
= Non vi
fiir alle x € R¥, ist die Existenz eines globalen Minimierers x* gesichert.

Im folgenden untersuchen wir iterative Methoden zur lokalen Minimierung einer
gegebenen Zielfunktion f : R¥ — R, f € C2. Es werden Algorithmen betrachtet,
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die Folgen {x;}, {s;} und {o;} mit j € N derart erzeugen, daB fiir jedes j € N
gilt:

Xj+t1 = X;j+0;8;
X)) < f(x5),

wobei x;,s; € Rk,aj € R™. Die Verwendbarkeit dieser Algorithmen entscheidet
sich im wesentlichen durch die Wahl der Suchrichtung s;. Aufgrund der obigen
Festlegung ist fiir jedes j € Ny

Vf(Xj)TSj <0

('s; sind Abstiegsrichtungen) zu fordern. Ziel ist es, Algorithmen zu konstruieren,
die entweder superlinear gegen einen lokalen Minimierer X von f konvergieren, fiir
die also gilt:

o [ =%l

7m0 |[x5 = X[|a
oder Algorithmen zu konstruieren, die quadratisch gegen einen lokalen Minimierer
x konvergieren, fiir die also gilt:

I = %]l

<a acR;.
j—oo |Ix; —x[5 T 0

Beim Newton-Verfahren wird die Suchrichtung s; als Losung des linearen Glei-
chungssystems

Vi (x)s; = =V f(x;)
fir alle j € Ny bestimmt. Die Schrittweite o; wird im allgemeinen durch den

folgenden Algorithmus von Armijo-Goldstein berechnet: Sei 0 < § < 0.5, dann wird
das kleinste € N bestimmt, sodaB mit o; := (0.5)" gilt:

f(Xj) + (SO'ij(Xj)TSj Z f(Xj + O'ij).

Befindet man sich nun in einer geeigneten Umgebung eines lokalen Minimierers x
von f mit positiv definiter Hessematrix, so ist das Newton-Verfahren durchfiihr-
bar und die Folge {x;} konvergiert gegen X, wobei nach endlich vielen Schritten
stets v = 0 (Schrittweite gleich 1) gilt. Kann man zudem fiir die zweite Ableitung
von f in dieser Umgebung eine Lipschitzbedingung nachweisen (gegebenenfalls bei
[ € C?), so konvergiert die vom Newton-Verfahren erzeugte Folge {x;} quadra-
tisch gegen x. Offensichtlich konnen mit dieser Methode im allgemeinen nur lokale
Minimierer berechnet werden. Die quadratische Konvergenz wird durch einen relativ
hohen Aufwand (Berechnung des Gradienten und der Hessematrix in jedem ltera-
tionsschritt) erkauft. Daher versucht man, die Information zweiter Ordnung durch
bisher berechnete Gradienten zu approximieren. Eines der wichtigsten Verfahren in
diesem Zusammenhang bildet das BFGS-Verfahren (Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno-Verfahren). Die Suchrichtung wird durch

s; = —H;V f(x;)
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fir alle j € Ng berechnet (mit Hy = I,, oder Hy gleich einer wahlbaren, positiv
definiten Matrix). Die Matrix H;; berechnet sich durch:

I{‘4F1 _H. n (l?i)j +_(i§ﬁEIj(ijI)»I)IW—— I)j(i}ﬁ[lj + IIj(ijI??
! ’ (dfp;)> 7 djp; ’

wobei d; := W’ p; == HSSjo2. Die Schrittweite o, j € Ng, wird durch

folgenden Algorithmus berechnet: Wahle +; und v mit 0 < 93 < 72 < 0.5 und
bestimme o; so, daB folgendes gilt:

o Vf(xj:1)"'s; > 1%V f(x;)"s; (somit ist H;,; positiv definit)
o f(xj41) < f(x5) + 10V E(x))s;
e 0, = 1, falls maglich.

Ziel der BFGS-Methode ist es, in den positiv definiten Matrizen H; die fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit relevanten Informationen der zweiten Ableitung von f
durch Verwendung der Gradienten

Vf(xo), Vf(x1), Vf(x2),...

zu approximieren. Befindet man sich in einer geeigneten Umgebung eines lokalen
Minimierers X von f mit positiv definiter Hessematrix, so konvergiert die vom BFGS-
Verfahren erzeugte Folge {x;} superlinear gegen %, falls die zweite Ableitung von
f in dieser Umgebung einer Lipschitzbedingung geniigt. Die bendtigten Auswertun-
gen der Gradienten und Hessematrizen an den entsprechenden Iterationspunkten zur
Realisierung des Newton- beziehungsweise BFGS-Verfahrens knnen durch Automa-
tisches Differenzieren berechnet werden. Auf diese Moglichkeit wird nun genauer
eingegangen.

Sei f:R" — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Mit

9f(x)

T
Vix)=| : |eR*

beziehungsweise

Pfx) . (%)

Ox10x1 Ox10xy

V3if(x) = c RM

Prx) . 0

Ox0r Ox0xy,

bezeichnen wir den Gradienten beziehungsweise die Hessematrix der Funktion f
an der Stelle x. Ziel ist es nun, einen Algorithmus zu entwickeln, der fiir eine
moglichst allgemeine Funktion f und fiir jeden Punkt x € R” als Eingabe das
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Tripel (f(x), Vf(x),V2f(x)) als Ausgabe berechnet. Wir beginnen mit einfachen
Spezialfallen. Fiir die konstanten Funktionen f(x) = c erhalten wir:

Vi(x)=0, Vf(x)=0

fiir alle x € R*. Ist die Funktion f eine Projektion, also f(x) = z;, i € {1,...,k},
so folgt:
V f(x) = i-te Einheitsvektor, V%f(x) = 0.

Unser gesuchter Algorithmus ist also fiir konstante Funktionen und fiir Projektio-
nen unmittelbar gegeben und sehr einfach zu implementieren. Diese Uberlegungen
bilden die Basis fiir alles Folgende. Wir betrachten nun zwei (ibliche Methoden,
um neue Funktionen aus gegebenen Funktionen zu erhalten, namlich die rationale
Zusammensetzung und die Zusammensetzung mit einer Bibliotheksfunktion. Seien
also

a:R* R und b:R" - R

zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Sei ferner f : R* — R eine der Funk-
tionen a +b, a — b, a-bund a : b. Bei a : b wird zudem b > 0 oder b < 0
vorausgesetzt. Somit ist f ebenfalls zweimal stetig differenzierbar und wir erhalten
fir alle x e R*¥ im Falle f =a+1b:

Vf(x) = Va(x)+ Vb(x)
V2f(x) = VZa(x)+ Vh(x),

im Falle f =a—1b:

Vf(x) = Va(x)— Vb(x)
Vif(x) = VZa(x)— V?b(x),

im Falle f=a-b:

Viix) = b(x)-Va(x)+ a(x) - Vb(x)
Vif(x) = b(x)-

<]
[\
2
XeJ
_l’_
2
\aJ
<
no
SN
X
+
<
=
\aJ
<
2
NeJ
~
_|_
<
2
\aJ
<
=
XeJ
u’ﬂ

und im Falle f =a: b

Vix) = (Vax) = f(x) - Vb(x)) : b(x)
Vif(x) = (Via(x) - f(x) V*
)

Sind nun die Funktionen a, b konstante Funktionen oder Projektionen, so kann
fiir jedes x € R* das Tripel (f(x), Vf(x), V2f(x)) unmittelbar mit den obigen
Rechenregeln aus den Tripeln (a(x), Va(x), VZa(x)) und (b(x), Vb(x), V*b(x))
berechnet werden. Wir haben somit einen Algoritmus, der als Eingabe die Stelle
x € R¥, die Tripel (a(x), Va(x), VZa(x)), (b(x), Vb(x), V?b(x)) und die Opera-
tion n € {+,—, -,:} bendtigt und als Ausgabe das Tripel (f(x), Vf(x), V2f(x))
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liefert. Durch wiederholte Anwendung dieses Algorithmus' lassen sich alle rationalen

Funktionen behandeln.

Beispiel: f: R? - R, x—

Ji:
fa:
f3:
Ja:
f5:
Jo
Jr:

T1-To
x%—l—l'

R? - R,
R? - R,
R? S R,
R? - R,
R? - R,
R? - R,
R? - R,

Wir betrachten die folgenden Funktionen:

— T,
= T2,

— 1,

= 1 fa,

= fa fo,

= f5+ [,
= fa: fe

T T R B I R

Offensichtlich ist f = f;. Wendet man die oben skizzierte Vorgehensweise auf die
Funktionen f1,..., f7 an der Stelle x = (0,0)7 an, so erhilt man:

0 (3) (32)
(D))
(1) (32)
()G
(0 (3) (32)
() (32

1

00 L
)7(0 O>> - (fl)vfhvfl)(x)
0 0 9 -
)a(o 0>> - (fQ,VfQ,VfQ)(X)
0 0 9 -
)a(o 0>> = (f37vf3vvf3>(x)

0 1 9 -
).(V0)) = nvn v

)(8 g)) = (s Vs V) (3)

)(8 8)) = (f, Vo, Vf3) (%)
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(o) (1 0))
<1’<8>’<8 8)) - (O’<8>’<? 3)) = (VLN

{:}

Bei der Zusammensetzung mit einer Bibliotheksfunktion betrachtet man zweimal
stetig differenzierbare Funktionen

£:R —-R und a:R* - R.

Sei ferner f : R* — R gegeben durch f = & o a, wobei ¢ eine Bibliotheksfunktion
(zum Beispiel sin, cos, exp u.s.w.) ist und wobei a eine Funktion ist, die wir bereits
automatisch differenzieren konnen, dann ist die Funktion f ebenfalls zweimal stetig
differenzierbar und der bisher entwickelte Algorithmus ist unter der Voraussetzung
erweiterbar, daB die Ableitungen erster und zweiter Ordnung fiir die Bibliotheks-
funktionen an jeder Stelle algorithmisch auswertbar sind. Es gilt:

Vix) = €(ax) - Va(x)
Vif(x) = €'(a(x)) - Va(x) - Va(x)" +¢'(a(x)) - Via(x).

Wir erhalten somit einen erweiterten Algorithmus, der als Eingabe die Stelle x € R”
das Tripel (a(x), Va(x), V?a(x)) und die Funktion ¢ benétigt und als Ausgabe
das Tripel (f(x),Vf(x), V2f(x)) liefert. Durch wiederholte Anwendung dieses
Algorithmus’ lassen sich eine groBe Klasse von Funktionen behandeln.

Beispiel: f: R? — R, x + sin(x; - 75) + exp(x,). Wir betrachten die folgenden
Funktionen:

fi: RZ=R, x — a4,
fo: R2=R, x — 9,
f31R2HR, X = fi-fa
fi: RTZ =R, x s sin(fs),
fiR2SR, x e explfa),
fo: R?=R, x — fi+fs

Offensichtlich ist f = fs. Wendet man die bisher skizzierte Vorgehensweise auf die
Funktionen f,..., fs an der Stelle x = (7,0)7 an, so erhilt man:

<<g>7f1> - <W7<(1)>’<8 8)) = (fu, Vi, V2 fi)(%)
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Slo'Lo o

0 0 0

1)°Lo o
{}

7N
)
O =

VR
)
) O =

19

8 >) = (f2, V2, V2 f2)(X)

= (f3 Vf3, Vf3)(x)

= (f1, V1, V1) (%)

Hat man also die Funktion f : R* — R durch eine charakterisierende Sequenz

flsz—ﬂR,
fk:Rk_)R7

fk-‘rl : Rk - R?

fera: R¥ >R,

frrarr : RF = R,

;i € {+7 R :}a

Shtdt1 : R* — R,
¢ ist eine Bibl.-Fkt.,

oder

X = T,

X = Ty,

X = Cp,

X = Cq,

X = foainif’ym

Ozi,*}/iE{l,...,k?—Fd}

x = &(fy)

’YiE{l,...,/{Z—i-d}



fk+d+8: Rk%R? XHfaﬁh‘f’ym

ni € {+,—, "} a,vi€{1l,...,k+d+s—1}
oder
fk+d+s: ]Rk—>R7 Xl—>§(f%)
¢ ist eine Bibl.-Fkt., vi €{l,....k+d+s—1}
Jordrs = f
dargestellt, wobei ¢y, ..., cq reelle Konstanten bezeichnen, so ist diese Funktion f

durch den eben entwickelten Algorithmus an jeder Stelle x € R* automatisch dif-
ferenzierbar. Fiir die computergestiitzte Erstellung charakterisierender Sequenzen
gibt es verschiedene Compiler mit unterschiedlichen Eingabeformaten fiir die Funk-
tion f.

Algorithmen zur globalen Optimierung sind nur mit Resultaten der stochastischen
Analysis herzuleiten und numerisch sehr aufwendig. Eine interessante Anwendung
dieser numerischen Verfahren ist durch die Funkiibertragung von Raumsonden ge-
geben. Um etwa Bilder vom Neptun zu iibertragen, hat die Raumsonde Voyager
mit einer Sendeleistung von 18,2 Watt lediglich die Leistung einer Taschenlampe zur
Verfiigung. Bei einer Strecke von 4,4 - 10° km und einem Signal-Rausch-Verhilt-
nis % von 2,5 dB betragt die empfangene Energie pro Bindrzeichen auf der Erde
9,5-107% Wattsekunden. Eine Einsparung bei ﬁ—z von 1dB (etwa durch verbesser-
te Decodierverfahren) fiihrt heute zu einer Kostenersparnis von etwa 75 Millionen
Dollar. Die entsprechend hohere numerische Komplexitat ist anhand dieser Fak-
ten (insbesondere der Flugzeit von 12 Jahren von der Erde bis zum Neptun) von
untergeordneter Bedeutung, da fiir dieses Anwendungsbeispiel keine strikten zeitli-
chen Vorgaben fiir die Decodierung gegeben sind. Mit Decodierverfahren basierend
auf globaler Optimierung kénnen bis zu 3dB Energieeinsparung bei gleicher Uber-
tragungsqualitat gegeniiber klassischen Decodierverfahren (Schieberegister) erreicht
werden.

2.4 Ausblick: Mobilfunkkanale

Beim Mobilfunk gelangen die vom Sender abgestrahlten elektromagnetischen Wel-
len aufgrund von Hindernissen haufig nicht (nur) iiber den direkten Weg zur Emp-
fangsantenne. Vielmehr setzen sich die empfangenen Wellen vorwiegend aus einer
Vielzahl von reflektierten, gebeugten und gestreuten Wellen zusammen. Ein typi-
sches Beispiel fiir diese so genannte Mehrwegeausbreitung ist in Abbildung 2.2 fiir
den terrestrischen Mobilfunkkanal dargestellt. Bedingt durch die Mehrwegeausbrei-
tung besteht das Empfangssignal aus einer Uberlagerung von unterschiedlich stark
gedampften, verzdgerten und phasenverschobenen Versionen des Sendesignals, wel-
che sich gegenseitig ausloschen beziehungsweise verstarken. Daher kann je nach
Phasenlage der einzelnen Teilwellen die Uberlagerung konstruktiv oder destruktiv
erfolgen. AuBerdem kommt es durch die Mehrwegeausbreitung bei der digitalen
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Abbildung 2.2: Mehrwegeausbreitung

Dateniibertragung zu einer Veranderung der Impulsform bis hin zu mehreren, ein-
zeln trennbaren Impulsen. Dieser Effekt wird als Impulsdispersion bezeichnet. Die
GroBe der Impulsdispersion hangt von den Laufzeitdifferenzen und den Amplituden-
verhaltnissen der Teilwellen ab.

Neben der Mehrwegeausbreitung wirkt sich auch der Dopplereffekt negativ auf die
Ubertragungseigenschaften des Mobilfunkkanals aus. Durch die Bewegung der Mo-
bilstation kommt es aufgrund des Dopplereffektes zu einer Frequenzverschiebung
der einzelnen Teilwellen. Der Einfallswinkel - definiert durch die Einfallsrichtung der
Teilwelle und die Bewegungsrichtung der Mobilstation (Abbildung 2.3) - bestimmt
die Dopplerfrequenz (Frequenzverschiebung) einer Teilwelle. Bedingt durch den

y A

Einfallsrichtung der
n-ten Teilwelle

Bewegungsrichtung

Abbildung 2.3: Dopplereffekt

Dopplereffekt erfihrt das Spektrum eines Sendesignals auf dem Ubertragungsweg
eine Frequenzverbreiterung. Dieser Effekt wird als Frequenzdispersion bezeichnet.
Die GroBe der Frequenzdispersion hangt im wesentlichen von der maximalen Dopp-
lerfrequenz und den Amplituden der einzelnen empfangenen Teilwellen ab. Im Zeit-
bereich duBert sich der Dopplereffekt dadurch, daB die Impulsantwort des Kanals
zeitvariant wird.
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Moderne Methoden zur stochastischen Modellierung von Mobilfunkkanalen zeichnen
sich insbesondere dadurch aus, daB sie in der Lage sind, nicht nur die Wahrschein-
lichkeitsdichten der Amplitude und Phase zu modellieren, sondern auch Aussagen
iiber die Pegelunterschreitungsrate und die mittlere Fadingdauer bereitzustellen, die
fiir Biindelfehler verantwortlich sind. Da zudem eine additive Uberlagerung mit
einem weiBen Rauschen als Stérung zu beriicksichtigen ist, wird das Empfangssi-
gnal somit durch die Verkniipfung verschiedener stochastischer Prozesse als sehr
komplexer stochastischer ProzeB mit parameterabhangiger Kovarianzstruktur mo-
delliert. Das vollstandige stochastische Kanalmodell erhdlt man schlieBlich durch
Beriicksichtigung des Demodulators, was im allgemeinen einer komplizierten sto-
chastischen Integration entspricht.

Letztendlich erhdlt man als Ergebnis des Empfangers die Realisierung einer kompli-
zierten Zufallsvariablen mit parameterabhangiger Kovarianzstruktur. Die entspre-
chenden Parameter sind online in speziellen zeitlichen Abstanden zu schatzen. Da-
her ist es heute immer noch iiblich, Decodierverfahren nur im Zusammenhang mit
AWGN-Kanalen und unter Verwendung ganz spezieller Codeklassen zu untersuchen.
Die wesentlichen Unterschiede zwischen AWGN- und Mobilfunkkanlen lassen sich
folgendermaBen zusammenfassen:

e Bei Mobilfunkkanalen ist es im allgemeinen nicht moglich, die Verteilungen
der Zufallsvariablen, die das Ergebnis des Empfangers reprasentieren, exakt
zu berechnen. Man ist also auf statistische KenngroBen oder numerische
Approximationen angewiesen.

e Die statistischen KenngroBen der eben erwahnten Verteilungen sind nicht zeit-
invariant, miissen also im Kanalmodell als Parameter modelliert werden und
sind vom Decodierer in gewissen zeitlichen Abstanden neu anzupassen.

Obwohl man heute versucht, diese Schwierigkeiten - etwa durch den Einsatz von
Equalizern - zu umgehen, bleiben diese Probleme relevant, da einerseits die verwen-
deten Equalizer - aus Sicht der Mathematik - nicht optimal sind, andererseits die
Aufgabe des Equalizers idealerweise durch die Decodierung ohne groBen Zusatzauf-
wand tibernommen werden konnte.
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